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Résumé :

De nombreuses activités industrielles ou de recherche
ont un cotuit tel qu’il est souvent avantageux pour
les agents concernés de cofinancer la construction ou
I’acquisition d’une ressource commmune nécessaire a
lactivité. Cette ressource devra ensuite étre exploi-
tée en commun, donc partagée. Les regles de partage
devront prendre en compte des préférences antago-
nistes : chaque agent veut maximiser sa propre satis-
faction, tandis que collectivement, on recherche des
décisions équitables et exploitant au mieux la res-
source. Nous proposons dans cet article un modele
formel du probléeme de partage de biens indivisibles,
sans possibilité de compensations monétaires, et avec
des contraintes d’admissibilité quelconques. Ce mo-
dele est appliqué a un cas concret, celui du partage
de ressources satellitaires.

Mots-clés : Partage équitable, enchéres combina-
toires, agrégation de préférences, logique, complexité.

Abstract:

Many industrial or research activities are so expen-
sive that it is often benefitable for the involved agents
to cofund the construction or the purchase of a com-
mon required resource. This resource will then be ex-
ploited in common, therefore in a shared way. The
rules for resource sharing should take account of the
possibly antagonistic preferences : each agent wants
to maximize its own satisfaction, whereas, from the
collective point of view, efficient decisions — i.e., de-
cisions which both are equitable and exploit the re-
sources in an optimal way — are looked for. We give
in this article a formal model for indivisible goods re-
source sharing without monetary compensations and
with arbitrary admissibility constraints, and we also
give some complexity results about this model. The
model is applied to a real-world case, namely satellite
resource sharing.

Keywords: fair allocation, resource sharing, prefe-
rence aggregation, logic, computational complexity.

1 Introduction

Le probleme d’attribution de biens indivi-
sibles a des agents est étudié dans deux
communautés différentes. La recherche menée
dans le domaine du choix social se concentre
sur les propriétés satisfaites par de possibles
procédures d’allocations, en particulier des
propriétés ayant trait a la notion de jus-

tice, telles que 1’équité ou 1’absence d’en-
vie, mais se préoccupe rarement de considé-
rations algorithmiques ou de complexité. De
son coté, la recherche en intelligence artifi-
cielle s’intéresse depuis quelques années aux
encheres combinatoires, du point de vue de la
représentation (recherchant notamment des
moyens pour permettre aux agents d’expri-
mer leurs préférences d’une maniere concise
et intuitive), et du calcul (développant des al-
gorithmes et recherchant des sous-classes de
probléemes de complexité raisonnable).

Cette dualité met en valeur I'existence d'un
fossé. Les encheres combinatoires qui, de leur
cOté, cherchent a maximiser la somme des
prix payés par les agents, constituent une
forme spécifique de procédure de partage, lit-
téralement une forme purement utilitariste
avec transferts monétaires dans laquelle des
considérations telles que la justice ou I’équité
n’ont pas leur place. Les économistes, quant
a eux, ont considéré d’autres formes de mé-
canismes de partage (avec ou sans transferts
monétaires), laissant de coté 1’étude de la re-
présentation compacte et de la complexité.
Ces considérations sont le point de départ de
cet article, dans lequel nous nous intéressons
a un cadre assez général pour la description
du probleme de partage de biens indivisibles,
dans lequel les criteres d’optimisation varient
de l'utilitarisme a l'égalitarisme, et qui en-
globe de nombreuses classes de contraintes et
d’allocations admissibles. Nous nous concen-
trerons ensuite sur la représentation com-
pacte (en section 2) et la complexité (en sec-
tion 3. Une application réelle est introduite en
section 4, qui décrit un probleme de partage
d’une ressource satellitaire. Enfin, la section 5
traite des travaux connexes et des sujets voi-
sins. Partant du principe que les principaux
résultats concernant le cas spécifique des en-
cheres combinatoires sont bien connus, nous
nous concentrerons donc sur le partage équi-
table sans possibilité de transfert monétaire.



2 Un modele général et un lan-
gage de représentation

Dans cette section est introduit un modele
général de représentation du probleme de
partage d’un ensemble de bien indivisibles
entre plusieurs agents. Dans notre modele,
les agents sont représentés par un ensemble
N ={1,...,n}, et ensemble fini des objets
indivisibles (aussi appelés biens) est noté O.
Un objet peut étre attribué a un ou plusieurs
agents de N, ou ne pas étre attribué du tout.
Un lot est un sous-ensemble de O.

Definition 1 (partage) Un partage est
un n-uple X = (1, ...,T,), dans lequel x; C
O pour tout i € N. x; est la part de l’agent
t dans X.

Maintenant que les notions d’agent et d’ob-
jet ont été introduites, précisons comment
ces agents peuvent exprimer leurs préférences
sur les objets ou les lots qu’ils désirent. Bien
évidemment, puisque I'ensemble des lots que
peut recevoir un agent est de taille exponen-
tielle, il apparait completement irréaliste de
spécifier la fonction d’utilité d’un agent de
maniere explicite (i.e en énumérant tous les
sous-ensembles possibles de O et en spéci-
fiant pour chacun sa valeur d’utilité). Nous
pouvons contourner ce probléeme en introdui-
sant un langage de représentation com-
pacte de préférences (voir [12, 4] pour une
discussion plus générale sur le sujet).

De mnombreuses applications (comme par
exemple les encheres combinatoires) néces-
sitent la possibilité pour les agents d’expri-
mer des demandes complexes, comme par
exemple des relations de dépendances entre
les objets. Ces demandes complexes peuvent
étre exprimées de maniere compacte a l'aide
de la logique. Ainsi, nous notons L le lan-
gage propositionnel construit a ’aide de I'en-
semble des symboles O (ou chaque objet est
vu comme un symbole propositionnel) et des
connecteurs usuels =, A, V. L} est le sous-
langage de Lo constitué des formules non né-
gatives. Chaque lot x C O peut étre considéré
comme une interprétation propositionnelle de
Lo — ou les variables propositionnelles cor-
respondant aux ressources dans z (resp. non
contenues dans x) se voient attribuer la va-
leur de vérité vrai (resp. faux). Cela nous per-
met de définir la satisfaction d’une formule de

Lo par un lot z, notée x F ¢. Par exemple,
soient Lo = {01,...,010} et 1 = {01,09};
nous avons x; F oy, x1 ¥ 03, r1 F 01 V 03,
T ¥ 01 VAN 03.

De plus, a chaque demande est associé un
entier positif qui représente 'importance de
la demande indépendamment de toutes les
autres. Si la demande est satisfaite, ce poids
contribuera a la mesure globale de satisfac-
tion de I’agent, d’'une maniere qui sera définie
plus loin. Formellement :

Definition 2 (demandes pondérées)

Une demande est une formule de L§
L’ensemble des demandes pondérées
de Dlagent i est l'ensemble des couples
Ai = {<§0117 wi>7 ety <S0TA1|’ w‘zAZ|>}; ou
¢t € Lo et wi € N.

Le fait que les demandes soient dans Lg, plu-
tot que dans Lo est di a I'hypothese im-
plicite que les fonctions d’utilité sont non-
décroissantes (voir plus loin). Si nous ne
voulons pas de cette hypothese, nous pou-
vons alors la relacher en autorisant n’importe
quelle formule de Lo (cela n’a quasiment pas
d’impact sur le reste du papier). Le cas le plus
simple advient quand les demandes sont des
formules atomiques (exprimant ainsi 'indé-
pendance préférentielle entre objets).

Définissons maintenant le langage Ll
comme le langage propositionnel engendré
par l'ensemble de symboles propositionnels
{alloc(o,i) | 0 € O,i € N}. Il y a une bi-
jection entre l'ensemble des partages et ce-
lui des interprétations de L#¢ : un partage
x correspond a l'interprétation pour laquelle
alloc(o, ) est vrai quand o € x;, et faux si-
non. Les contraintes s’expriment facilement

alloc .
dans L™ :

Definition 3 Une contrainte est une for-
mule de LE¢. Un partage est dit admissible
relativement a l’ensemble des contraintes C
si et seulement si il satisfait toutes les
contraintes de C . Adm(C) est l’ensemle des
partages admissibles relativement a C .

Les contraintes séparent les partages admis-
sibles des partages inadmissibles, ou l'inad-
missibilité signifie par exemple une impossi-
bilité physique ou encore légale.



Remarquons que nous n’excluons pas la pos-
sibilité pour une ressource donnée d’étre al-
louée a plusieurs agents (ainsi z; N x; peut
tres bien étre non vide). Une contrainte de
préemption relative a o exprime le fait que
cet objet ne peut pas étre attribué a plus d'un
seul agent, ce qui s’écrit :

—(alloc(o,i) A alloc(o,j)) | i, € N,i # j

D’autres contraintes (que les contraintes de
préemption) classiques sont les contraintes
de capacité qui expriment par exemple le
fait que deux objets donnés ne peuvent étre
attribués simultanément (contraintes d’ex-
clusion), ou plus généralement qu’il y a un
nombre (ou volume) maximal de ressources
a allouer, ou des dépendances entre res-
sources, qui expriment par exemple le fait
que si 07 est attribué a un agent, alors soit o0y
soit o3 doit étre attribué a ce méme agent.

Une conséquence directe de la définition d’ad-
missibilité est qu’il est toujours possible de
déterminer en un temps polynomial si un par-
tage donné est admissible ou non.

Les définitions suivantes présentent de quelle
maniere les fonctions d’utilité pour les agents
peuvent etre exprimées de maniere compacte,
en utilisant leurs demandes pondérées.

Definition 4 (utilité individuelle) Etant
donnés un agent i, son ensemble de de-
mandes pondérées A;, et un partage X,
Dutilité individuelle u;(x) de x pour l'agent
i est définie en agrégeant les poids des
demandes satisfaites par x; :

ui(x) = f({w'|{p, w) € A; et z; F p})

ou f est une fonction non-décroissante, com-
mutative et associative sur N.

Commentons cette définition. Premierement,
elle implique que la satisfaction d’'un agent
ne dépend que de ce qu’il recoit. Nous pou-
vons donc écrire u;(x) = u;(x;) (x; étant ce
que I'agent i regoit), et nous pouvons définir
sans restriction u; comme étant une applica-
tion de 2° dans N. La non-décroissance si-
gnifie que le fait de satisfaire une demande
ne peut jamais avoir un impact négatif (sur
la satisfaction d’un agent), la commutativité
implique que l'ordre dans lequel sont faites

des demandes n’est pas significatif, et 'as-
sociativité permet de calculer I'utilité indivi-
duelle de maniere simple en la considérant
comme une loi interne binaire, et ce méme
quand l’ensemble des demandes est énorme.
Enfin, le fait que les demandes soient des for-
mules positives seulement (dans lesquels la
négation n’est jamais présente) implique que
les utilités sont non-décroissantes vis-a-vis de
I'inclusion d’ensemble, littéralement :

pour tout agent 7 et n'importe quelle

paire d’ensembles d’objets x, y, telle

que z C y, alors on a w;(z) C w;(y).
Notons aussi que, par définition, u;(#) = 0.
De plus, il peut étre aisément démontré que
toutes les utilités non-décroissantes valuées
positivement peuvent étre représentées par
des demandes pondérées.

Exemple 1 Considérons  un  probléeme
d’achat de biens collectifs. Il s’agit d’ache-
ter un certain ensemble de biens comestibles
pour élaborer un repas ; soit O = {pat, ab, pe}
(pat pour « pate a tarte », ab pour « abri-
cots », pe pour <« peches ») et soit la
demande  de lagent 1 (on zgnore ici
les demandes des autres agents) : Ay =
[{pat A (abV pe),2), (abV pe, 2), (pat Aab, 1)}
et considérons que ['utilité individuelle de
l’agent est calculée en sommant les poids des
demandes satisfaites. La fonction d’utilité uy
induite par Ay est alors la suivante :

) 1| m Uy
{pat, ab, pe} 5 {pat,ab} 5
{pat.pe} 4 |{pat} 0
{pe, ab} 2 | {pe} 2
{ab} 2 10 0

On remarque que l’agent a exprimé un ren-
forcement entre la pate a tarte et les fruits
(abricots ou péches) puisque les utilités de
{pat,ab} et de {pat,pe} sont supérieures a
Uutilité de la pate a tarte seule (qui est nulle)
additionnée de l'utilité des péches ou des
abricots seuls; en outre, l'agent a exprimé
que les abricots et les péches sont interchan-
geables, et qu’il est de surcroit indifférent
entre les abricots et les péches sl n’y a pas de
pate a tarte, et qu’il a une légére préférence
pour les abricots sl y en a.

Le choix le plus évident pour la fonction
d’agrégation f qui apparait dans la défini-
tion 4 est f = +, cependant, il peut y avoir



des raisons, dans certains cas, de choisir f =
max. Premierement, f = max est appropriée
dans les cas ou les agents ne veulent pas plus
d’un objet!. Deuxiément, dans certains cas,
les agents ne veulent pas (ou ne peuvent pas)
exprimer leurs préférences numériquement, et
en conséquence sont plus enclins a exprimer
des listes de priorité. Il est vrai toutefois que
dans ce cas, une meilleure option serait d’uti-
liser f = leximax (voir définition plus loin
dans cette section, et dans la section 4), plu-
tot que f = max.

La qualité d'un partage admissible dépend
désormais de maniere évidente du niveau de
satisfaction de tous les agents. Nous agré-
geons donc le profil de satisfaction — qui
est le vecteur de la satisfaction des agents —
en une fonction d’utilité collective (ou so-
ciale).

Definition 5 L’utilité collective wuc(x)
d’un partage x est calculée en agrégeant les
utilités individuelles :

, Un (X))

ou g est une fonction commutative et non-
décroissante de N dans N.

uc(x) = g(uy(x), ...

La commutativité implique que les agents
sont considérés comme étant égaux vis-a-
vis du partage (cette hypothese peut étre
discutée et relachée si nécessaire). La non-
décroissance s’impose de maniere évidente.

Le panorama des fonctions d’agrégation per-
tinentes pour g est beaucoup plus étendu que
pour f. Deux choix « standard » sont les
choix de ¢ = + et de ¢ = min. ¢ = min est
un choix d’équité (ou d’égalitarisme), dans
le sens ou les meilleurs partages sont ceux
pour lesquels 'agent le moins satisfait est
le plus heureux possible, alors que le cas de
g = + privilégie l'efficacité (ou 'utilitarisme).
Le choix de ¢ = + est particulierement ap-
proprié dans les cas ou les transferts d’argent
(tels que les compensations monétaires entre
agents) sont autorisés, mais ne 'est pas né-
cessairement autant quand de tels transferts
sont exclus.

1De telles fonctions d’utilité pourraient, bien siir, étre ex-
primées en utilisant f = 4, mais leur expression serait bien
moins compacte. De plus, certains problémes ont une com-
plexité moindre avec f = max qu’avec f = 4, voir section
3.

Nous pouvons remarquer que la somme et
le minimum sont des possibilités quelque
peu extrémes des fonctions d’agrégation. On
pourrait vouloir assurer un certain niveau
d’équité sans pour autant imposer g = min,
fonction d’agrégation qui se concentre uni-
quement sur ’agent le moins satisfait. Ainsi,
nous introduisons la famille des moyennes
ordonnées pondérées (OWA pour Orde-
red Weighted Averages), ainsi que 'agréga-
teur leximin.

Definition 6 (opérateurs OWA [23])
Soit W = {(wi,...,w,) un vecteur de N™ 2.
L’opérateur de moyenne pondérée ordon-
née OWAg associé a W est défini comme
suit : pour tout tuple {ai,...,a,) de va-
leurs d’utilité, on définit o comme étant
une permutation de {1,...,n} telle que
Uo(1) < Ag2) < ... < Ag(n) 5 alors, on a

OWAg(ay,...,a,) = Zwiaa(i).
i=1

Notons que les opérateurs OWA englobent
de nombreux cas particuliers, comme par
exemple le min (pour @ = (1,0,...,0)), et
la somme (pour @ = (1,...,1)), avec un
continuum d’opérateurs entre les deux. Ainsi,
ils permettent ’expression de n’importe quel
compromis entre utilitarisme pur et égalita-
risme. En particulier, la famille OWA peut
exprimer l'ordre leximin®. Soit ) un entier
suffisamment grand*, alors TOWA induit par
le vecteur w = (Q"1, Q" 2,...,1) classe les
vecteurs d’utilité dans le meéme ordre que
l'ordre leximin (les détails techniques sont
omis, puisqu’ils seraient redondants avec la
derniere définition)?.

Definition 7 Une instance du probleme
de partage consiste en :

— un ensemble fini d’agents N = {1,...,n},
— un ensemble fini d’objets O |,

2La définition originale requiert que > 7, w; = 1, mais
cette hypothese n’a pas d’incidence ici.

3Ceci est vrai uniquement car pour un probléme donné, il
y a uniquement un nombre fini de valeurs d’utilité. Dans le
cas ou les différences entre les utilités peuvent tendre vers 0,
I’expression de l'ordre leximin & ’aide des OWA ne serait pas
possible.

4Formellement, Q > %, ol M (resp. m) est la plus grande
(resp. la plus petite non nulle) différence d’utilité entre deux
ensembles d’objets pour chaque paire d’agents.

5De méme, @ = (1,Q,Q2% ...,Q" 1) induit Iordre
leximax, pertinent pour le choix de f.



— un ensemble fini de contraintes C |,

— un couple (f,g) de fonctions d’agrégation,
la premiere pour les wutilités individuelles
(voir définition 4), et la seconde pour [’uti-
lité collective (voir définition 5).

Le résultat d’un probleme de partage est un

partage admissible qui maximise ['utilité col-

lective.

3 Complexité

On suppose que les classes de complexité P et
NP sont connues du lecteur (on pourra se ré-
férer par exemple a [10]). Dans cette section,
on s’intéresse a la complexité du probleme de
décision associé au probleme de partage :

[PBI] Partage de biens indivisibles :

Etant donnée une instance du pro-
bléme de partage (section 2) et un en-
tier K, existe-t-il un partage admis-
sible x tel que uc(x) > K ?

Pour commencer, il est possible de vérifier en
temps polynomial si un partage est admis-
sible, et qui plus est, I'utilité collective d'un
partage peut aussi étre calculée en temps po-
lynomial. En conséquence, PBI est dans NP,
quels que soient les contraintes d’admissibi-
lité ou les demandes. Nous allons maintenant
tenter de déterminer les cas ot le probleme de
décision est NP-complet (dans NPC), ou po-
lynomial (dans P), selon les hypotheses res-
trictives que 'on fait sur les contraintes ou les
demandes, et selon les choix des agrégateurs
f et g. Comme nous 'avons justifié dans la
section 2, nous considererons uniquement les
cas f = + ou f = max, et ¢ = +, g = min
ou g = leximin.

Pas de contraintes : P. Quand il n'y a
pas de contraintes (i.e lorsque tous les par-
tages sont admissibles), nous pouvons don-
ner a chaque agent tous les objets qu’il
demande. Soit x* ce partage. x* est opti-
mal, puisque toutes les fonctions d’utilité des
agents et la fonction d’utilité collective sont
non-décroissantes. Nous avons juste a vérifier
que uc(x*) > K. En conséquence dans ce cas
PBI est dans P.

Contraintes quelconques : NPC. Nous nous
tournons maintenant vers le cas général dans
lequel n’importe quel type de contrainte est
autorisé. Une réduction immédiate du pro-
bleme SAT prouve que PBI est NPC : & chaque

formule propositionnelle ¢ sur les symboles
{01,...,0,}, on associe le probleme de par-
tage défini par N = 1, C = ¢ et A} =
{(0p+1,1)}. ¥ est satisfiable si et seulement
si il exite x tel que ue(x) > 1.

Contraintes de préemption seulement et de-
mandes atomiques seulement. Le cas f = +,
g = + est en fait un probleme d’encheres
standard, et ce qui suit est immédiat : en at-
tribuant chaque objet a 'agent qui le désire
le plus, on obtient un partage optimal. En
conséquence, le probleme est dans P.

Lorsque f = max et ¢ = +, il nous suffit
de considérer les partages qui attribuent au
plus un objet a chaque agent. Dans ce cas
PBI revient a chercher un couplage de poids
K dans le graphe bipartite G = (O|J N, E),
ou B ={(0,i) | i € N et o€ F;}, F; étant
I’ensemble apparaissant dans A;, et 'aréte
(0,7) ayant le méme poids que o dans A,.
Le probleme de couplage maximal est dans
P, donc PBI l'est aussi dans ce cas. Le cas
f = max et ¢ = min est aussi équivalent au
méme probleme de couplage, a ceci pres que
'aréte (0,7) a un poids de 1 si le poids de o
dans A; est supérieur ou égal a K, et de 0
sinon, et nous recherchons un couplage maxi-
mal d’'un poids d’au moins n. Ainsi, PBI est
aussi dans P.

Lorsque f = 4+ et g = min, on peut
démontrer que le probleme est NPC par
une simple réduction depuis PARTITION, en
utilisant deux agents avec les mémes de-
mandes pondérées (ainsi, le probleme reste
NPC meéme si les agents on le méme profil de
préférence). Cependant, ce probléme est dans
P si tous les poids sont égaux a 1 : il peut en
effet étre exprimé comme un probleme de flot
maximal dans un réseau. La méme réduction
depuis PARTITION montre de méme que PIB
est NPC quand f = + et g = leximin.

Contraintes de préemption seulement et n’im-
porte quel type de demande. Lorsque g = +,
la réduction suivante de INDEPENDENT SET
montre que PBI est NPC, que f soit + ou
max. A un graphe G = (N, E), on associe
un probleme de partage avec ’ensemble des
agents N. Pour chaque aréte (i,j) dans F,
on construit un nouvel objet. Lunique de-
mande de chaque agent est la conjonction des
tous les objets « incidents » a cet agent, et
cette demande a un poids de 1. Il y a un



ensemble indépendant dans G de taille K si
et seulement si il y a un partage x tel que
uc(x) = K. Notons que ce résultat n’a rien
d’original pour f = +, g = +, puisque c’est
un corollaire de la NP- dlfﬁculte de la déter-
mination d'un gagnant dans le domaine des
encheres combinatoires ([18]), et donc PBI est
déja connu pour étre NPC dans ce cas.

Tournons-nous maintenant vers le cas g =
min et f = max. La réduction suivante de
SET PACKING montre que PBI est NPC dans
ce cas. Nous nous donnons une collection C
d’ensemble finis, un entier positif K < C', et
nous nous demandons si C' contient au moins
K ensembles disjoints. On construit le pro-
bleme de partage suivant : ’ensemble d’ob-
jets est formé de 'union des ensembles de C'.
Iy a K agents. Chaque agent demande |C|
conjonctions, chacune correspondant a un en-
semble différent de C, toutes les demandes
ayant un poids de 1. La réponse a la ques-
tion précédente est affirmative si et seulement
si il existe un partage x tel que uc(x) = 1.
Cette réduction fonctionne aussi pour le cas
g=min et f = +.

Les preuves précédentes peuvent etre éten-
dues au cas g = leximin.

Contraintes de volume uniquement. Pour ce
paragraphe seulement, nous relachons I’hy-
pothese que les contraintes sur les partages
admissibles sont exprimées en logique pro-
positionnelle pure. Une contrainte de volume
est une contrainte linéaire sur un ensemble
S d’objets qui s’écrit Y g v(0) < Upax, Ol
v(0) est le volume de l'objet 0 et vyay est le
volume maximal autorisé.

Un cas évident est celui de f = + et un seul
agent : c’est exactement le probleme NPC

KNAPSACK (SAC-A-DOS). A partir de cette
remarque, il n’est pas difficile de voir que PBI
est NPC des que f ou g est + (si g = +, on
prend |O| agents demandant un objet cha-
cun).

On prouve la NP-complétude du cas f =
max,g = man par réduction de HITTING
SET : nous nous donnons une collection C' de
sous-ensembles St,...,.S, d'un ensemble fini
S, un entier positif K < |S|, et nous nous de-
mandons s’il existe un sous-ensemble S’ C S
avec |S’| < K tel que S’ contient au moins
un élément de chaque sous-ensemble dans C.
Depuis ce probleme, on construit le probleme

pPBIsuivant : O = S, il y a n agents, et 'agent
1 a des demandes atomiques de poids 1 sur
chaque objet contenu dans S;, v(0) = 1 quel
que soit o, et il y a une contrainte de volume
Y oco V(0) < K. Laréponse a la question pré-
cédente est oui si et seulement si il existe une
allocation x telle que uc(x) > 1. Ce résultat
peut s’étendre aisément au cas g = leximin.

Contraintes d’exclusion seulement. Une
contrainte d’exclusion sur I’ensemble d’objets
{01,...,0,} interdit lattribution conjointe
de ces objets : au moins I'un d’entre eux doit
ne pas étre attribué.

On prouve la NP-complétude du cas g = min,
f = max par réduction depuis SAT. Soit
¥ =d; A...dy une formule propositionnelle.
On construit le probleme de partage a un
agent i par clause d;, et 2 objets o5 et o) pour
chaque symbole s apparaissant dans . On
ajoute une contrainte d’exclusion —(os A o)
pour chaque symbole s de . Pour chaque lit-
téral [, de d;, 'agent 7 demande 1’objet cor-
respondant (og, 1) si le littéral est positif, ou
(o), 1) silelittéral est négatif. ¢ est satisfiable
si et seulement si il existe un partage x tel que
ue(x) > 1.

Une réduction similaire fonctionne pour g =
+, / = max, a partir de MAXSAT.

Nous analysons maintenant le cas f = +, en
démontrant son appartenance a NPC. Ce ré-
sultat est obtenu pour un seul agent, donc
g n’est pas concernée. Considérons donc un
seul agent, qui demande 1’ensemble des p ob-
jets en tant que demandes atomiques de poids
1, et m contraintes d’exclusion portant sur
les ensembles d’objets S, ....S,,. Pour quun
partage soit admissible, au moins un objet de
chaque S; doit étre non attribué. L’ensemble
des objets non attribués doit donc contenir au
moins un élément de chaque S; et étre aussi
petit que possible. Il s’agit exactement du
probléeme (NPC) HITTING SET décrit ci-avant.
Le probleme reste NPC méme si | S| < 2 pour
chaque k. Encore une fois, nous obtenons ai-
sément le méme résultat pour g = leximin.

Résumé des résultats de complexité. Les ré-
sultats marqués (E) sont déja connus dans
le domaine des encheres (combinatoires), et
ceux marqués (*) sont immédiats®.

6Notons que lorsque PBI est NPC pour g = 4, g = min
ou g = leximin, c’est a fortiori le cas aussi pour le cas plus
général de g = OW A.



— pas de contraintes : P (*)
— contraintes quelconques : NPC (*)
— contraintes de préemption seulement
— demandes atomiques seulement
_ f =+
~g=+:P(E)
— g = min : NPC, mais P si les poids
sont égaux
— g = leximin : NPC
— f=max
— g=+|min : P
— g = leximin : 7
— n’importe quel type de demande

f =
- g=+:NPC (E)
— ¢ = min [leximin : NPC
— f=max
—g=+:NPC
— g = min |leximin : NPC

— contraintes de volume seulement
— f=+4oug=+:NPC (¥
— f=max

— ¢ = min [leximin : NPC (*)

— contraintes d’exclusion seulement :
— f =+, n’importe quel g : NPC (*)
— f=max

— ¢ = +| min |leximin : NPC

II faut noter que le cas (f = max,g =
leximin) reste un probléeme ouvert.

4 Application

Cette section est consacrée a la description
d’une application issue du monde réel, c¢’est-
a-dire ’exploitation de Satellites d’Observa-
tion de la Terre (EOS pour Earth Observa-
tion Satellites). Cette application appartient
au probleme de partage d’un ensemble de
biens indivisibles a des agents, sans compen-
sation monétaire possible entre eux. Comme
nous allons le voir, il s’agit d’un cas typique
de probleme de partage, différent d’une si-
tuation d’encheres, parce que 1'équité y est
un point capital.

Description. En raison de leur cofit, les pro-
jets spaciaux tels que les EOS sont souvent
co-financés et ensuite co-exploités par plu-
sieurs agents (pays, entreprises, agences ci-
viles ou militaires ...). La mission de 'EOS
est d’acquérir des images (photographies) de
zones spécifiées sur la surface terrestre, en
réponse a des demandes d’observation ve-
nant des utilisateurs. Un tel satellite est com-
mandé par un centre de planification. Chaque

jour, le centre collecte un ensemble de de-
mandes d’observation des agents. En géné-
ral, une demande peut étre satisfaite par une
seule image, mais des demandes plus com-
plexes peuvent étre effectuées, comme nous

allons le voir. A chaque demande est at-
tribué un poids (entier positif), qui reflete
I'importance que l'agent concerné donne a
la satisfaction de cette demande. La tache
quotidienne du centre est, entre autres, de
construire le plan de travail du satellite pour
le jour suivant, en sélectionnant les images a
acquérir parmi ’ensemble des demandes des
agents.

Evidemment, 'exploitation du satellite doit
obéir a un ensemble de contraintes phy-
siques, comme par exemple les contraintes
de fenétre de visibilité, la gestion de la mé-

moire et de D’énergie .... A cause de ces
contraintes d’exploitation, et du nombre im-
portant de demandes concernant certaines
zones, en général toutes les demandes qui
pourraient étre satisfaites individuellement
un jour donné ne le peuvent si on les considere
dans leur totalité, parce qu’elles sont sou-
vent en conflit. Toutes ces contraintes phy-
siques définissent I’ensemble des partages ad-
missibles des images entre les agents.

L’exploitation d’'un EOS doit étre :

— efficace : le satellite ne doit pas étre sous-
exploité,

— équitable : chaque agent s’attend a recevoir
un retour sur investissements proportionnel
a sa contribution financiere.

Modélisation. Considérons tout d’abord le
probléme simple pour lequel seul un agent ex-
ploite la ressource. Dans ce cas, ’allocation
admissible consiste a sélectionner, chaque
jour, une séquence admissible d’images qui
seront prises par le satellite pendant la jour-
née suivante (et allouées a I’agent). Cet agent
mesure sa propre satisfaction a ’aide d’'une
fonction d’utilité qui est pour l'instant la
somme des poids des images attribuées. La
contrainte d’efficacité se réduit a un simple
probleme d’optimisation : la fonction d’uti-
lité de 'agent doit étre maximisée sur l’en-
semble des allocations admissibles. Voir par
exemple [13] pour la description de quelques
algorithmes résolvant ce probleme d’alloca-
tion mono-agent.

Intéressons-nous maintenant au cas pour le-
quel plusieurs agents sont concernés par I'ex-



ploitation d’un satellite. Une hypothese de
premiere importance est que les utilités in-
dividuelles des agents sont mesurées sur une
échelle commune — le méme nombre exprime
le méme niveau de satisfaction. Nous re-
viendrons sur ce point plus tard. Pour sim-
plifier, nous supposons dans cet article que
les agents ont des droits égaux sur la res-
source (nous supposons par exemple qu’ils
ont financé le satellite a niveaux égaux). Bien
entendu, chaque agent désire maximiser sa
propre fonction d’utilité, mais généralement,
elles sont antagonistes : augmenter l'utilité
d’un agent peut conduire a diminuer l'uti-
lité des autres. Ainsi, un compromis juste
doit étre trouvé, la réalisation de ce compro-
mis étant du ressort de la fonction d’utilité
collective. Dans ce contexte, la fonction min
(ou mieux, 'ordre leximin) réalise I'objectif,
puisqu’elle assure naturellement les requétes
d’équité : nous tentons de rendre ’agent le
moins heureux aussi satisfait que possible.

Notons tout de méme que, contrairement
aux problemes d’encheres, il n’y a pas de
contraintes préemptives dans cette applica-
tion : la méme image peut étre demandée
par plusieurs agents, et attribuée a chacun
d’entre eux.

Cette application a aussi un intérét car elle
offre des exemples de dépendances entre de-
mandes issus du monde réel. Comme pre-
miere illustration, nous considérons le cas des
images stéréoscopiques. Un agent peut s’il le
désire demander un couple d’images stéréo-
scopiques : dans ce cas, le fait de recevoir
une seule image résulterait en un niveau de
satisfaction peu élevé pour l'agent. Un se-
cond exemple provient du fait que pour les
zones terrestres situées dans les hautes la-
titudes, plusieurs images de la méme zone
peuvent étre prises au cours de révolutions
distinctes du satellite pendant le méme jour.
En conséquence, supposons qu'une demande
stéréoscopique concerne une telle zone, et
supposons qu’elle puisse étre réalisée indiffé-
remment depuis deux révolutions. Soient 011
et 012 les images stéréoscopiques de la ré-
volution 1, 021 et 022 celles de la révolu-
tion 2. La demande peut étre assez natu-
rellement formulée de la maniere suivante :
(011 A 012) V (021 A 022).

Normalisation des utilités individuelles.
Comme nous l'avons vu, les poids des de-
mandes sont fixés de maniere libre par

les agents. Afin de pouvoir comparer les
utilités individuelles entre les agents, une
échelle d’utilité commune doit étre créée
et utilisée. Pour cela, nous adoptons une
solution connue sous le nom de solution de
Kalai-Smorodinsky [15, page 91], qui consiste
a comparer les utilités individuelles relative-
ment a l'utilité maximale que chaque agent
peut recevoir. Plus précisément, définissons
I'utilité individuelle maximale pour chaque
chaque agent de la maniere suivante :

0 iy )

u; est l'utilité maximale qu'un agent pour-
rait recevoir s’il était le seul et unique utilisa-
teur de la ressource. Ensuite, nous définissons
I'utilité individuelle normalisée d'un agent
de la maniere suivante :

Notons au passage que MaXxe adgm(c) Uj(X) =
1, pour chaque ¢. En d’autres termes, I'uti-
lité maximale normalisée est la méme pour
tous les agents. L'utilité normalisée sera utili-
sée pour comparer les niveaux de satisfaction
entre agents.

Pour résumer, notre probleme d’allocation
multiagent EOS peut étre décrit formelle-
ment en utilisant le modele de la section
2. Les images sont les objets a attribuer.
Les agents expriment leurs demandes (pondé-
rées) comme de simples propositions logiques.
L’utilité individuelle d’un agent est la somme
normalisée des poids des demandes satisfaites
(f est +)7. La fonction d’agrégation utilisée
pour 'utilité collective g est min (ou leximin
en tant que rafinement efficace de la fonction
min®. Dans cette application, un objet peut
étre attribué a différents agents (il n’y a pas
de contraintes préemptives), et les demandes
ne sont pas nécessairement atomiques.

"Notons que pour les besoins de la normalisation, les utili-
tés individuelles normalisées sont désormais dans R*. Ceci ne
modifie pas fondamentalement le probléeme.

8L utilisation du leximin favorise 'équité, peut-étre au dé-
triment de la somme des utilités distribuées aux agents, ce
dernier critére pouvant étre per¢u comme une mesure d’effi-
cacité. Toutefois les allocations leximin-optimales restent non-
dominées au sens de Pareto, ce qui garantit une forme d’effi-
cacité. Voir [13] pour d’autres approches du compromis effica-
cité/équité.



5 Etat de art

Comme nous I’avons précisé dans l'introduc-
tion, le partage de bien indivisibles a été
traité (selon des perspectives tres différentes)
a la fois en théorie du choix social et en in-
telligence artificielle (et recherche opération-
nelle). Aussi notre présentation de ’état de
I’art sera-t-elle éclairée par cette dichotomie.

Choix social Dans ce domaine, les travaux
en matiere de partage de ressource, et parti-
culierement en matiere de partage équitable,
s'intéressent de prime abord aux problemes
qui impliquent des biens divisibles, des trans-
ferts monétaires et des contraintes d’admissi-
bilité tres simples. Cependant, quelques tra-
vaux récents s’intéressent au probleme du
partage de biens indivisibles sans transfert
d’argent. En l'absence d’un langage de re-
présentation compact, chacun de ces travaux
tombe dans I'un de ces pieges : soit I’ensemble
des relations de préférence ou les fonctions
d’utilités sont restreintes, en général en ren-
forcant I'additivité et ainsi en interdisant les
synergies entre les biens (comme dans [5] et
[2], qui réalisent la nécessité d'une représen-
tation compacte, mais sans toutefois fournir
de solution), soit 1’élicitation de préférence et
le calcul d’un partage optimal sont infaisables
en pratique, comme cela est le cas dans [11],
qui donne une procédure effective qui requiert
le fait que les préférences soient données ex-
plicitement sous la forme d’un ordre linéaire
sur I’ensemble des combinaisons de biens.

Enchéres combinatoires Elles correspondent
au cas ¢ = + (sans aucune restriction sur
f). De nombreux « langages de lots » pour
I’élicitation et la représentation des fonctions
d’utilité ont été développés (voir [17] pour un
apercu récent). Les langages consistent soit
en la spécification de « lots » (ensembles
d’objets, interprétés comme des disjonctions
soit inclusives, soit exclusives) associées a un
prix [9, 20, 16], ou utilisent plus généralement
les formules propositionnelles positives asso-
ciées a des poids numériques, comme dans [1],
qui semble étre le langage le plus proche de
celui développé en section 2.

Il est établi que la détermination de la
meilleure allocation dans les encheres com-
binatoire est NP-difficile pour peu que les
lots soient exprimés dans un langage com-
pact ([18]). Des restrictions qui rendent ce

probleme dune complexité raisonnable sont
étudiées a plusieurs endroits (par exemple
[18, 16, 22]). Ces résultats concernent la ver-
sion standard de méme que les nombreuses
variantes des encheres combinatoires (comme
par exemple les encheres renversées, les en-
cheres multi-unités ou les échanges, comme
dans [21]), mais le modele est toujours pure-
ment utilitariste, et ainsi ne se préoccupe pas
d’équité.

Négociation entre agents Une autre piste
concernant le partage de biens indivisibles
est celle de la négociation multilatérale
([19, 8, 6, 7], pour laquelle un partage ini-
tial est donné, et doit étre négocié entre les
agents, ceux-ci pouvant échanger des objets
(avec des transferts monétaires possibles),
pour aboutir a un meilleur partage — ce qui
differe de notre point de vue centralisé dans
lequel les agents n’ont pas la possibilité d’agir
indépendamment une fois que leurs préfé-
rences ont été exprimées. Toutefois, 'article
[3] donne aussi des résultats de complexité,
qui s’attachent au cas ou les fonctions d’uti-
lité des agents sont k-additives.

6 Conclusion

L’objectif de cet article était de proposer
un modele formel et général du partage de
biens indivisibles entre des agents, avec des
contraintes d’admissibilité arbitraires, et sans
compensation monétaire possible.

Ce travail a été motivé a l'origine par une
application issue du monde réel ayant trait
a la commande de satellites d’observation de
la Terre. Dans ce contexte, nous avons décrit
le probleme d’allocation qui consiste en la re-
cherche de partages équitables et efficaces de
ressources résultant de la co-exploitation des
satellites d’observation par plusieurs pays ou
entités. Cette application peut étre comple-
tement décrite dans le modele proposé.

Ce modele est orienté dans une perspective
centralisée, dans laquelle les décisions sont
prises par un arbitre impartial. Il est fondé
sur deux idées principales. Tout d’abord, les
agents peuvent exprimer leurs souhaits, dé-
pendances et préférences sur les objets qu’ils
désirent, dans un langage de représentation
Compact fondé sur la logique prop081t10n—
nelle. Deuxiemement, le modele proposé s’ap-
puie sur deux niveaux d’utilité : I'utilité que



chaque agent retire d'un partage donné, et
I'utilité collective qui en résulte pour la so-
ciété, ou pour l'arbitre. Plus grande est 1'uti-
lité collective, mieux la société se porte. Se-
lon la maniere de calculer 1'utilité collective
a partir des utilités individuelles des agents,
le modele peut représenter une étendue com-
plete d’attitudes « éthiques », partant de
I’attitude purement utilitariste jusqu’a celle
purement égalitariste. D’un autre point de
vue, le modele proposé généralise le modele
désormais bien connu des encheres combina-
toires, ajoutant a ce dernier la possibilité de
prendre en compte des contraintes d’équité.

Quelques résultats de complexité a propos de
ce modele ont aussi été présentés. Comme
nous pouvions le pressentir, les résultats ont
montré que le probleme de recherche dun
partage optimal est généralement difficile.

Plusieurs développement importants de ce
modele restent a étudier. Les points suivants
sont particulierement intéressants :

— le développement d’algorithmes effectifs
pour le calcul de bons partages, spéciale-
ment pour de grandes instances,

— le lien avec d’autres notions qui caracté-
risent I’'équité, comme 1’absence d’envie,
la juste part, et la cohérence ([24, 15]),
ou encore les indices d’inégalité ([14]),

— I’étude de manipulations possibles par les
agents, et le développement de procédures
qui pourraient les prévenir.
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