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Introduction Principe Propriétés Applications Ordres Conclusion

Des problemes de décision collective...

@ L'exploitation d'une ressource industrielle cofinancée par plusieurs
entités doit étre partagée entre ces entités, chacune espérant un
retour sur investissement en rapport avec sa contribution financiére.

@ Un bien de consommation doit étre réparti entre plusieurs
populations de tailles différentes.

@ Un ensemble de représentants de circonscriptions de tailles
différentes doit étre désigné pour un comité de taille fixée.

@ L'actif — inférieur aux dettes — d'une société en faillite doit &tre
réparti entre ses créanciers, auxquels |'entreprise doit des montants
différents.
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Des problemes de décision collective...

@ L'exploitation d'une ressource industrielle cofinancée par plusieurs
entités doit étre partagée entre ces entités, chacune espérant un
retour sur investissement en rapport avec sa contribution financiére.

@ Un bien de consommation doit étre réparti entre plusieurs
populations de tailles différentes.

@ Un ensemble de représentants de circonscriptions de tailles
différentes doit étre désigné pour un comité de taille fixée.

@ L'actif — inférieur aux dettes — d'une société en faillite doit &tre
réparti entre ses créanciers, auxquels |'entreprise doit des montants
différents.

Tous ces problémes font intervenir des agents qui comptent de
maniére inégale dans la décision collective.
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La question du jour

La théorie de |'utilitarisme permet de modéliser de maniére crédible
les problémes de prise de décision collective, en introduisant les
notions d'utilité individuelle et de fonction d’utilité collective.
Cependant, dans un tel modéle les agents sont considérés comme
égaux devant la décision collective.
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La question du jour

La théorie de |'utilitarisme permet de modéliser de maniére crédible
les problémes de prise de décision collective, en introduisant les
notions d'utilité individuelle et de fonction d’utilité collective.
Cependant, dans un tel modéle les agents sont considérés comme
égaux devant la décision collective.

La question

Dans de nombreux problemes, les agents ne doivent pas avoir le
méme poids dans la décision collective, pour une raison extérieure
(droit exogene).

Comment introduire la notion d'inégalité des agents dans la
procédure de prise de décision ?
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Le menu du jour

0 Le principe de duplication étendu
o Cadre formel
@ Principe de duplication des agents
e CUF a droits inégaux

e Propriétés des droits inégaux
@ Propriétés classiques étendues
@ Nouvelles propriétés
@ Propriétés des CUF introduites

e Applications

@ Droits inégaux ordinaux

Conclusion
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Fonctions d’utilité collective avec droits
exogenes inégaux

0 Le principe de duplication étendu
o Cadre formel
@ Principe de duplication des agents
o CUF a droits inégaux
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N
Hypotheses

@ Les préférences des agents sont numériques (utilités).

@ La qualité d'une solution est mesurée uniquement sur la base des
utilités individuelles des agents.

@ Les utilités individuelles sont agrégées en une utilité collective par le
biais d'une fonction d’utilité collective W.
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Hypotheses

@ Les préférences des agents sont numériques (utilités).

@ La qualité d'une solution est mesurée uniquement sur la base des
utilités individuelles des agents.

@ Les utilités individuelles sont agrégées en une utilité collective par le
biais d'une fonction d’utilité collective W.
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N
Hypotheses

Les préférences des agents sont numériques (utilités).

La qualité d'une solution est mesurée uniquement sur la base des
utilités individuelles des agents.

Les utilités individuelles sont agrégées en une utilité collective par le
biais d'une fonction d’utilité collective W.

. . . -z —
Nous introduisons un vecteur de droits inégaux e € Q".

Nous supposons que toutes les utilités sont exprimées sur la méme
échelle d'utilités.
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o CUF utilitariste classique.

@ CUF égalitariste.

@ Autres : somme des puissances, OWA. ..

Fonctions d'utilité collective avec droits exogénes inégaux
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Fonctions d’utilité collectives classiques
@ CUF utilitariste classique.

CUF utilitariste classique [Harsanyi]
W(T) = S0, oy

Caractéristiques

Les agents sont des «producteursy d'utilité (interchangeabilité des
utilités individuelles).

Indifférente aux inégalités entre agents ~» peut conduire a des
décisions tres inéquitables.

/ 33
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Fonctions d’utilité collectives classiques

@ CUF égalitariste.

CUF égalitariste [Rawls]

W(d) = min?_, u;.

Conclusion

Caractéristiques

Ne prend en compte que I'agent le moins satisfait ~» tendance
naturelle a I'équité.

Peut conduire a des solutions non Pareto-optimales a cause de
I'effet de noyade classiquement pallié par I'ordre leximin.
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Fonctions d’utilité collectives classiques

@ Autres : somme des puissances, OWA. ..

Somme des puissances

n 1/p
W[gn)(ﬂ)) U= (% i=1 Uf) , P 7& 07
(I w)”,  p=0

o
-+

Conclusion

Caractéristiques

Réalise un compromis entre utilitarisme et égalitarisme.
Si p =1, le critére est utilitariste.

Si p =0, le critére est celui de Nash.

Pour p — —o0, le critére tend vers I'ordre social leximin.
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Présentation du principe

Nous cherchons un moyen de prendre en compte |'inégalité des
droits exogenes dans le processus de prise de décision collective.

Idée

L'idée est de remplacer chaque agent par autant de clones qu'il
posséde de droits (ou un nombre proportionnel si les droits ne sont
pas entiers), en répartissant |'utilité de chaque agent initial entre
ses clones.

Principe proposé dans quelques travaux [Brams and Taylor, 1996]
toujours dans un contexte égalitariste.

Brams, S. J. and Taylor, A. D. (1996).
Fair Division: From Cake-cutting to Dispute Resolution.
Cambridge University Press.
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Fonctions d'utilité collective avec droits exogénes inégaux
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Conclusion
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Un exemple concret

Exemple

Une collectivité de fermiers utilise un systéme commun de
distribution d’eau.

@ Ressource a répartir: I'eau (la ferme i recoit la quantité a;).

@ Chaque ferme i recoit une utilité individuelle u;(a;).

@ Chaque ferme i héberge e; habitants (e; = droit).

Conclusion

10
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Un exemple concret

Exemple

Une collectivité de fermiers utilise un systéme commun de
distribution d’eau.

@ Ressource a répartir: I'eau (la ferme i recoit la quantité a;).

@ Chaque ferme i recoit une utilité individuelle u;(a;).

@ Chaque ferme i héberge e; habitants (e; = droit).

Division avec utilitarisme classique :

@ L'utilité d'une ferme est son revenu. Elle est divisée entre les
habitants d’'une ferme.

@ Le bien-étre collectif est mesuré par la somme de tous les revenus.

~ %(7) => (e (ui/ei)) = 3 ui.
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Un exemple concret

Exemple

Une collectivité de fermiers utilise un systéme commun de
distribution d’eau.

@ Ressource a répartir: I'eau (la ferme i recoit la quantité a;).
@ Chaque ferme i recoit une utilité individuelle u;(a;).

@ Chaque ferme i héberge e; habitants (e; = droit).

Conclusion

Division avec égalitarisme :

@ L'utilité d'une ferme est son revenu. Elle est divisée entre les
habitants d’'une ferme.

@ On cherche une répartition équitable de tous les revenus.

i V\/%’(U)) = min,-(u,-/e,-).
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Un exemple concret

Exemple

Une collectivité de fermiers utilise un systéme commun de
distribution d’eau.

@ Ressource a répartir: I'eau (la ferme i recoit la quantité a;).

@ Chaque ferme i recoit une utilité individuelle u;(a;).

@ Chaque ferme i héberge e; habitants (e; = droit).

Indivision avec utilitarisme classique :

@ L'utilité d'une ferme est la «prospéritén de celle-ci (I'agrément d'y
habiter).

@ Le bien-étre collectif est mesuré par la somme de tous les revenus.

~ W (T) = Siei - ).
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Un exemple concret

Exemple

Une collectivité de fermiers utilise un systéme commun de
distribution d’eau.

@ Ressource a répartir: I'eau (la ferme i recoit la quantité a;).

@ Chaque ferme i recoit une utilité individuelle u;(a;).

@ Chaque ferme i héberge e; habitants (e; = droit).

Division avec égalitarisme :

@ L'utilité d'une ferme est la «prospéritén de celle-ci (I'agrément d'y
habiter).

@ On cherche une répartition équitable des utilités.

i %(7) = min,- uj.
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Formalisation du principe

Le principe est fondé sur la fonction de répartition :

Fonction de répartition
Une fonction de répartition est une fonction —~ : R x N — R. J

Exemples : u+e=u/e, u+e=u.
Principle de duplication
On définit, par duplication, une CUF a droits inégaux Ws par :

et r = u; - €.

11
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CUF a droits inégaux basiques

. def . def
u-—-e=uje u-—-e=u
(division) (réplication)
def $~(m)
W=2 > ui > (e ui)
(utilitarisme cl.) Py, ey
def . (m)
o min(u/e) | minw
(égalitarisme) ieN ieN

12 /33
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Somme des puissances généralisée

@ Division :

(n) (7) def (# 27:1 eilip : uf) , P#0,
(e ()" p=o

Conclusion

13/
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Fonctions d’utilité collective avec droits
exogenes inégaux

9 Propriétés des droits inégaux
@ Propriétés classiques étendues
@ Nouvelles propriétés
@ Propriétés des CUF introduites

14/
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Une pseudo-axiomatisation des CUF a droits
inégaux

Objectif
Caractériser les fonctions d'utilité collectives a droits inégaux par :
@ |'extension des propriétés classiques aux droits inégaux,

@ l'introduction de nouvelles propriétés pour caractériser |'effet des
droits inégaux sur la prise de décision.

15 / 33
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- e
Unanimité

Unanimité classique

Un vecteur d'utilités & Pareto-domine un autre vecteur d'utilités
V ossi Vi, uj > vjet Jitq. up > v;.

Un vecteur non Pareto-dominé est dit Pareto-efficace.

Une CUF classique W satisfait I'unanimité ssi si o Pareto-domine
V, alors W(V) < W(7).

16 /
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Unanimité

Unanimité classique

Un vecteur d'utilités & Pareto-domine un autre vecteur d'utilités
V ossi Vi, uj > vjet Jitq. up > v;.

Un vecteur non Pareto-dominé est dit Pareto-efficace.

Une CUF classique W satisfait I'unanimité ssi si o Pareto-domine
V, alors W(V) < W(7).

Unanimité a droits inégaux
(inchangé) J

16 /
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Anonymat

Anonymat classique

W satisfait la propriété d’anonymat si et seulement si Yo € R”
et Vo permutation de N, W(0') = W((uy(1), - -, Us(n)))-

17/ 33
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Anonymat

Anonymat classique

W satisfait la propriété d’anonymat si et seulement si Yo € R”
et Vo permutation de N, W(0') = W((uy(1), - -, Us(n)))-

Anonymat a droits inégaux

W= satisfait la propriété d'anonymat généralisé si et seulement
si Vi € R" et Vo permutation de N,

W@(?) = W(ea(l),m,ea(nﬁ(<u0(1)’ e ua(,,)>).

17 / 33
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Indépendance aux agents non concernés

IUA classique

W satisfait la propriété d'lUA ssi pour tout quadruplet
— —> — >/
(v, Vv, d’, V') tel que:

@ pour un agent i : u; = v; et U} = v],
@ pour tout agent k # i : ux = uj et vx = v,

nous avons : W(W) < W(V) & W(d') < W(V).

18 /33



Indépendance aux agents non concernés

IUA a droits inégaux

W= satisfait la proprlete d'lUA généralisée si et seulement si pour
tout quadruplet (o, Vv, 7', V') et toute paire (€, €’) tels que :

@ pour un agent i : u; = v; et ul = v/,
@ pour tout agent k # i : ux = up, vk = v, et ex = €},

nous avons : W (W) < W2 (V) & We (U') < We (V).

Introduction Principe Applications Ordres Conclusion

18
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ey 7
Conformité

Conformité

€ et €’ tels que e, = €| pour tout k # i, et e < el

W= vérifie la propriété de conformité ssi pour toute paire
— —

(u, V) ona

(W2 (7)) > W (V) et up > vi) = Wa (W) > W (V).

Cette propriété s'interpréte de maniére plus intuitive en terme de
décision optimale.

19
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Avantage aux droits élevés

Avantage aux droits élevés

— — . — , =
u et v deux profils tels que v est égal au profil v dans lequel
on a permuté u; et u;, avec u; > uj.
. - - . ==
W= avantage les droits élevés ssi pour tout ¢,

W?(V’) < W?(H)) & e > €.

Cette propriété n'est pas équivalente a la conformité.
Question : Existe-t-il un lien entre ces deux propriétés ?

20 / 33
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Insensibilité a une dilatation commune des
droits

IDCD

W= est insensible a une dilatation commune des droits

IDCD) ssi Vk € N, Ve vecteur de droits, et pour tout couple
P P

(7', V) de profils d'utilité,

Wo (W) > We (V)& W2(T) > W, 2(V).

21 /33
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Propriétés vérifiées par les CUF classiques

Principe

Applications

Ordres

Conclusion

| H unanimité anonymat IUA conformit¢é ADE IDCD ‘
> .6 u oui oui oui oui oui oui
L ui oui oui oui oui non oui
min; u,-/e,- non® oui oui oui oui oui
min; u; non' oui oui oui non oui

11ié a I'effet de noyade.

22
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Propriétés vérifiées par les CUF classiques

| H unanimité anonymat IUA conformité ADE IDCD‘

E; e - Uuj oui oui oui oui oui oui
Ui oui oui oui oui non oui
min; u,-/e,- non® oui oui oui oui oui
min; u; non' oui oui oui non oui

° W;"le, 4, Vérifie toutes les propriétés introduites.

° Wg"% rep vérifie toutes les propriétés introduites, sauf I'ADE pour
p=1

11ié a I'effet de noyade.
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exogenes inégaux

Q Le principe de duplication étendu
o Cadre formel
@ Principe de duplication des agents
o CUF a droits inégaux

Q Propriétés des droits inégaux
@ Propriétés classiques étendues
@ Nouvelles propriétés
@ Propriétés des CUF introduites

o Applications

o Droits inégaux ordinaux

Fonctions d'utilité collective avec droits exogénes inégaux
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Répartition d’un bien vital

Exemple

Une ONG doit répartir une quantité de riz (ressource) entre
plusieurs pays (agents) sinistrés par la famine. Les pays sont de
tailles (droits) différentes.
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Répartition d’un bien vital

Exemple

Une ONG doit répartir une quantité de riz (ressource) entre
plusieurs pays (agents) sinistrés par la famine. Les pays sont de
tailles (droits) différentes.

CUF proposée
@ Contexte résolument égalitariste.

o Utilité divisible (quantité de riz).

W(7) = miin(%':)

24 /33
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Infrastructures collectives

Exemple

Un nombre limité d'infrastructures de loisirs doit étre réparti dans
un certain nombre de villes (agents) de tailles (droits) différentes.

25 /33
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Infrastructures collectives

Exemple

Un nombre limité d'infrastructures de loisirs doit étre réparti dans
un certain nombre de villes (agents) de tailles (droits) différentes.

v

CUF proposée
o Contexte utilitariste (infrastructures de loisirs).

@ Utilité non divisible (satisfaction des habitants d'une ville).

W(?) = Z(u,- X e,-)

25 /33
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Le prix du kWh d’électricité

Exemple

Une compagnie distributrice d'électricité doit fixer un prix de vente
du KWh d'énergie électrique pour les utilisateurs de son réseau.
Ces utilisateurs sont réunis en communes (agents) de tailles
(droits) différents. Le prix de vente pour une commune j constitue
une désutilité identique pour tous les habitants et acheminer
I'électricité a une petite commune est plus cher qu’a une grande.
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Le prix du kWh d’électricité

Exemple

Une compagnie distributrice d'électricité doit fixer un prix de vente
du KWh d'énergie électrique pour les utilisateurs de son réseau.
Ces utilisateurs sont réunis en communes (agents) de tailles
(droits) différents. Le prix de vente pour une commune j constitue
une désutilité identique pour tous les habitants et acheminer
I'électricité a une petite commune est plus cher qu’a une grande.

CUF proposée
@ Contexte égalitariste.

o (Dés-)utilité non divisible (prix par habitant).

W(w) = miin(u,-)




Introduction Principe Propriétés Applications Ordres Conclusion
La radio

Exemple

m individus répartis en n groupes (nos n agents) partagent un
espace commun doté d'un poste de radio pouvant diffuser n
stations différentes. Les e; membres du groupe i sont tous
amateurs de la station i. Comment répartir le temps de diffusion
des stations (xq,...,x,) (avec > ;x; =1) 7
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La radio

Exemple

m individus répartis en n groupes (nos n agents) partagent un
espace commun doté d'un poste de radio pouvant diffuser n
stations différentes. Les e; membres du groupe i sont tous
amateurs de la station i. Comment répartir le temps de diffusion
des stations (xq,...,x,) (avec > ;x; =1) 7

CUF proposées

e W(W) = min;(u;) (temps de «satisfaction»),

@ W(W) = min;(u;/e) (temps de «choix»).
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La radio

Remarque : la deuxiéme solution proposée est la méme que celle
proposée dans [Moulin, 2003] avec la fonction de Nash, sans 'aide
des droits inégaux :

n

m
W(d) =[] w=]]x"
j=1 i=1

Moulin, H. (2003).
Fair division and collective welfare.
MIT Press.

28
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exogenes inégaux

Q Le principe de duplication étendu
o Cadre formel
@ Principe de duplication des agents
o CUF a droits inégaux

Q Propriétés des droits inégaux
@ Propriétés classiques étendues
@ Nouvelles propriétés
@ Propriétés des CUF introduites

o Applications

@ Droits inégaux ordinaux

Fonctions d'utilité collective avec droits exogénes inégaux
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Et avec des droits exogenes ordinaux ?

Qu'est-il possible de faire lorsque I'on ne peut pas quantifier les
droits numériquement (ordre de priorité) ?

Nous proposons deux procédures de prise de décision dans ce cas-la
(méthode forte et méthode faible).

30 / 33
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Et avec des droits exogenes ordinaux ?

Qu'est-il possible de faire lorsque I'on ne peut pas quantifier les
droits numériquement (ordre de priorité) ?

Nous proposons deux procédures de prise de décision dans ce cas-la
(méthode forte et méthode faible).

Voir article.
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Résumé des contributions

Ce que nous avons vu aujourd’hui :

@ Un cadre formel pour prendre en compte des droits exogénes
inégaux dans un contexte utilitariste.

@ Des propriétés caractérisant les CUF a droits inégaux.
@ Quelques exemples de CUF a droits inégaux.

@ Quelques exemples d'application.

Conclusion

31
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Résumé des contributions

Ce que nous avons vu aujourd’hui :

@ Un cadre formel pour prendre en compte des droits exogénes
inégaux dans un contexte utilitariste.

@ Des propriétés caractérisant les CUF a droits inégaux.
@ Quelques exemples de CUF a droits inégaux.
@ Quelques exemples d'application.
Ce que nous n’avons pas vu aujourd’hui :
@ D'autres exemples.

@ Un début d'extension aux ordres de priorité.

31
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@ Une axiomatisation plus rigoureuse des CUF a droits inégaux.

@ Une extension a d’autres fonctions de répartition (quel sens leur
donner 7).

@ La poursuite des travaux sur les ordres de priorité, avec
éventuellement un aspect algorithmique et complexité.

Fonctions d'utilité collective avec droits exogénes inégaux

=YEYE
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Question ouvertes et travaux futurs

@ Une axiomatisation plus rigoureuse des CUF a droits inégaux.

@ Une extension a d'autres fonctions de répartition (quel sens leur
donner 7).

32/33
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Question ouvertes et travaux futurs

@ Une axiomatisation plus rigoureuse des CUF a droits inégaux.

@ Une extension a d'autres fonctions de répartition (quel sens leur
donner 7).

@ La poursuite des travaux sur les ordres de priorité, avec
éventuellement un aspect algorithmique et complexité.

32
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Plus d’informations ?
michel.lemaitre@cert.fr
sylvain.bouveret@cert.fr
http://www.cert.fr/dcsd/THESES/sbouveret
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