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La constellation Pléiades

Application CNES

Une constellation de satellites agiles d'observation de la Terre en lumiére
visible haute définition.
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Introduction

La constellation Pléiades

@ Constellation cofinancée de maniére inégale par plusieurs pays.
@ Requétes d'observation. ..

@ envoyées par chaque agent (agences civiles et militaires de chaque pays) au
centre de programmation et de planification,

o simples (photographie simple acquise en un seul passage) ou complexes
(photographies stereo, zones plus larges que le champs de I'instrument
optique,. . .),

o d'importances inégales pour les agents (idée de préférences).

@ Le centre de programmation et de planification. ..

o sélectionne et planifie les prises de vue pour chaque journée,

@ les requétes ne pouvant pas étre toutes réalisées en une journée en raison
des contraintes physiques.

o cette sélection doit satisfaire des contraintes d'équité et d'efficacité (la
constellation ne doit pas étre sous-exploitée).

Comment sélectionner les requétes de maniére a satisfaire les contraintes
physiques et les contraintes d'efficacité et d'équité?
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Objectifs de la these

Une étude théorique et pratique des probléemes de partage équitables de
ressource sur des domaines combinatoires et sous contraintes, dont le
probléeme Pléiades est une instance :

@ modélisation des éléments du probleme;
@ représentation formelle du probléme, et analyse de complexité;

@ développement d’algorithmes de résolution.



Autres exemples d’applications

Approche non limitée au probleme Pléiades

@ Problémes d'affectations de taches ou de sujets
@ Problémes d'enchéres combinatoires [Cramton et al., 2006]

@ Partage de réseaux informatiques, problémes d’emplois du temps, partage
de I'espace aérien [Faltings, 2005],. ..

Cramton, P., Shoham, Y., and Steinberg, R., editors (2006).
Combinatorial Auctions.
MIT Press.

Faltings, B. (2005).

A budget-balanced, incentive-compatible scheme for social choice.

In Faratin, P. and Rodriguez-Aguilar, J. A., editors, Agent-Mediated Electronic
Commerce VI, volume 3435 of LNAI, pages 30-43. Springer.



Partie ].

Modélisation

2. Les éléments d’un probleme de partage

La ressource

Contraintes sur la ressource

Les préférences des agents
Le welfarisme

3. Droits exogenes

Principe de duplication des agents
Droits inégaux et propriétés
Extension des ordres de bien-étre social

Conclusion sur les droits inégaux




Partie 1 : Modélisation

o Les éléments d’un probléeme de partage
@ La ressource
@ Contraintes sur la ressource
@ Les préférences des agents
o Le welfarisme

Droits exogénes
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Entrées
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Entrées

Sortie

Droits exogénes

Le probleme de partage

@ Un ensemble ./ d'agents exprimant des préférences sur la res-
source.

@ Une ressource commune limitée.

~» Ressource continue, discréte, indivisible, mixte ;

~» Possibilité de compensations monétaires.

@ Un ensemble de contraintes (physiques, Iégales, morales,. . .).

@ Un critere d'optimisation ou de décision.

@ Une allocation d'une partie ou de la totalité de la ressource a
chaque agent qui vérifie les contraintes sur la ressource et qui opti-
mise ou vérifie le critere donné.




Modélisation Droits exogénes

Le probleme de partage

Entrées @ Un ensemble ./ d'agents exprimant des préférences sur la res-
source.
@ Une ressource commune limitée.
discréte

@ Un ensemble de contraintes (physiques, Iégales, morales,. . .).
@ Un critere d'optimisation ou de décision.

Sortie @ Une allocation d'une partie ou de la totalité de la ressource a
chaque agent qui vérifie les contraintes sur la ressource et qui opti-
mise ou vérifie le critére donné.

Ressource indivisible, part, partage
@ Ressource indivisible : ensemble d'objets &.
@ Part d'un agent : # C 0.

@ Partage : T € 20",




Modélisation

Entrées

Sortie

Droits exogénes

Le probleme de partage

@ Un ensemble fini .#* d’agents exprimant des préférences sur la
ressource.

@ La ressource ~» un ensemble fini &' d'objets indivisibles.

@ Un ensemble de contraintes (physiques, |égales, morales,. . .).

@ Un critére d’optimisation ou de décision.

@ Une allocation d'une partie ou de la totalité de la ressource a
chaque agent qui vérifie les contraintes sur la ressource et qui opti-
mise ou vérifie le critere donné.
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Modélisation Droits exogeénes

Contraintes sur la ressource

Contrainte d’admissibilité, partage admissible
@ Contrainte : sous-ensemble C C 29",

@ Partage admissible : partage 7 € ﬂce% C.
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Modélisation Droits exogeénes

Contraintes sur la ressource

Contrainte d’admissibilité, partage admissible
@ Contrainte : sous-ensemble C C 29",

@ Partage admissible : partage 7 € ﬂcecg C.

Contrainte de préemption

Un objet ne peut étre attribué qu'a une seule personne au maximum :

Cpreempt = {? | Vi#.ja 7Timﬂ-j 7é @}
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Modélisation

Entrées

Sortie

Droits exogénes

Le probleme de partage

@ Un ensemble fini .4 d'agents exprimant des préférences sur la
ressource.

@ La ressource ~ un ensemble fini & d'objets indivisibles.

@ Des contraintes ~ un ensemble fini ¢ C 22",

@ Un critere d'optimisation ou de décision.

@ Une allocation d'une partie ou de la totalité de la ressource a
chaque agent qui vérifie les contraintes sur la ressource et qui opti-
mise ou vérifie le critere donné.
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Droits exogenes
Structure de préférence

Modele classique en théorie de la décision :

Structure de préférence

Relation binaire réflexive Rs sur I'ensemble des alternatives &.
xRsy < x est au moins aussi bonne que y.




Modélisation Droits exogénes

Grands types de structures de préférence

@ Structure de préférence ordinale.
@ Structure de préférence dichotomique.
@ Structure de préférence cardinale.

@ Semi-ordres (modeéles a seuil), ordres d'intervalle (modéles a seuil
variable), structure de préférence floue,. ..
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Grands types de structures de préférence

@ Structure de préférence ordinale.
@ Structure de préférence dichotomique.
@ Structure de préférence cardinale.
@ Semi-ordres (modeéles a seuil), ordres d'intervalle (modéles a seuil
variable), structure de préférence floue,. ..
Structure de préférence ordinale

Un préordre complet > sur les alternatives (Rs + transitivité +
complétude).

Structure de préférence dichotomique
Forme dégénérée de préférences ordinales, a deux classes d’équivalence :
@ un ensemble de «bonnesy alternatives,

@ un ensemble de «mauvaises» alternatives.
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Modélisation Droits exogénes

Grands types de structures de préférence

@ Structure de préférence ordinale.
@ Structure de préférence dichotomique.
@ Structure de préférence cardinale.
@ Semi-ordres (modeéles a seuil), ordres d'intervalle (modéles a seuil
variable), structure de préférence floue,. ..
Structure de préférence cardinale

Enrichissement du modele ordinal par une fonction d’utilité u: & — 7.
¥ espace de valuation totalement ordonné (par exemple R, N).

14 / 94



Modélisation Droits exogeénes

Grands types de structures de préférence

@ Structure de préférence ordinale.
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@ Structure de préférence cardinale.
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Droits exogénes
Espace cible des préférences

Sur quel ensemble d’alternatives les agents expriment-ils leurs
préférences ?

Hypothése (préférences non exogénes) : Chaque agent n'exprime ses
préférences que sur les allocations qu'il recoit (en particulier, il ne tient
pas compte de ce qu'obtiennent les autres agents dans le partage).

ensemble des alternatives = ensemble des parts possibles. Pour I'agent i,
27,



Modélisation

Entrées

Sortie

Droits exogénes

Le probleme de partage

@ Un ensemble fini 4" d’agents exprimant des préférences sur la
ressource ~+ sous la forme de préordres >=; ou fonctions d'utilité wu;.
@ La ressource ~ un ensemble fini & d'objets indivisibles.

@ Des contraintes ~ un ensemble fini ¢ C 22",

@ Un critere d'optimisation ou de décision.

@ Une allocation d'une partie ou de la totalité de la ressource a
chaque agent qui vérifie les contraintes sur la ressource et qui opti-
mise ou vérifie le critere donné.
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Modélisation Droits exogénes

Problématique de I'agrégation de préférences

Probleme posé : Comment distribuer la ressource entre les agents, de
maniére a tenir compte de maniére équitable de leurs préférences souvent
antagonistes ?

17 / 94



Droits exogénes
Problématique de I'agrégation de préférences

Probleme posé : Comment distribuer la ressource entre les agents, de
maniére a tenir compte de maniére équitable de leurs préférences souvent
antagonistes ?

La théorie du welfarisme cardinal traite le probleme de décision collective
en attachant a chaque alternative faisable le vecteur des utilités indivi-
duelles (uy, ..., u,).
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Modélisation Droits exogénes

Le welfarisme cardinal

La théorie du welfarisme cardinal traite le probléme de décision

collective en attachant a chaque alternative faisable le vecteur des utilités
individuelles (uy, ..., up).

Ordre de bien-étre social }

Un ordre de bien-étre social est un préordre < sur ¥".

Un ordre de bien-étre social reflete I'ordre de préférences collectif vis-a-vis
de I'ensemble des partages possibles.

Fonction d’utilité collective
Une fonction d’utilité collective est une fonction de #" dans 7. J

Une fonction d'utilité collective représente un ordre de bien-étre social
particulier.

18 / 94



Modélisation Droits exogénes

Propriétés basiques des ordres de bien-étre
social

Unanimité

Un vecteur d’utilités & Pareto-domine un autre vecteur d’utilités v ssi
pour tout i, u; > v; et il existe un i t.q. u; > v;.

Un vecteur non Pareto-dominé est dit Pareto-efficace.

Un ordre de bien-étre social < satisfait I'unanimité ssi :

— . — — —
u Pareto-domine v = v = V.

Anonymat

Un ordre de bien-étre social garantit I'anonymat ssi il est indifférent entre
un partage et ce méme partage dans lequel on a permuté les parts entre
les agents.

19 / 94



Droits exogenes
L’équité dans les partages

@ Propriétés des ordres de bien-étre social :

o Anonymat (propriété d'équité ex-ante).
o Juste part garantie.
o Réduction des inégalités.

@ Propriétés des partages :

@ Test de juste part.

@ Théorie de la mesure des inégalités. Indices d'Atkinson, de Gini, courbe de
Lorenz. ..

o Test d'absence d’envie.

20 / 94



Droits exogeénes
L’équité dans les partages

@ Propriétés des ordres de bien-étre social :

o Anonymat (propriété d'équité ex-ante).
o Juste part garantie.
@ Réduction des inégalités.

@ Propriétés des partages :

@ Test de juste part.

@ Théorie de la mesure des inégalités. Indices d'Atkinson, de Gini, courbe de
Lorenz. ..

o Test d'absence d’envie.

Réduction des inégalités (principe de Pigou-Dalton)
ui(71) uj(71)
ui(72) uj(72

20 / 94



Modélisation Droits exogénes

L’équité dans les partages

@ Propriétés des ordres de bien-étre social :

o Anonymat (propriété d'équité ex-ante).
o Juste part garantie.
o Réduction des inégalités.

@ Propriétés des partages :

@ Test de juste part.

@ Théorie de la mesure des inégalités. Indices d'Atkinson, de Gini, courbe de
Lorenz. ..
@ Test d'absence d’envie.

Absence d’envie

Un partage est sans envie si et seulement si chaque agent est autant ou
plus satisfait avec sa propre part qu'il ne le serait avec la part d'un autre.

20 / 94



Modélisation Droits exogénes

Ordres de bien-étre social classiques

@ Ordre utilitariste classique.
@ Ordre égalitariste.
@ Ordre égalitariste leximin.

@ Compromis entre utilitarisme classique et égalitarisme : Nash (x), familles
OWA et somme des puissances,. . .

21 /94



Modélisation Droits exogénes

Ordres de bien-étre social classiques

@ Ordre utilitariste classique.

@ Ordre égalitariste.

@ Ordre égalitariste leximin.

@ Compromis entre utilitarisme classique et égalitarisme : Nash (x), familles

OWA et somme des puissances,. . .

Ordre utilitariste classique [Harsanyi]

U=Ve YU S 3 v

Caractéristiques

Les agents sont des producteurs d'utilité (principe d'adéquation).
Ordre indifférent aux inégalités ~» peut conduire a des décisions tres
inégalitaires.

21
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Modélisation Droits exogénes

Ordres de bien-étre social classiques

@ Ordre utilitariste classique.

@ Ordre égalitariste.

@ Ordre égalitariste leximin.

@ Compromis entre utilitarisme classique et égalitarisme : Nash (x), familles

OWA et somme des puissances,. . .

Ordre égalitariste [Rawls] J

— e d . .
U XV e minlu < minf_ v

Caractéristiques

Il ne prend en compte que I'agent le moins satisfait (principe de
compensation) ~» tendance naturelle 3 I'équité (dans le sens « équilibre
des utilités »).

21
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Modélisation Droits exogénes

Ordres de bien-étre social classiques

@ Ordre utilitariste classique.

@ Ordre égalitariste.

@ Ordre égalitariste leximin.

@ Compromis entre utilitarisme classique et égalitarisme : Nash (x), familles

OWA et somme des puissances,. . .

Ordre égalitariste [Rawls] J

— — . .
U=V & min_; up < minf_; v;.

Caractéristiques

Il ne prend en compte que I'agent le moins satisfait (principe de
compensation) ~» tendance naturelle 3 I'équité (dans le sens « équilibre
des utilités »).

D'un autre coté, il peut conduire a des décisions non Pareto-optimales
(effet de noyade).

21 /94



Modélisation Droits exogénes

Ordres de bien-étre social classiques

@ Ordre utilitariste classique.
@ Ordre égalitariste.
@ Ordre égalitariste leximin.

@ Compromis entre utilitarisme classique et égalitarisme : Nash (x), familles
OWA et somme des puissances,. . .

Ordre égalitariste [Rawls]
T =V e min_u <minl v J

Ordre social égalitariste et Pareto-efficacité

(1,1,1,1) ~ (1000, 1, 1000, 1000), alors que (1,1,1,1) et
(1000, 1, 1000, 1000) sont tres différents!
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Modélisation Droits exogénes

Ordres de bien-étre social classiques

@ Ordre utilitariste classique.
@ Ordre égalitariste.

@ Ordre égalitariste leximin.

@ Compromis entre utilitarisme classique et égalitarisme : Nash (x), familles

OWA et somme des puissances,. . .

Ordre social Leximin [Sen, 1970; Kolm, 1972]

—
. — . .7 —
Soit X un vecteur. Nous notons x' la version triée de X .

U > leximin V< 3k tel que Vi < k, u,T = ,.T et “£+1 > VkT+1'
En d’autres termes, une comparaison lexicographique sur les vecteurs triés.

v

Effectuer une comparaison leximin. ..
Deux vecteurs 3 comparer : 0 = (4,10,3,5) et V = (4,3,6,6).

o' = (3,4,5,10)
V1 =(3,4,6,6)

. . — —
@ Nous comparons les vecteurs lexicographiquement : 1 <jeico V|

@ Nous trions les vecteurs : {

21
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Modélisation

Ordres de bien-étre social classiques

@ Ordre utilitariste classique.

@ Ordre égalitariste.

@ Ordre égalitariste leximin.

@ Compromis entre utilitarisme classique et égalitarisme : Nash (x), familles

OWA et somme des puissances,. . .

Ordre social Leximin [Sen, 1970; Kolm, 1972]

—
. — . .7 —
Soit X un vecteur. Nous notons x' la version triée de X .

U > leximin V< 3k tel que Vi < k, u,T = ,.T et “£+1 > VkT+1'
En d’autres termes, une comparaison lexicographique sur les vecteurs triés.

v

Caractéristiques

Il prend en compte tous les agents, dans |I'ordre de leur niveau de
satisfaction ~» tendance naturelle a I'équité.
Il raffine |'ordre égalitariste et |'ordre de Pareto.

21
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Modélisation

Ordres de bien-étre social classiques

@ Ordre utilitariste classique.

@ Ordre égalitariste.

@ Ordre égalitariste leximin.

@ Compromis entre utilitarisme classique et égalitarisme : Nash (x), familles

OWA et somme des puissances,. . .

Ordre social Leximin [Sen, 1970; Kolm, 1972]

—
. — . .7 —
Soit X un vecteur. Nous notons x' la version triée de X .

U > leximin V< Tk tel que Vi < k, u,T = v,.T et “£+1 > VkT+1'
En d’autres termes, une comparaison lexicographique sur les vecteurs triés.

v

Ordre leximin et Pareto-efficacité

(1,1,1,1) < (1000, 1, 1000, 1000) (La deuxieme valeur des vecteurs triés
est discriminante).

21
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Modélisation Droits exogeénes

Ordres de bien-étre social classiques

@ Ordre utilitariste classique.
@ Ordre égalitariste.
@ Ordre égalitariste leximin.

@ Compromis entre utilitarisme classique et égalitarisme : Nash (x), familles
OWA et somme des puissances,. . .
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Modélisation

Equité et efficacité dans le partage

Deux visions différentes :
@ Réduction des inégalités :

o Agrégation des utilités des agents par un ordre de bien-étre social ou une
fonction d'utilité collective compatible avec le principe de réduction des
inégalités (et avec I'ordre de Pareto).

o Exemples : leximin.

@ Requiert une comparaison interpersonnelle des utilités.

22
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Modélisation Droits exogénes

Equité et efficacité dans le partage

Deux visions différentes :

@ Réduction des inégalités :

o Agrégation des utilités des agents par un ordre de bien-étre social ou une
fonction d'utilité collective compatible avec le principe de réduction des
inégalités (et avec I'ordre de Pareto).

o Exemples : leximin.

@ Requiert une comparaison interpersonnelle des utilités.

@ Absence d’envie :

On cherche un partage sans envie (et (Pareto-)efficace).

Critére fondé uniquement sur une appréciation personnelle des agents.

En particulier, propriété purement ordinale.

Cependant, propriété pas toujours pertinente, pour des raisons éthiques ou
techniques.

22
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Modélisation

Entrées

Sortie

Droits exogénes

Le probleme de partage

@ Un ensemble fini .#" d’agents exprimant des préférences sur la
ressource ~» sous la forme de préordres >=; ou fonctions d'utilité u;.
@ La ressource ~» un ensemble fini &' d'objets indivisibles.

@ Des contraintes ~» un ensemble fini € C 227"

@ Un critére ~» maximisation d'un ordre de bien-étre social ou d'une
fonction d'utilité collective, ou efficacité et absence d'envie.

@ Une allocation d'une partie ou de la totalité de la ressource a
chaque agent qui vérifie les contraintes sur la ressource et qui opti-
mise ou vérifie le critére donné.

23
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Modélisation
Partie 1 : Modélisation

© Droits exogénes
@ Principe de duplication des agents
@ Droits inégaux et propriétés
@ Extension des ordres de bien-étre social
@ Conclusion sur les droits inégaux
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Modélisation Droits exogeénes

Droits exogenes ?

La propriété d’anonymat (égalité ex-ante) est-elle toujours pertinente ?

Ce n’est pas toujours le cas :
@ Ressource cofinancée de maniére inégale par les agents (Pléiades).

@ Agents représentant des populations de tailles différentes.

).

@ Droits divers (ancienneté, situation familiale,

25
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Modélisation Droits exogeénes

Droits exogenes ?

La propriété d’anonymat (égalité ex-ante) est-elle toujours pertinente ?
Ce n’est pas toujours le cas :

@ Ressource cofinancée de maniére inégale par les agents (Pléiades).

@ Agents représentant des populations de tailles différentes.

).

@ Droits divers (ancienneté, situation familiale,

Comment prendre en compte ['inégalité des droits exogénes dans le cadreJ

du welfarisme cardinal ?
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Modélisation

Hypotheses

. s . . ’ . —
@ Les droits exogenes sont représentés par un vecteur d’entiers €.

@ lls sont fixes au cours du probléme, et sont acceptés par tous les agents
avant le début du probléeme.
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Modélisation

Hypotheses

. s . . ’ . —
@ Les droits exogenes sont représentés par un vecteur d’entiers €.

@ lls sont fixes au cours du probléme, et sont acceptés par tous les agents
avant le début du probléeme.

@4» up, €&

<y

a))
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Modélisation Droits exogeénes

Présentation du principe

Nous cherchons un moyen de prendre en compte l'inégalité des droits
exogenes dans le processus de prise de décision collective.

Idée

L'idée est de remplacer chaque agent par autant de clones qu'il possede
de droits (ou un nombre proportionnel si les droits ne sont pas entiers),
en répartissant I'utilité de chaque agent initial entre ses clones.

Principe proposé dans quelques travaux [Brams and Taylor, 1996]
toujours dans un contexte égalitariste.

Brams, S. J. and Taylor, A. D. (1996).
Fair Division — From Cake-cutting to Dispute Resolution.
Cambridge University Press.
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Agents avec droits inégaux

Allocation et partage équitables de ressources indivisibl ité et algorithmique

C - - = ‘-28 /94




lllustration du principe

Agents avec droits inégaux Duplication des agents
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Modélisation Droits exogeénes

lllustration du principe
Décision

Agents avec droits inégaux Duplication des agents ;
collective
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Modélisation
lllustration du principe
Agents avec droits inégaux Duplication des agents Décision collective
s

J n = up +— e l

u,

(u1, er) n = wm-+e :C

ER g -
P — g(uvl)
(1 ) no= mre fe (i un)
I'n = Up — €p

Fonction de répartition
Une fonction de répartition est une fonction — : R x N — R.

Exemples: u+e=u/e, u+e=u.

Droits exogeénes

29
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Interprétation de la fonction de répartition

Répartition de I'utilité des agents d'une population entre les clones.

A def
@ Division : u+e = u/e.
o L'utilité est divisée entre les clones (biens préemptifs).
o Exemple : répartition de nourriture entre plusieurs pays touchés par la
famine.
JORT . def
@ Réplication : v +e = u.
o L'utilité est dupliquée entre les clones (prospérité).
o Exemple : répartition d'infrastructures de loisir dans plusieurs villes de
tailles variables.
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Droits inégaux et propriétés

Objectifs :
@ Proposer une extension des propriétés classiques pour permettre la prise
en compte des droits inégaux :
@ unanimité, anonymat, IUA, ...
@ propriétés d'équité : absence d’envie, juste part, réduction des inégalités,
indices d'inégalité, courbe de Lorenz, ...
@ Introduire de nouvelles propriétés pour caractériser |'effet des droits
inégaux sur la prise de décision.
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Droits inégaux et propriétés

Objectifs :
@ Proposer une extension des propriétés classiques pour permettre la prise
en compte des droits inégaux :
@ unanimité, anonymat, IUA, ...
@ propriétés d'équité : absence d’envie, juste part, réduction des inégalités,
indices d'inégalité, courbe de Lorenz, ...
@ Introduire de nouvelles propriétés pour caractériser |'effet des droits
inégaux sur la prise de décision.

Equité généralisée
@ Extension fondée sur le principe de duplication avec division des utilités
(idée évoquée dans [Steinhaus, 1948]).
@ ~» Profil parfaitement égalitaire proportionnel au vecteur €.

@ Rapprochement avec la théorie de la décision en présence de risque.

Steinhaus, H. (1948).
The problem of fair division.
Econometrica, 16(1) :101-104
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Ordres de bien-étre social étendu

@ Extension des ordres de bien-étre social et fonctions d'utilité collective
classiques, fondée sur le principe de duplication des agents :

o Ordre utilitariste classique, égalitariste (lexi)min, somme des puissances,
OWA.
o Fonctions de répartition division et réplication.
@ Caractérisation de ces ordres de bien-étre social étendus a I'aide des
propriétés généralisés.
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Modélisation Droits exogeénes

Conclusion sur les droits inégaux

Notre contribution :

@ Un cadre formel pour la construction d’ordres de bien-étre social et
fonctions d'utilité collective a droits inégaux : le schéma de duplication
des agents.

@ Une extension des ordres de bien-étre social et fonctions d'utilité collective
classiques fondée sur ce schéma de duplication des agents.

@ Une extension des propriétés classiques pour la prise en compte de droits
inégaux.

@ La proposition de nouvelles propriétés pour caractériser le bon
fonctionnement de ces droits inégaux et la vérification de ces propriétés
sur les ordres de bien-étre social classiques.
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Conclusion sur les droits inégaux

Notre contribution :

@ Un cadre formel pour la construction d’ordres de bien-étre social et
fonctions d'utilité collective a droits inégaux : le schéma de duplication
des agents.

@ Une extension des ordres de bien-étre social et fonctions d'utilité collective
classiques fondée sur ce schéma de duplication des agents.

@ Une extension des propriétés classiques pour la prise en compte de droits
inégaux.

@ La proposition de nouvelles propriétés pour caractériser le bon

fonctionnement de ces droits inégaux et la vérification de ces propriétés
sur les ordres de bien-étre social classiques.

A explorer :

@ Vers une axiomatisation compléte de la prise de décision en présence de
droits inégaux.

@ Droits inégaux représentés par des ordres de priorité.
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Représentation compacte et complexité

4. La représentation compacte
5. Probléeme de maximisation de I'utilité collective
Un modéle du probléme de partage
La complexité
6. Efficacité et absence d’envie
Modélisation logique
C lexité : préfé es dick

Préférences non dichotomiques

Récapitulatif des résultats de complexité




La représentation compacte Probléme de maximisation de I'utilité collective Efficacité et absence d’envie

Partie 2 : Représentation compacte et
complexité

© La représentation compacte
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La représentation compacte Probléme de maximisation de I'utilité collective Efficacité et absence d’envie

Entrées

Sortie

Un langage de représentation

@ Un ensemble fini .#* d’agents exprimant des préférences sur la
ressource ~+ sous la forme de préordres >=; ou fonctions d'utilité u;.
@ La ressource ~ un ensemble fini & d'objets indivisibles.

@ Des contraintes ~ un ensemble fini %’ de sous-ensembles de 27" :
¢ c 22’

@ Un critére ~» maximisation d'un ordre de bien-étre social ou d'une
fonction d'utilité collective, ou efficacité et absence d'envie.

@ Eventuellement des droits exogénes inégaux €.

@ Une allocation d'une partie ou de la totalité de la ressource a
chaque agent qui vérifie les contraintes sur la ressource et qui opti-
mise ou vérifie le critéere donné.
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La représentation compacte Probléme de maximisation de I'utilité collective Efficacité et absence d’envie

Un langage de représentation

Entrées @ Un ensemble fini .4 d'agents exprimant des préférences sur la
ressource ~+ sous la forme de préordres >=; ou fonctions d'utilité u;.
@ La ressource ~ un ensemble fini & d'objets indivisibles.
@ Des contraintes ~» un ensemble fini & de sous-ensembles de 27" :
¢ c 22’
@ Un critére ~» maximisation d'un ordre de bien-étre social ou d'une
fonction d'utilité collective, ou efficacité et absence d'envie.
@ Eventuellement des droits exogénes inégaux €.

Sortie @ Une allocation d'une partie ou de la totalité de la ressource a
chaque agent qui vérifie les contraintes sur la ressource et qui opti-
mise ou vérifie le critéere donné.

Cette description mathématique ne précise pas comment les instances
sont représentées formellement, et comment elles doivent étre
implantées informatiquement.

Ces précisions sont cruciales notamment pour la représentation des
contraintes et des préférences.



La représentation compacte Probléme de maximisation de I'utilité collective Efficacité et absence d’envie

Représentation compacte de préférences

Exemple

Probleme de partage a 2 objets o; et 0.
Expression de la fonction d'utilité :
u(@) =0, u(o1) =5, u(ox) =7, u({o1,0}) =3.
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La représentation compacte Probléme de maximisation de I'utilité collective Efficacité et absence d’envie

Représentation compacte de préférences

Exemple

Probléme de partage a 4 objets 01, 02, 03 et 04.

Expression de la fonction d'utilité :

u(@) =0, u(or) =5, u(ox) =7, u(oz) =2, u(os) =8, u({o1,}) =3,
u({o1,03}) = 5, u({or, 04}) = 3, u({oz, 03}) = 0, ({02, 0s}) = 6,
u({o3,04}) = 2, u({o1,0,03}) = 8, u({o1,0,04}) =9, u({o1, 03,04}) = 10,
u({o2,03,04}) = 3, u({o1, 02, 03,04 }) = 10.

37 /94



Probleme de maximisation de I'utilité collective Efficacité et absence d'envie
Représentation compacte de préférences

Exemple

Probleme de partage a 20 objets o,. .., 0
Expression de la fonction d'utilité :

u(&) =0, u(or) = 5, u(ex) = 7, u(oz) = 2, u(os) = 8 u(os) = 5, u(os) = 0, u(o7) =1,
u(Og) = 15 U(Og) = 4 u(Olo) = 6 u(011) = 6 U(Olz) = 8 LI(013) = 5 U(014) = 7,
u(o1s) = 2, u(o) = 8, u(orr) = 7, u(oig) = 2, u(ow) = 8, u(oz) = 7, u({o1, 2}) = 15,
u({or,03}) = 12, u({or,04}) = 5, u({or,05}) = 1, u({or,06}) = 4 u({er,07}) = 2,
u({o1,08}) = 8, u({o1,00}) = 10, u({o01,010}) = 3, u({o1,011}) = 11, u({o1, 012}) = 12,
U({01,013}) = 5 U({01,014}) = 13 U({01,015}) = 3 u({ol,om}) 15 U({01,017}) = 1
u({o1,018}) = 3, u({o1,010}) = 11, u({02, 03}) = 12, u({oz, 4}) = 5, u({o2,05}) = 1L,
u({o2,06}) = 4, u({o2,07}) = 2, u({o2,08}) = 8, u({o2,00}) = 10, u({o2,010}) = g

u(/{yoonn}) = 11, u({oz.o]g}‘)\ = 12, u({oz.ow‘}\) = 5 u({o;om}) = 13, u({oa o15})
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Probleme de maximisation de I'utilité collective Efficacité et absence d'envie
Représentation compacte de préférences

Exemple

Probleme de partage a 20 objets o,. .., 0
Expression de la fonction d'utilité :

u(&) =0, u(or) = 5, u(ex) = 7, u(o3) = 2, u(os) = 8 u(os) = 5, u(os) = 0, u(o7) =1,
u(Oa) = 15 u(09) = 4, u(Olo) = 6, U(Ou) = 6, U(Olz) = 8 ( 1) = 5 (014) = 7
u(o1s) = 2, u(os) = 8, u(o17) = 7, u(og) = 2, u(org) = 8, u(ox) = 7, u({o1,02}) = 15,
u({o1,03}) = 12, u({o1,04}) = 5, u({o1,05}) = 1, u({o1,06}) = 4, u({o1,07}) = 2,
u({o1,08}) = 8, u({o1,00}) = 10, u({o1,010}) = 3, u({o1,011}) = 11, u({o1, 012}) = 12,
U({01,013}) =5, U({01,014}) = 13, Ll({01,015}) = 3, LI({Ol,OlG}) = 15, U({01,017}) = 1,
u({o1,018}) = 3, u({o1,010}) = 11, u({02, 03}) = 12, u({o2, 4}) = 5, u({o2,05}) = 1L,
u({o2,06}) = 4, u({o2,07}) = 2, u({o2,08}) = 8, u({o2,09}) = 10, u({02,010}) = 3,
u({o2,011}) = 11, u({o2, 012}) = 12, u({02,013}) = 5, u({02,014}) = 13, u({02,015}) = 3,

1048576 utilités ~» |'expression nécessite plus de 12 jours (a raison d'une
utilité par seconde).
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Probleme de maximisation de I'utilité collective Efficacité et absence d'envie
Représentation compacte de préférences

Trois réponses possibles a I'explosion combinatoire :

@ L'ignorer et supposer que le nombre d'objets reste faible
[Herreiner and Puppe, 2002].

Brams, S. J., Edelman, P. H., and Fishburn, P. C. (2003).
Fair division of indivisible items.
Theory and Decision, 55(2) :147-180.

Demko, S. and Hill, T. P. (1998).
Equitable distribution of indivisible items.
Mathematical Social Sciences, 16 :145—-158.

Herreiner, D. K. and Puppe, C. (2002).

A simple procedure for finding equitable allocations of indivisible goods.
Social Choice and Welfare, 19 :415-430.
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Probleme de maximisation de I'utilité collective Efficacité et absence d'envie
Représentation compacte de préférences

Trois réponses possibles a I'explosion combinatoire :

@ L'ignorer et supposer que le nombre d'objets reste faible
[Herreiner and Puppe, 2002].

@ Imposer des hypothéses restrictives sur les préférences (par exemple :
additivité) qui rendent I'expression possible [Brams et al., 2003] et
[Demko and Hill, 1998].

Brams, S. J., Edelman, P. H., and Fishburn, P. C. (2003).
Fair division of indivisible items.
Theory and Decision, 55(2) :147-180.

Demko, S. and Hill, T. P. (1998).
Equitable distribution of indivisible items.
Mathematical Social Sciences, 16 :145-158.

Herreiner, D. K. and Puppe, C. (2002).

A simple procedure for finding equitable allocations of indivisible goods.
Social Choice and Welfare, 19 :415-430.
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La représentation compacte Probléme de maximisation de I'utilité collective Efficacité et absence d’envie

Représentation compacte de préférences

Trois réponses possibles a I'explosion combinatoire :

@ L'ignorer et supposer que le nombre d'objets reste faible
[Herreiner and Puppe, 2002].

@ Imposer des hypothéses restrictives sur les préférences (par exemple :
additivité) qui rendent I'expression possible [Brams et al., 2003] et
[Demko and Hill, 1998].

© Utiliser un langage de représentation compacte.

Brams, S. J., Edelman, P. H., and Fishburn, P. C. (2003).
Fair division of indivisible items.
Theory and Decision, 55(2) :147-180.

Demko, S. and Hill, T. P. (1998).
Equitable distribution of indivisible items.
Mathematical Social Sciences, 16 :145-158.

Herreiner, D. K. and Puppe, C. (2002).

A simple procedure for finding equitable allocations of indivisible goods.
Social Choice and Welfare, 19 :415-430.
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La représentation compacte Probléme de maximisation de I'utilité collective Efficacité et absence d’envie

Langages d’expression compacte des
préférences

@ Préférences dichotomiques :
@ représentation logique des préférences dichotomiques.
@ Préférences ordinales :

o buts priorisés (best-out, discrimin, leximin. . .),
@ CP-nets, TCP-nets.

@ Préférences cardinales :

o langages k-additifs, GAl-nets,

@ langage a base de buts pondérés,

o langages de lots pour les enchéres combinatoires (OR, XOR, ...),
@ UCP-nets,

o CSP valués.
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La représentation compacte Probléme de maximisation de I'utilité collective Efficacité et absence d’envie

Langages d’expression compacte des
préférences

@ Préférences dichotomiques :
@ représentation logique des préférences dichotomiques.
@ Préférences ordinales :

o buts priorisés (best-out, discrimin, leximin. . .),
@ CP-nets, TCP-nets.

@ Préférences cardinales :

o langages k-additifs, GAl-nets,

langage a base de buts pondérés,

langages de lots pour les enchéres combinatoires (OR, XOR, ...),
UCP-nets,

CSP valués.
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La représentation compacte Probléme de maximisation de I'utilité collective Efficacité et absence d’envie

Partage et représentation compacte

Introduction de langages de représentation compacte (fondés sur la
logique propositionnelle), pour les deux problemes suivants :

@ Probléme de maximisation de I'utilité collective.

@ Probléme d’existence d'un partage efficace et sans envie.
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La représentation compacte (Pmbléme de imisation de I'utilité collective) Efficacité et absence d’envie

Partie 2 : Représentation compacte et
complexité

@ Probleme de maximisation de I'utilité collective
@ Un modéle du probléeme de partage
@ La complexité

41 / 94



La représentation compacte (Pmbléme de imisation de I'utilité collective) Efficacité et absence d’envie

Agents, objets et partage

Partage de biens indivisibles entre des agents
@ Ensemble d'agents 4" = {1,..., n}.
@ Ensemble d'objets 0.
@ Partage @ = (m1,..., ) (m; C O est la part de I'agent ).
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La représentation compacte (Pmbléme de imisation de I'utilité collective) Efficacité et absence d’envie

Expression des contraintes

Un langage propositionnel L2/f°c
@ ensemble des symboles propositionnels {alloc(o,i) | 0 € O,i € N}.

@ ensemble des connecteurs usuels =, A,V

Contrainte

Une contrainte est une formule de L3/oc.

Exemple

La contrainte de préemption s'exprime par |'ensemble de formules :

{=(alloc(o, i) A alloc(o,))) | i,j € N ,i+#j}.
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La représentation compacte (Probleme de maximisation de I'utilité collective) Efficacité et absence d’envie

Un langage a base de logique et de poids

Langage d’expression des préférences :
@ Un langage propositionnel Lg. ..

@ ensemble des symboles propositionnels &,
@ ensemble des connecteurs usuels -, A,V

@ ... et des poids w € 7.
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La représentation compacte (Probleme de maximisation de I'utilité collective)

Efficacité et absence d’envie

Un langage a base de logique et de poids

Langage d’expression des préférences :
@ Un langage propositionnel Lg. ..

@ ensemble des symboles propositionnels &,
@ ensemble des connecteurs usuels =, A, V

@ ... et des poids w € 7.

Exemple

0 U= {3,Eaa’-a.7evlg/}'

@ Demandes de I'agent 1 :
° <Q;/\ ((l A -)VE) ,110>,
° <Q,,—1o>,

° <$ /\Q,50>.

44
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Utilité individuelle

L'utilité individuelle d'un agent exprime sa satisfaction vis-a-vis d’un par-
tage. Elle dépend :

@ de la part qu'il obtient dans le partage (et uniquement de sa part),

@ des demandes pondérées qu'il a formulées,
et elle est obtenue par agrégation des poids des formules satisfaites, par
un opérateur .
Utilité individuelle

Etant donnés un agent /, son ensemble de demandes pondérées A;, et un
— ofan 2. o .. o 0 . .
partage 7, I'utilité individuelle de i s'exprime comme suit :

ui(m;) = @{W | (p,w) € Aj et x; E p}.

Deux choix évidents pour & : + ou max.

La représentation compacte (Probleme de maximisation de I'utilité collective) Efficacité et absence d’envie

45

94



La représentation compacte (Pmbléme de imisation de I'utilité collective) Efficacité et absence d’envie

Utilité individuelle

Exemple

0 0= {3,§aa’-a.7avﬂ~%}'

@ Demandes de I'agent 1 :
° <’Q;y/\ ((. A -)v§> ,110>.
o <Q,,—10>,
° <a AQ,50>.

Exemple de calcul de I'utilité individuelle (& = +) :

m={ A M e
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La représentation compacte (Pmbléme de imisation de I'utilité collective) Efficacité et absence d’envie

Utilité individuelle

Exemple

0 0= {3,§aa’-a.7e7/%7}'

o Demandes de I'agent 1 :
° <’Qy/\ ((. A -)v§> ,110>.
o <Qy,—10>,
° <a AQ,50>.
Exemple de calcul de I'utilité individuelle (& = +) :

aA((Brw)ve)

m={ B M e _ ()= 110
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La représentation compacte (Pmbléme de imisation de I'utilité collective) Efficacité et absence d’envie

Utilité individuelle

Exemple

0 0= {3,§aa’-a.7e7/%7}'

o Demandes de I'agent 1 :
° <’Qy/\ ((. A -)v§> ,110>.
o <Qy,—10>,
° <a AQ,50>.

Exemple de calcul de I'utilité individuelle (& = +) :

m={%, B H &) - () =110 10

45 / 94



La représentation compacte (Probléme de imisation de I'utilité i ) Efficacité et absence d’envie

Utilité individuelle

Exemple

e U= {3,§’aa-a.7av/;’}'

o Demandes de I'agent 1 :
° <’;j;y/\ ((. A -)v§> ,110>.
o <Q,,—10>,
° <a AQ,50>.

Exemple de calcul de I'utilité individuelle (& = +) :

T = {/~gi7 .727@} = U]_(7T1) = 110 — 10+ 0
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La représentation compacte (Probléme de imisation de I'utilité i ) Efficacité et absence d’envie

Utilité individuelle

Exemple

e U= {3,§’aa-a.7av/;’}'

o Demandes de I'agent 1 :
° <’;j;y/\ ((. A -)v§> ,110>.
o <Q,,—10>,
° <a AQ,50>.

Exemple de calcul de I'utilité individuelle (& = +) :

m ={&, .72,0} = uy(m) =110 — 10+ 0 = 100
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La représentation compacte (Probleme de maximisation de I'utilité collective) Efficacité et absence d’envie

Utilité collective

L'utilité collective (la satisfaction globale de la société d’agents)
s'exprime comme une agrégation des utilités individuelles.
Utilité collective

Etant donné un partage 7, un ensemble d'agents .4 et leurs utilités
individuelles,
—
ue(7) = g(ur(m), - - ., un(ms)),

avec g une fonction commutative et non-décroissante de #'" dans 7.
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La représentation compacte (Probleme de maximisation de I'utilité collective) Efficacité et absence d’envie

Utilité collective

L'utilité collective (la satisfaction globale de la société d’agents)
s'exprime comme une agrégation des utilités individuelles.
Utilité collective

Etant donné un partage 7, un ensemble d'agents .4 et leurs utilités
individuelles,
—
ue(7) = g(ur(m), - - ., un(ms)),

avec g une fonction commutative et non-décroissante de #'" dans 7.

Le calcul de I'utilité collective passe donc par deux niveaux d'agrégation :

wi wt &y

1reey Wy, 1
. g
: = uc.
D

n n

Wi Wy b Up
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La représentation compacte (Probleme de maximisation de I'utilité collective) Efficacité et absence d’envie

Le probleme de partage

En résumé :

Instance du probléme de partage

Entrées @ Un ensemble fini .4 d'agents exprimant des demandes
{A1,...,A,} sous forme de formules logiques pondérées de Ly X ¥
@ Un ensemble fini &' d'objets indivisibles.
@ Un ensemble fini € de contraintes exprimées dans le langage lo-
gique L3P,
@ Un couple d'opérateurs d'agrégation (&, g).

Sortie @ Un partage 7 € 29" tel que {alloc(o,i) | o € mi} E Ncew C et
qui maximise la fonction d'utilité collective définie par :

uc(7) = g(u, ..., un), avec

u; :@{W| (p,w) € Aj et x; E p}.
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La représentation compacte (Pmbléme de imisation de I'utilité collective) Efficacité et absence d’envie

Probleme de maximisation de l'utilité
collective
Quelle est la complexité du probléeme de maximisation de I'utilité
collective ?
Probleme [MAX-CUF]

Etant donnés une instance du probléme de partage défini comme
précédemment et un entier K (¥ = N), existe-t-il un partage admissible
— —

7 tel que uc(T) > K?

Ce probléme est NP-complet.
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Probleme de maximisation de I'utilité
collective
Quelle est la complexité du probléeme de maximisation de I'utilité
collective ?
Probleme [MAX-CUF]

Etant donnés une instance du probléme de partage défini comme
précédemment et un entier K (¥ = N), existe-t-il un partage admissible
— —

7 tel que uc(T) > K?

Ce probléme est NP-complet.

Le reste-t-il dans les cas suivants :
@ restrictions sur les opérateurs (® € {+, max}, g € {+, min, leximin}),
@ restriction sur les contraintes (préemption, volume, exclusion),

@ restriction sur les préférences (atomiques)?
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La représentation compacte (Probleme de ion de I'utilité collective) Efficacité et absence d’envie

Les résultats de complexité obtenus

[MAX-CUF]

N'importe quel

Pas d
type_ de contarZin(tae . Contraintes d’exclusion seulement
contraintes : p g N (lexi)min
NPC 52
+ NPC NPC
max NPC NPC
Contraintes de Contramteséd e volume seulement
préemption ® + (lexi)min
NPC NPC
NPC NPC
Demandes atomiques N'importe quel type de demande
@ | + min leximin ® & + (lexi)min
NPC, P + NPC NPC
+ sipdség. | NPC max NPC | NPC
max P ?
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La représentation compacte Probléme de maximisation de I'utilité collective Efficacité et absence d’envie

Partie 2 : Représentation compacte et
complexité

© Efficacité et absence d’envie
@ Modélisation logique
o Complexité : préférences dichotomiques
@ Préférences non dichotomiques
@ Récapitulatif des résultats de complexité
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La représentation compacte Probléme de maximisation de I'utilité collective Efficacité et absence d’envie

Absence d’envie

Une autre maniére de traduire la notion d'équité est de rechercher des
partages sans envie.
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Absence d’envie

Une autre maniere de traduire la notion d'équité est de rechercher des
partages sans envie.

L'absence d'envie seule ne suffit pas : il faut un critére d'efficacité
(Pareto-efficacité, complétude, maximisation d'une CUF, ...).
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La représentation compacte Probléme de maximisation de I'utilité collective Efficacité et absence d’envie
Ab d’ i

Une autre maniere de traduire la notion d'équité est de rechercher des
partages sans envie.

L'absence d'envie seule ne suffit pas : il faut un critére d'efficacité
(Pareto-efficacité, complétude, maximisation d'une CUF, ...).

Mais. .. Il n'existe pas toujours un partage efficace et sans envie, et
déterminer s'il en existe un peut étre une tache complexe.
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La représentation compacte Probléeme de maximisation de I'utilité collective Efficacité et absence d’envie
Ab d’ i

Une autre maniere de traduire la notion d'équité est de rechercher des
partages sans envie.

L'absence d'envie seule ne suffit pas : il faut un critére d'efficacité
(Pareto-efficacité, complétude, maximisation d'une CUF, ...).

Mais. .. Il n'existe pas toujours un partage efficace et sans envie, et
déterminer s'il en existe un peut étre une tache complexe.

Quelle est la complexité du probléme d’existence d'un partage efficace et
sans envie, lorsque les préférences des agents sont exprimées de maniére
compacte (ex : logique), et avec contrainte de préemption uniquement ?
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La représentation compacte Probléme de maximisation de I'utilité collective
A 7 7 - -
A propos de préférences dichotomiques. . .
Nous allons nous intéresser au cas trés particulier pour lequel les
préférences des agents sont représentées sous forme dichotomique.

Relation de préférence dichotomique

> est dichotomique < il existe un ensemble de «bonsy lots Good tel que
7= n & 7w e Good ou 7 ¢ Good.

Exemple :
0= {Ola 02, 03}

=27 ={@,{a1},{02}, {03}, {01, 22}, {01, 03}, {02, 03}, {01, 02, 03} }
Good — {{o01,0:},{02,03}}
Good — {@,{o1}, {02}, {03}, {01, 03}, {01,00,03}}
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La représentation compacte

Une relation de préférence dichotomique est représentée par son ensemble
Good. Un moyen évident de représenter cet ensemble est d’utiliser la

Probléme de maximisation de I'utilité collective

Efficacité et absence d’envie

Encore un langage logique. ..

logique propositionnelle.

Exemple :

Good;

{{017 02}7 {027 03}}

{{o2}{02, 03}}

Pi

(01 A WA —\03) \Y (—|01 N ox N\ 03)

0> N\ —01
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La représentation compacte Probléme de maximisation de I'utilité collective Efficacité et absence d’envie

Préemption, absence d’envie et
Pareto-efficacité

@ La contrainte de préemption s'exprime comme une formule logique de
L5 ~ Tp.
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La représentation compacte Probléme de maximisation de I'utilité collective Efficacité et absence d’envie

Préemption, absence d’envie et
Pareto-efficacité

@ La contrainte de préemption s'exprime comme une formule logique de
L5 ~ Tp.

@ La propriété d'absence d’envie s'exprime aussi comme une formule de
L7~ Ap.
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La représentation compacte Probléme de maximisation de I'utilité collective Efficacité et absence d’envie

Préemption, absence d’envie et
Pareto-efficacité

@ La contrainte de préemption s'exprime comme une formule logique de
L5 ~ Tp.

@ La propriété d'absence d’envie s'exprime aussi comme une formule de
L3oc ~s Ap.

@ La propriété de Pareto-efficacité équivaut a :

o la satisfaction d’'un nombre maximal (au sens de I'inclusion) d’agents,
o la consistance de F(7) avec un sous-ensemble maximal consistant de
formules de {¢],..., 05}
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Préemption, absence d’envie et
Pareto-efficacité

@ La contrainte de préemption s'exprime comme une formule logique de
L5 ~ Tp.

@ La propriété d'absence d’envie s'exprime aussi comme une formule de
L3oc ~s Ap.

@ La propriété de Pareto-efficacité équivaut a :

o la satisfaction d’'un nombre maximal (au sens de I'inclusion) d’agents,
. — . .
o la consistance de F(7) avec un sous-ensemble maximal consistant de
formules de {¢],..., 05}

Existence d’un partage sans envie et Pareto-efficace

3.7 sous-ensemble maximal ['p-consistant de {7, .., ¢k} tel que
/\wEY @ ATp A Ap est consistant.
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La représentation compacte Probléme de maximisation de I'utilité collective Efficacité et absence d’envie

Un probleme d’inférence sceptique

Il s’agit d'un probleme connu dans le domaine du raisonnement non
monotone : inférence sceptique avec des défauts normaux sans prérequis
[Reiter, 1980].

On peut réduire le probléme d'existence d'un partage Pareto-efficace et

sans envie a : g
(Te o1, onh) NP

Reiter, R. (1980).
A logic for default reasoning.
Artificial Intelligence, 13 :81-132.
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La représentation compacte Probléme de maximisation de I'utilité collective Efficacité et absence d’envie

Le probleme [EEF EXISTENCE], préférences
dichotomiques

Proposition

Le probléeme [EEF EXISTENCE] pour des agents ayant des préférences
dichotomiques monotones sous forme logique est ¥5-complet

(22 = NPVP).

Ce résultat subsiste si les préférences ne sont plus monotones.
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La représentation compacte Probléme de maximisation de I'utilité collective Efficacité et absence d’envie

Le probleme [EEF EXISTENCE], préférences
dichotomiques

Proposition

Le probléeme [EEF EXISTENCE] pour des agents ayant des préférences
dichotomiques monotones sous forme logique est ¥5-complet

(22 = NPVP).

Ce résultat subsiste si les préférences ne sont plus monotones.

@ Restrictions :

o préférences identiques,
@ nombre d’agents,
o le langage propositionnel.

@ Critere d’efficacité alternatif :

@ complétude,
@ nombre maximal d'agents satisfaits.
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La représentation compacte Probléme de maximisation de I'utilité collective Efficacité et absence d’envie

Pour des préférences non dichotomiques ?

Corollaire (du résultat pour les préférences dichotomiques)

Le probleme [EEF EXISTENCE] pour des agents ayant des préférences
monotones exprimées dans un langage compact sous forme logique £ est
¥2-complet.

@ L est aussi compact que le langage précédent pour les préférences
dichotomiques;

@ on peut comparer deux alternatives en temps polynomial.
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La représentation compacte Probléme de maximisation de I'utilité collective Efficacité et absence d’envie

Logique pondérée et préférences additives

@ Logique pondérée : criteres d'efficacité alternatifs fondés sur la
maximisation de |'utilité collective.
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La représentation compacte Probléme de maximisation de I'utilité collective Efficacité et absence d’envie

Logique pondérée et préférences additives

@ Logique pondérée : criteres d'efficacité alternatifs fondés sur la
maximisation de |'utilité collective.

@ Préférences additives :

o Complétude : résultat déja connu [Lipton et al., 2004].
o Pareto-efficacité : 777

@ préférences identiques,

@ préférences 0-1,

@ préférences 0-1-.. —k (?77),

@ nombre d’objets inférieur au nombre d'agents.

Lipton, R., Markakis, E., Mossel, E., and Saberi, A. (2004).

On approximately fair allocations of divisible goods.

In Proceedings of the 5th ACM Conference on Electronic Commerce (EC-04), New York,
NY. ACM.
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Partie 3 : Algorithmique et expérimentations

@ Calcul d’une solution leximin-optimale
@ Le probleme leximin-CSP
@ La programmation par contraintes
@ Les algorithmes
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(Calcul d’une solution Ieximin—optimale) Cadre expérimental Comparaison expérimentale des algorithmes

Maximisation de l'utilité collective ?

Nous avons introduit un langage logique dédié au probléeme de
maximisation de I'utilité collective.

Conclusion

62

94



(Calcul d’une solution leximin-optimale) Cadre expérimental Comparaison expérimentale des algorithmes Conclusion

Maximisation de l'utilité collective ?

Nous avons introduit un langage logique dédié au probleme de
maximisation de |'utilité collective.

Mais. .. Comment résoudre ce probléme et calculer un partage optimal 7
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(Calcul d’une solution leximin-optimale) Cadre expérimental Comparaison expérimentale des algorithmes Conclusion

Maximisation de l'utilité collective ?

Nous avons introduit un langage logique dédié au probleme de
maximisation de |'utilité collective.

Mais. .. Comment résoudre ce probléme et calculer un partage optimal 7

Utiliser un cadre de modélisation et résolution tel que les problémes de
satisfaction de contraintes (CSP) et la programmation par
contraintes.
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Cadre expérimental Comparaison expérimentale des algorithmes Conclusion

Réseaux de contraintes

(Calcul d’une solution Ieximin-optimale)

Réseau de contraintes [Montanari, 1974]
Un réseau de contraintes est formé par :
@ un ensemble de variables 2" = {x1,...,Xp};

@ un ensemble de domaines 7 = {%y,, ..., Pk, };
@ un ensemble de constraintes €, avec, pour tout C € ¢ :

o 2(C) le scope de la contrainte,
o Z%(C) I'ensemble des tuples autorisés par la contrainte.
v

Montanari, U. (1974).
Network of constraints : Fundamental properties and applications to picture processing.

Inf. Sci., 7 :95-132.
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(Calcul d’une solution Ieximin-optimal@ Cadre expérimental Comparaison expérimentale des algorithmes Conclusion

Le probleme de satisfaction de contraintes

CSP classique

Etant donné : un réseau de contraintes (2, 2, €).
Existe-t-il une instanciation compléte cohérente v de (2, 2,%) 7
~> NP-complet.
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(Calcul d’une solution leximin-optimale) Cadre expérimental Comparaison expérimentale des algorithmes Conclusion

Le probleme de satisfaction de contraintes

CSP classique

Etant donné : un réseau de contraintes (2, 2, €).
Existe-t-il une instanciation compléte cohérente v de (2, 2,%) 7
~> NP-complet.
v

CSP avec variable objectif

Etant donnés : un réseau de contraintes (Z',2,%) et une variable objectif
oc %, telle que 9, C N.
Quelle est la valeur maximale o de 9, telle qu'il existe une instanciation compléte
cohérente v avec v(0) = a ?

~> NP-complet (version probléme de décision).

y
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(Calcul d’une solution leximin-optimale) Cadre expérimental Comparaison expérimentale des algorithmes Conclusion

Partage et CSP

Le probléme de maximisation de I'utilité collective peut s'exprimer et se
résoudre aisément a I'aide d'un CSP avec variable objectif.
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Partage et CSP

Le probléme de maximisation de I'utilité collective peut s'exprimer et se
résoudre aisément a I'aide d'un CSP avec variable objectif.

Mais. .. Ce n'est pas le cas pour I'ordre social leximin, qui ne peut
s'exprimer directement comme un probleme de maximisation
mono-objectif.
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Partage et CSP

Le probléme de maximisation de I'utilité collective peut s'exprimer et se
résoudre aisément a I'aide d'un CSP avec variable objectif.

Mais. .. Ce n'est pas le cas pour I'ordre social leximin, qui ne peut
s'exprimer directement comme un probleme de maximisation
mono-objectif.

Optimisation leximin : Probleme d'importance dont la portée dépasse
largement le cadre du partage (CSP flous, recherche opérationnelle, .. .)
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Le probleme de satisfaction de contraintes

Leximin-CSP (CSP multi-objectif)

Etant donnés : Un réseau de contraintes (27, 2, %) et un vecteur de variables
T = (u1,...,un) (Vi, ui € Z and 2, € N) appelé vecteur objectif.

Quel est le vecteur leximin-optimal (a1, ..., an) de (Duy, ..., Pu,) tel qu'il existe une
instanciation compléte cohérente v avec v(u;) = o pour tout i ?
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La programmation par contraintes

Un outil flexible et efficace pour I'implantation et la résolution de CSP.

@ Notre approche : utiliser cet outil comme une «boite noire» pour la
résolution de leximin-CSP.

@ Intérét de I'utilisation de la Programmation par Contraintes :

o Développer des algorithmes génériques.
o Bénéficier de I'utilisation de ce cadre puissant et de son algorithmique.
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La programmation par contraintes

Appel de la propagation

Mécanismes q Propagation
de recherche h de contraintes

l

Mise-a-jour des domaines

Exploration de I'arbre Mise-a-jour des do-
de recherche, stra- maines, arc-cohérence
tégies (heuristiques)
Ce sur quoi nous pouvons agir :
@ Initialiser le probléme (déclarer les variables, domaines, contraintes).
@ Implanter de nouveaux algorithmes de propagation.

@ Appeler les fonctions solve ou maximize (boites noires).

(Calcul d’une solution leximin-optimale) Cadre expérimental Comparaison expérimentale des algorithmes Conclusion
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Algorithme 1

Un algorithme de type branch-and-bound

Allocation et partage équitables de ressources ind! ité et algorithmique




(Calcul d’une solution Ieximin-optimale) Cadre expérimental

Comparaison expérimentale des algorithmes

Un algorithme de type branch-and-bound

L’algorithme branch-and-bound classique (a critére entier) :
@ Un algorithme de branchement (exploration de I'arbre de recherche).
@ Une borne inférieure sur le critére a maximiser.
@ Une borne supérieure et un mécanisme de coupe (ub < Ib).

Notre algorithme (critére vectoriel avec préordre leximin) :

@ L'algorithme de branchement est donné par le solveur de contraintes (appel a
solve).

@ Borne inférieure : le vecteur objectif de la derniére solution trouvée.

@ Un mécanisme de coupe donné par une procédure de filtrage associée au
préordre leximin ~» Contrainte Leximin (inspirée de Multiset Ordering).

Conclusion
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Algorithme 2

Trier pour régner




Comparaison expérimentale des algorithmes Conclusion

(Calcul d’une solution Ieximin—optimale) Cadre expérimental

Version triée du vecteur objectif

Idée initiale
Maximiser le vecteur objectif en utilisant le préordre leximin < maximiser les
composantes successives du vecteur objectif trié.

~~ Nous introduisons donc la version triée du vecteur objectif :

@ Un vecteur de variables (yi,...,yn).
@ Une contrainte Sort(W,y’) [Mehlhorn and Thiel, 2000] (filtrage en temps

O(nlog(n))).

Mehlhorn, K. and Thiel, S. (2000).

Faster algorithms for bound-consistency of the sortedness and the alldifferent constraint.
In Dechter, R., editor, Proceedings of the 6th International Conference on Principles and

Practice of Constraint Programming (CP-00), pages 306—319, Singapore. Springer.
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Version triée du vecteur objectif

Idée initiale
Maximiser le vecteur objectif en utilisant le préordre leximin < maximiser les
composantes successives du vecteur objectif trié.

Conclusion

~~ Nous introduisons donc la version triée du vecteur objectif :

@ Un vecteur de variables (yi,...,yn).
@ Une contrainte Sort(W,y’) [Mehlhorn and Thiel, 2000] (filtrage en temps

O(n log(n))).

@ Maximiser y1 : y1.
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(Calcul d’une solution leximin-optimale) Cadre expérimental Comparaison expérimentale des algorithmes

Version triée du vecteur objectif

Idée initiale
Maximiser le vecteur objectif en utilisant le préordre leximin < maximiser les
composantes successives du vecteur objectif trié.

Conclusion

~~ Nous introduisons donc la version triée du vecteur objectif :

@ Un vecteur de variables (yi,...,yn).
@ Une contrainte Sort(W,y’) [Mehlhorn and Thiel, 2000] (filtrage en temps

O(n log(n))).

@ Maximiser y1 : y1.

@ Maximiser y, sous la contrainte y1 = yi1 : .
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(Calcul d’une solution leximin-optimale) Cadre expérimental Comparaison expérimentale des algorithmes

Version triée du vecteur objectif

Idée initiale
Maximiser le vecteur objectif en utilisant le préordre leximin < maximiser les
composantes successives du vecteur objectif trié.

Conclusion

~~ Nous introduisons donc la version triée du vecteur objectif :
@ Un vecteur de variables (yi,...,yn).
@ Une contrainte Sort(W,y’) [Mehlhorn and Thiel, 2000] (filtrage en temps
O(n'og(n))).

@ Maximiser y1 : y1.

@ Maximiser y, sous la contrainte y1 = yi1 : .

@ Maximiser y, sous les contraintes y1 = y1, ..., Yn_1 = Vn_1.
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Allocation et partage équitables de essoirii indivisibles : modélisation, complexité et algorithmique
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Allocation et partage équitables de essoirii indivisibles : modélisation, complexité et algorithmique
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Allocation et partage équitables de ressour:

ité et algorithmique
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Allocation et partage équitables de ressour:

ité et algorithmique
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Allocation et partage équitables de ressour:

ité et algorithmique
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Allocation et partage équitables de ressour:

ité et algorithmique




v(u;)

Allocation et partage équitables de ressour:

ité et algorithmique




v(u;)

v(yi)

Allocation et partage équitables de ressources ind

. Jalieati "

ité et algorithmique




v(u;)

v(yi)

Allocation et partage équitables de ressources ind!

ité et algorithmique




Algorithme 3

Utiliser une méta-contrainte. . .

Allocation et partage équitables de ressour:

ité et algorithmique




(Calcul d’une solution leximin-optimale Cadre expérimental Comparaison expérimentale des algorithmes Conclusion

Une définition alternative du tri...

Proposition
(y1,-..,Yn) est la version triée de (uy, ..., u,) si et seulement si :

@ y; est la valeur maximale telle que tous les u; sont > y; ;
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Une définition alternative du tri...

Proposition
(y1,-..,Yn) est la version triée de (uy, ..., u,) si et seulement si :
@ y; est la valeur maximale telle que tous les u; sont > y; ;

@ y» est la valeur maximale telle qu'au moins n — 1 valeurs parmi les u; sont
> Y2
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Une définition alternative du tri...

Proposition
(y1,-..,Yn) est la version triée de (uy, ..., u,) si et seulement si :
@ y; est la valeur maximale telle que tous les u; sont > y; ;

@ y» est la valeur maximale telle qu'au moins n — 1 valeurs parmi les u; sont
> Y2,

@ y, est la valeur maximale telle qu'au moins une valeur parmi les u; est
> Yn.
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La méta-contrainte AtLeast
«y; est la valeur maximale telle qu'au moins n — i + 1 valeurs parmi les u;
sont supérieures ou égales a y;»
~» une méta-contrainte de cardinalité particuliere [van Hentenryck et al., 1992] :

AtLeast({y; > v1,...,yi > up},n—i+1)

@ Un algorithme de filtrage spécifique qui s’exécute en O(n).

@ Une implantation possible en utilisant des contraintes linéaires.

van Hentenryck, P., Simonis, H., and Dincbas, M. (1992).
Constraint satisfaction using constraint logic programming.
Artificial Intelligence, 58(1-3) :113-1509.
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Algorithme 4

Remplacement des variables objectif

Allocation et partage équitables de ressour:

ité et algorithmique
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Remplacements de variables

L'algorithme de [Maschler et al., 1992] est fondé sur la remarque suivante :

Proposition

Etant donné un leximin-CSP (2", 2, %, W), I’ensemble des solutions
leximin-optimales ne change pas lorsque deux des variables objectif u; et u;j sont
remplacées par max(ui, uj) et min(ui, u;).

~> |dée de I'algorithme : utiliser récursivement ces transformations pour faire
apparaitre min;(u;) de maniére explicite.

Maschler, M., Potters, J. A. M., and Tijs, S. H. (1992).
The general nucleolus and the reduced game property.
International Journal of Game Theory, 21 :85-106.
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lllustration de I'algorithme

Us Uél) uéz) UéB) I Ué4) -
us oD u? o L

us oD o o)
Uy oD u@
Ul ugl)

Conclusion
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Algorithme 5

Des ensembles saturés

Allocation et partage équitables de ressour: : modélisation, complexité et algorithmique
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Principe de I'algorithme

@ Algorithme issu de la litérature sur les CSP flous
[Dubois and Fortemps, 1999].

@ Fondé sur le calcul de sous-ensembles saturés de variables objectifs
(strong a-cuts).

@ A chaque étape de I'algorithme, on opére un branchement sur les
sous-ensembles saturés.

@ Inconvénient : il peut y avoir un nombre exponentiel de sous-ensembles a
explorer a chaque étape (sauf dans des cas particuliers : problémes
linéaires continus avec ensemble des alternatives convexe).

Dubois, D. and Fortemps, P. (1999).

Computing improved optimal solutions to max-min flexible constraint satisfaction
problems.

European Journal of Operational Research.
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Partie 3 : Algorithmique et expérimentations

@ Cadre expérimental
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Des jeux de tests pour les algorithmes. ..

Pas de jeu de tests générique et réaliste de référence pour les problemes
d’allocation de biens indivisibles (sauf enchéres combinatoires).
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Des jeux de tests pour les algorithmes. ..

Pas de jeu de tests générique et réaliste de référence pour les problemes
d’allocation de biens indivisibles (sauf enchéres combinatoires).

Nous avons testé nos algorithmes sur :
@ une version simplifiée (linéaire) du probléme Pléiades ;
@ des instances de problémes d’enchéres combinatoires générées par CATS;

@ des instances du modeéle logique du probléme de maximisation de |'utilité
collective générées de maniere aléatoire;

@ une instance du probléme d’allocation de sujets de TREX (Supaéro).
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Le probleme Pléiades simplifié

Un modele tres simplifié du probleme de partage de la constellation
Pléiades. . .

Hypotheses simplificatrices :
@ Préférences : les préférences des agents sont additives.
@ Contraintes :

@ contraintes de volume particulieres a chaque agent (pour introduire un
quota d’images par agent),

@ contraintes de volume générales (pour approximer les contraintes physiques
réelles)

@ Modélisation a I'aide de variables de décision 0—1 et de contraintes
linéaires uniquement.
Générateur d’instances :

Nous avons implanté un générateur d'instances (en Java), disponible en ligne :
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Enchéres combinatoires

Enchéres combinatoires : instance particuliere du probleme de partage
de biens indivisibles :

@ un ensemble d’enchérisseurs (agents) et un ensemble d'objets;

@ chaque agent propose des mises : une mise = un ensemble d’objets (un
lot) associé a un prix (une utilité);

@ un partage valide est une sélection d'un ensemble de mises mutuellement
exclusives ;

@ dans la formulation traditionnelle, on cherche a maximiser le revenu du
commissaire-priseur (vision utilitariste classique).

Un générateur d'instances aléatoires réalistes de référence :
CATS (Combinatorial Auctions Test Suite)
~» Génération d'instances pour le probléeme d'optimisation leximin.


http://www.cs.ubc.ca/~kevinlb/CATS

N H - R e c
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Modele logique

@ Une implantation (en Java) du modéle logique du probléme de partage
[MAX-CUF].
@ Trois générateurs de probléemes :

e générique,
e Spot,
o Pléiades.

Modele et générateur d'instances disponibles en ligne :

» http ://www.cert.fr/dcsd / THESES /sbouveret/benchmark2007
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@ Comparaison expérimentale des algorithmes
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Le cadre expérimental. ..

@ Tous les algorithmes ont été implantés en Java, avec la bibliotheque de
programmation par contraintes Choco [Laburthe, 2000].

@ Nous avons cherché a mettre en valeur I'influence du nombre d'objets et
du nombre d'agents sur le temps de calcul.

Laburthe, F. (2000).
CHOCO : Implementing a CP kernel.
In Proceedings of TRICS'2000, Workshop on techniques for implementing CP systems,
Singapore.
http://sourceforge.net/projects/choco.
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-o- Algorithme 1 fondé sur la contrainte Leximin.
e Algorithme 2 fondé sur la contrainte Sort.
- Algorithme 3 fondé sur la contrainte AtLeast.
- — Algorithme 4 fondé sur les transformations max-min.
A Algorithme 5, inspiré de [Dubois and Fortemps, 1999].

—o- Algorithme fondé sur le calcul et la comparaison de toutes les solutions du probléme.
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Synthése des contributions

@ Modélisation des problemes de partage : un formalisme pour intégrer
des droits exogenes inégaux dans le cadre welfariste.
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Synthése des contributions

@ Modélisation des problemes de partage : un formalisme pour intégrer
des droits exogenes inégaux dans le cadre welfariste.
@ Représentation compacte des problemes modélisés :

o Représentation du probléme de maximisation de I'utilité collective fondé
sur la logique pondérée.

o Représentation logique du probleme d’existence d'un partage sans envie et
Pareto-efficace.
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Modélisation des problemes de partage : un formalisme pour intégrer
des droits exogenes inégaux dans le cadre welfariste.
Représentation compacte des problemes modélisés :
o Représentation du probléme de maximisation de I'utilité collective fondé
sur la logique pondérée.

o Représentation logique du probleme d’existence d'un partage sans envie et
Pareto-efficace.

Complexité computationnelle : Identification de la complexité des
problémes [MAX-CUF] et [EEF EXISTENCE], et de certaines de leurs
restrictions et dérivés.

Algorithmique : Adaptation et développement d'algorithmes de
programmation par contraintes pour I'optimisation leximin.
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Synthése des contributions

Modélisation des problemes de partage : un formalisme pour intégrer
des droits exogenes inégaux dans le cadre welfariste.

Représentation compacte des problemes modélisés :

o Représentation du probléme de maximisation de I'utilité collective fondé
sur la logique pondérée.

o Représentation logique du probleme d’existence d'un partage sans envie et
Pareto-efficace.

Complexité computationnelle : Identification de la complexité des
problémes [MAX-CUF] et [EEF EXISTENCE], et de certaines de leurs
restrictions et dérivés.

Algorithmique : Adaptation et développement d'algorithmes de
programmation par contraintes pour I'optimisation leximin.
Expérimentations :

o Génération d'instances réalistes de probléemes de partage.
o Comparaison expérimentale des algorithmes d'optimisation leximin.
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@ Partage et langages graphiques de représentation de préférences
(CP-nets).

@ Stratégies et (résistance a la) manipulation.
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Perspectives

@ Partage et langages graphiques de représentation de préférences
(CP-nets).

@ Stratégies et (résistance a la) manipulation.

@ Une étude conjointe de I'égalitarisme et de I'absence d'envie
(Problématique abordée dans [Brams and King, 2005]).

Brams, S. J. and King, D. L. (2005).
Efficient fair division : Help the worst off or avoid envy ?
Rationality and Society, 17 :387—421.
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@ Génération d'instances aléatoires.

@ Approximation.de I'équité :
o définition de la'notion d'approximation (mesure d’envie, leximin approché),
o procédures algorithmiques approchées (schémas d’approximation
polynomiaux, algorithmes incomplets).
@ absence d’envie : connaissance limitée des parts des autres agents,
connaissance limitée des agents entre eux .

@ Partage répété et régulation temporelle.
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et trois générateurs.
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ce jour inexistant.
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Calcul d’une solution leximin-optimale

@ Génération d'instances aléatoires.

@ Un modéle logique générique, une implantation logicielle de ce modeéle,

et trois générateurs.
@ ~ Base d'un générateur de problémes de partage réalistes et génériques, a

ce jour inexistant.

CATS H ~» Combinatorial Auctions Test Suite

RATS t ~> Resource Allocation Test Suite

Comparaison expérimentale des algorithmes Conclusion
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Perspectives (2)

@ Génération d'instances aléatoires.
@ Approximation de |'équité :
o définition de la notion d’approximation (mesure d’envie, leximin approché),
o procédures algorithmiques approchées (schémas d’approximation
polynomiaux, algorithmes incomplets).
@ absence d’envie : connaissance limitée des parts des autres agents,
connaissance limitée des agents entre eux [Chevaleyre et al., 2007].

Chevaleyre, Y., Endriss, U., and Maudet, N. (2007).
Allocating goods on a graph to eliminate envy.
In Proceedings of the 22nd AAAI Conference on Artificial Intelligence (AAAI-07),

Vancouver, British Columbia, Canada.
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Perspectives (2)

@ Génération d'instances aléatoires.
@ Approximation de |'équité :
o définition de la notion d’approximation (mesure d’envie, leximin approché),
o procédures algorithmiques approchées (schémas d’approximation
polynomiaux, algorithmes incomplets).
@ absence d’envie : connaissance limitée des parts des autres agents,
connaissance limitée des agents entre eux .

@ Partage répété et régulation temporelle.
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