Universite

de Toulouse TH E SE

En vue de I'obtention du
DOCTORAT DE L’UNIVERSITE DE TOULOUSE

délivré par I'Institut Supérieur de I’Aéronautique et de ’Espace

Spécialité : Intelligence Artificielle

Présentée et soutenue par Sylvain Bouveret
Le 16 novembre 2007

Allocation et partage équitables de ressources indivisibles :
modélisation, complexité et algorithmique

JURY

. Christian Bessiére, président du jury

. Ulle Endriss

. Thibault Gajdos

. Jean-Michel Lachiver, co-directeur de thése
. Jérdbme Lang, co-directeur de these

. Michel Lemaitre, co-directeur de thése

. Patrice Perny, rapporteur,

. Thomas Schiex

=SS

Ecole doctorale :  mathématiques, informatique et télécommunications de Toulouse

Unité de recherche  : équipe d’accueil SUPAERO-ONERA MOIS
(ONERA-DCSD, centre de Toulouse) - IRIT - CNES

Rapporteurs : M. Boi Faltings et M. Patrice Perny

Directeurs de these : M. Jean-Michel Lachiver, M. Jérome Lang et M. Michel Lemaitre






Remerciements

¢ tiens a remercier toutes fes persotittes 9111' ont contribuc, de prés ou de foin, a la réalisation S ce travail Se
. . . . . s, .

these. s ont le Sroit & ma reconnaissance ct a un cé‘cmpfatrc gratuit de ce manuscrit s ils fe soubaitent.

e ticns toutefois a adresser 7uef7ues remerciements particuliers aux personnes 7ui seront citées Sans les

Seux pages suivantes, ot 9ui mont tris certainement apporte autant sur fe pfcm tcogm’gue que sur fe pfcm humain.

€n premicr liew, je tire un coup e chapeau a 7eaﬂ—¢%o§cf @o/}iver, “Jérome @115 et 0/%012’01’ [emaitre, 7111'
mont cncabré pendant ces trois anmces. s ont su m’apporter) par leur relative Sisponibilité, feurs Sifferences, ct feurs

7uafifés fedjﬂiyucs et fumaines, tous les ingredients nécessaires a fa réalisation §'un travail S these Sans Ses conditions
cé'ceffcntes. Ljespére avoir encore moult occasions Se fes cotoyer, que ce soit pour ume Sdiscussion teoigniguc) a lautre
bout Su monde, ou encore au Sétour 8 un chemin ou § une fa(afse.

gfmoﬂ Se giﬁry) Womas 5051’9&‘ et gérarb ‘Verfaiffio ont cu [occasion dc suivre mon travail S pres a ['occasion
on particufier Se feur participation a mon comitc de these, méme si feur iﬂffuoﬂce sur ce travail Sépasse fargemenf ce
cabre restreint. “Je les on remercic vivement | ﬂ/l/(/crci particulicrement a /@omas Sogicg § avoir accepte Se faire partic
Se ot jury.

Wl{grci infiﬂimwf aux profcsscurs Boi faftiﬂﬁs et JOatrice )Oerﬂy, 911.{ ont eu fa fourse tache proﬁafnfemeﬂt 7ucf7ue
peu fastidicuse §'otre les rapporteurs du présent manuscrit. 7,a1‘ eu plaisiv a Siscuter avec cux, a ['occasion S multiples
rencontres, ct leurs conscils m ont été trés utiles pour améliorer ce manuscrit ainsi que. pour fa suite S¢ mon travail.
7,aimerais remercicr en outre )Oafrice )Ocrﬂy pour m avoir accucilli Sans son éguipc au [aboratoire é,ijnformafi?ue Se
)Oar{s § pendant Seux semaincs.

Je remercie Christian Bessiere, Ulle €ndriss ot Thibault gajbos, membres Se mon écfecfigue jury e these, pour
fa 7ua{ité Se feur cmafyse, fa precision de feurs 9uestions et fa pertinence de leurs conseils fors ¢ fa soutenance. M{grci
a @grisﬁan Bessicre 8 avoir accepté Se présiber fe jury. WV@rci a Tﬂjifaauff gajbos 8 avoir acccpfé S¢ s aventurer sur les
terres inconmues Se f'iﬂformatigue en participant a mon jury Se these. e remercic enfin chaleurcusement Ulle Cniriss,
pour avoir fu fe manuscrit avec autant b’atfeﬂﬁ‘m, pour toutes fes Siscussions que nous avotss pu avoir au cours d¢ ma
these, pour {,éﬂcrﬁie 7u’if Séploic a orgasiser des éocnements fedérateurs dans la communauté, et pour m avoir Sonné

4 . . . . .
{ occasion Se participer a be nombreuses reprises a des groupes Se travail.

Tai effectuc ma these au sein e f'éguipe Conbuite ct Décision du @éparfemcaf Commanse s gystémes et
@yﬂamiﬂue Su vol ¢ [Onera, on j,ai fvéﬂéficié Sc conditions Se travail particulicrement agréaﬁfes. 7’aimerais Sdonc
remercier }Oafricfé fabiani et *Jeanfrancois gaf;arb Sc m avoir accucilli Sans cette éguipc) ainsi que tous les membres Se
[unité Sont j'ai apprécié la compagnic. a/l/(grci a @gristoptz’c “f(;:)f” garion, Se 5upaéro) Sc m avoir fait confiance ot be
m avoir fait Sécouvrir le monde merveilleux Se Java et Se f,ensefgncment. Merci aussi a tous les personnels (teotz’niﬂues)

administratifs, gardes, ctc.) 7ui fous {acifiteﬂt la tache au 7uotibicﬂ ot contribuent a nous rendre le travail plus agréa@fa.

4 . . . . 4 ’ . . / . .
O'un point S¢ vue plus pra(gmattﬂue, je remercic le Cres ot [Onera § avoir finance cette these. Je remercic aussi

4 . . . S / e . . .
f‘W pour e financement Ses missions Sont jai pu fwﬂcfmcr a plusicurs reprises au cours Se ma these, Sans le

cadre e ma participation au projet )Oéac.



Outre les personnes gue jai §éja citées Sams les paragraphes précélents, jai eu fa chance Se faire S multiples
connaissances durant ma these, au Sctour Se groupes Se travail, Se conférences ou Se seminaires. e penise tout 8 abor$
a toutes fes personiics 7uf gravitent autour du groupe /V/{uff/&gmf Resource %fo:aﬁoﬂ et Su projet KM )Ogac) et
en particulier fes gens du Lamsabe Sont Vann @gcaafc?re, gyfaia Cstivie ot Nicolas Mfaudet, Su Cril, e VL,
et Su [ips. “Je remercic & cette occasion particulicrement f,éguipe Décision du Lips, 7ui m'a accucilli chaleureusement
pendant Seux semaines, ot notamment (outre )Oafrice )Ocrny que j’ai ¢ja c{fé)) Olivier gpaﬂjaarb) )Oau{ ‘Weng, et fa
jopeuse éﬂuipe des thesards, [ucic, Nicolas, ct fes autres. [I/V@rci aussi & Bruno Fanuttini pour toutes nos Siscussions

4/ . . . . 4 . 4/
communcs, pour ses 7uafttes humaines, ct pour son invitation a [ Université S¢ Ceon.

M{grci a fa meute Ses thesards toulousains, parmi fesgucfs :
> les thésards Su @@5@ ot assimilés : Clément ot ses sandales, Cébric et son professeur émérite & Jgﬁngus,
[‘autre Césric, Nico, greg fe millionnaire, greg fe profétaire, M/@nu tentionnaire, egarfcs, Oivier, £lo, 5fép§cmc)
quieﬂ, )Oatrice, gopgie, Florent et les autres ;
> les pifiers $u @W : Claire ot sa polaire frottée, Bruno, imventeur Su cabeau concept ot e la foi Se
frackowiak, Nico;
> fa horse Se [Tt éfisc) Kevin, Nico ;
> les joveur Srilles §e [ Tnra : Natthias, dont [ activité principale consiste a compiler fe ©;
> les autres @ rajoutes votre nom ici si je vous ai oublié : i
M{/erci a anrﬁz’ Se w1 avoir Jééﬁergé tant e fois {orsgue jyéfais cn mission. fW@m‘ aux membres Se la coﬂfrér{e
gafﬂt—@c, issus § une fonﬂue fignée S¢ maitres brasseurs Sepuis 2007. fVV(grci aux amis proches et moins proches, aux
grimpeurs, aux nageurs, aux cindphiles, aux cyﬂopéifcs) aux amateurs S bovins, aux skicurs, aux randommeurs, aux
chercheurs, aux étubiants, aux courcurs, aux piliers S¢ comptoir, aux adeptes Su jeu S mots, aux geeks, aux mélomancs,

aux ours des montagnes,. ..
Merei a tous les professeurs 7ui m ont Sonné ['envie S’apprcnbre) la curiosité intellectuclle, ot fe goit de fa recherche.
Merci @ ma mere Se m avoir soutenu ot Somné f,omaorfunffé Se faire des ctudes.

Nerei enfin a Warianne, pour tout le reste, tout ce gui compte récllement.

Je Sstic cette these a Rlice, née le 26 janvier 2006,

iv Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage



T Modélisation

Table des matiéres

(1 Partage et décision collective|

.1

l.a ressourcel .

[1.2  La notion de prétérences . . . . . . . . . ...

[1.2.1 Modélisation des préférences|. . . . . . . . . . ...

212

otructure de prétérence ordinalel . . . . . ... ..o

T213

Extensions de la structure de prétérence ordinale| . . . . . . . . . ..

[1.2.2  L’espace cible des prétérences individuelles|. . . . . . ... ... ... .. ...

3

Agrégation des préférences et partage équitablel . . . . . ..o

[1.3.1  Principes normatifs de la justice distributive]. . . . . . . . . ..o

[1.3.1.1 Le principe d’équité| . . . . . . .. .. .. ..o
[1.3.1.2  Le welfarisme cardinal| . . . . . .. ... .00
Il.;i,l,;i l,g ahsﬁll(:ﬁ d’ﬁ]lyiﬁl .............................
Il,;i,z g)l!llﬁ dﬁ hlﬁn—éllﬁ SQ(:la], Ql tQIlS:“QIl d’!llllllé QIQHQ!'“&QI .............
[1.3.3  Propriétés des ordres de bien-étre collectit et des partages optimaux| . . . . .
[1.3.3.1 Propriétés basiques| . . . . . . .. ... . L
[1.3.3.2  Partage et équité]. . . . . . . . ..o
[1.3.3.3 Résumé de ’ensemble des propriétés| . . . . . .. . .. ... ...

[1.3.4  Fonctions d’utilité collective classiques| . . . . . . . . ... ... ...

T3.41

Fonction d’utilité collective utilitariste classiquel . . . . . . . . . ..

13

15
15
15
18
20
20
20
22
23
26
27
27
27
28
31
32
33
33
34
40
41
41
43



Table des matiéres

[1.3.4.3  Somme des puissances| . . . . . . ...

[L.3.4.4  Moyennes pondérées ordonnées (OWA)| . . .. ... ... ... ...

[1.4  Distribution ou répétition dans le temps de la procédure d’allocation| . . . . . . . ..

[1.4.1 Partage centralisé ou distribuél . . . . . . . .. ...

[1.4.2  Reépétition dans le temps du probleme d’allocation| . . . . . . . ... .. ...

2 Droits exogénes|

2.1 Exemplesreperes| . . . . . . . ...

[2.1.1  Avec des droits égaux|] . . . . . . . . . ..o

[2.1.2  Avec des droits mmégaux| . . . . . . . . ...

[2.2  Le principe de duplication des agents| . . . . . . . . . ... ...

[2.3  Propriétés des ordres sociaux et partages optimaux| . . . . . . . . .. ... ... L.

[2.3.1 Extension des propriétés basiques classiques| . . . . . . . .. ...

[2.3.2 Equité en présence de droits exogénes inégaux|. . . . . . . . .. ... .. ...

[2.3.2.1  Juste part et absence d’envie| . . . . .. ..o

2.3.2.2 Equité fondée sur Iégalitarisme et droits inégaux| . . . . . . .. . ..

[2.3.3  Nouvelles propriétés relatives aux droits exogénes| . . . . . . . . . .. . .. ..

[2.3.4  Application aux quatre ordres de bien-étre social étendus| . . . ... ... ..

[2.4  Fonctions d’utilité collective de compromis et droits inégaux| . . . . . . . . ... ...

[2.4.1 Fonctions somme des puissances| . . . . . . . ... ... ...

[2.4.2  Moyennes Pondérées Ordonnées Etendues| . . . . . . .. .. ... .. .. ...

2.5 Applications|. . . . . ... e

[2.6  Droits inégaux ordinaux| . . . . . . ...

[2.7  Conclusion sur les droits exogénes imnégaux| . . . . . . . . . . ... ...

(I  Représentation compacte et complexitél

[3 Représentation compacte|

[3.1 Représentation compacte de I'espace des alternatives| . . . . . . . .. ... ... ...

[3.1.1.1  Espace d’alternatives combinatoires| . . . . .. .. ... ... ....

3.1.1.2  Application au partage : espace des allocations| . . . . . . . ... ..

[3.1.1.3  La représentation compacte] . . . . . . . ... ... ..

53
29
55
26
56
29
59
60
61
62
68
70
70
70
73
74
76
76
7
78

79

vi Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage



Table des matiéres

[3.1.3 Varmables de décision binaires| . . . . . . ..o 0000000 86
[3.1.3.1 Représentation logique|. . . . . . . .. ... oL 86
13.1.3.2  Application & I'espace des allocations| . . ... ... ... ...... 88
[3.1.3.3  Représentation binaire de variables n-aires| . . . . .. ... ... .. 88
[3.1.3.4  Représentation logique et compilation de connaissances . . . . . . . 88

[3.2  Représentation compacte de préférences| . . . . . . .. .. ... L. 91

B2T1 Cadreformell . . .. .. .. . . . 91
[3.2.1.1 Langage de représentation compacte de préférences|. . . . . . . . . . 91
13.2.1.2  Application au partage : espace combinatoire d’objets| . . . . . . . . 92
13.2.1.3  La représentation compacte de préférences| . . . . .. ... ... .. 93

[3.2.2  Modélisation a base de logique| . . . . . . . ... oL Lo 94
[3.2.2.1  Prétérences dichotomiques|. . . . . . . . . ... ... ... 95
[3.2.2.2 Préférences ordinales|. . . . . ... ..o 95
3223 Préférences cardinaled . . . . . . . ... .. oL 97

[3.2.3  Prétérences ceteris paribus et CP-nets| . . . . . . . ... ... 99
[3.2.3.1  Prétérences ceteris partbus| . . . . . . . . ... 99
3232 CP-netsl. . . . . ... 100
13.2.3.3  Application au probleme de partage| . . . . .. .. ... ... 103

[3.2.4  Prétérences additives généralisées| . . . . . . . . . ... oL 104
[3.2.4.1 Langages de lots k-additifs| . . . . .. .. ... ... ... .. ... . 104
13.2.4.2 Indépendance additive généralisée, GAl-nets et CSP valués| . . . . . 105

13.2.5  Langages d’enchéres combinatoires| . . . . . . . . . . ... ... ... ..., 109
3.2.5.1 Langages OR et XOR| . . . . . .. ... ... .. ... ..... 109
[3.2.5.2  Combiner les langages OR et XOR|. . . . .. ... ... ... ... 111
13.2.5.3  Langages logiques pour les enchéres combinatoires| . . . . . . .. .. 112

13.2.6  Conclusion sur les langages de représentation de préférences| . . . . . . . . . . 113

[3.3  Représentation compacte des problémes de partage équitablel . . . . . .. . ... .. 113

13.3.1  Pareto-efficacité et absence d’envie en présence de prétérences dichotomiques : |
représentation logique| . . . . . .. L. oL 115
B.3.1.1 Absence d’enviel . . . . . . ..o 117
[3.3.1.2  Partages efficaces|. . . . . . . . ... L o 118
13.3.1.3  Partages efficaces et sans-envie| . . . . . . ... .. ... ... .. 119
13.3.1.4  Conclusion sur le probléme avec prétérences dichotomiques| . . . . . 120

13.3.2  Un langage générique pour le probléme de partage de biens indivisibles|. . . . 121
3321 Contraintesl . . . . . . . . .. 121
13.3.2.2  Demandes pondérées et prétérences individuelles| . . . . . . . .. .. 122
3323 Ttilité collectivel . . . . . . . . . .. .. 123
[3.3.2.4  Probléme de partage de biens indivisibles générique] . . . . . . . .. 124

Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage vii



Table des matiéres

[3.3.2.0  Traduction des problémes d’encheres combinatoires|. . . . . . . . .. 125

B4 Conclusionl. . . . . . . . .. 126
[4 Complexité du probléme de partage)| 129
4.1 FExistence d'une allocation efficace et sans-enviel . . . . . . ... ... ... ... .. 129
4.1.1  Complexité du probléme KEF avec prétérences dichotomiques| . . . . . . . . . 129
4.1.1.1 Le probleme général| . . . . . . ... ... ... o0 129

4.1.1.2  Restrictions sur le langage|. . . . . . . . . ... ... ... 134

“l1.1.3 Criteres defficacité alternatafsl . . . . . . ... ... ... ... ... 143

4.1.2  Prétérences non-dichotomiques| . . . . . . . . . . . . ... ... 147
[4.1.2.1  Prétérences logiques générales|. . . . . . . ... ... ... .. ... 147

4.1.2.2  Prétérences numériques sous forme logique| . . . . . . . .. ... .. 148

[4.1.2.3  Prétérences numériques additives| . . . . . . . .. ... 151

K413 Conclusionl . . . . . . . . . 156

4.2 Maximisation de ['utilité collectivel . . . . . . . . . .. oo o oo 156
4.2.1  Complexité du probléme générall . . . . . . ... .. ... ... ... .. 159
2.2 Pasdecontraintel . . . . . ... oo 159
4.2.3  Contraintes de préemption uniquement|. . . . . . . . . . . . . . .. ... .. 160
[4.2.4  Contraintes de volume uniquement| . . . . . . . . . . ... ... ... 164
4.2.5  Contraintes d’exclusion uniquement| . . . . .. .. . ... ... ... ... .. 165
2.6 Conclusionl . . . . . . . . . . e 166

HII  Algorithmique) 169
[ Préordre leximin et programmation par contraintes| 171
o-1  Exposé du probléme| . . . . . ... 171
[5.1.1  Retour sur le préordre leximin|. . . . . . . . .. .. ... ... L. 171

[0.2 Le probleme de satistaction de contraintes a critére max-leximin|. . . . . . . . . . .. 173
5.3  Programmation par contraintes et optimisation leximin|. . . . . . . . . . .. ... .. 175
[0.3.1 La programmation par contraintes| . . . . . . . . . . .. ... ... ... .. 175
5.3.1.1 Les deux composantes d’'un systéme de programmation par contraintesfl75

5.3.1.2  Propagation de contraintes| . . . . . . . . ... ... ... ... ... 177

5.3.1.3  Contraintes globales| . . . . . . .. ... ... ... 179

[5.3.1.4  Programmation par contraintes événementielle] . . . . . . . . .. .. 179

[5.4  Algorithmes de programmation par contraintes| . . . . ... ... . ... .. ..... 180
0.4.1  [e leximin comme une fonction d'utilité collectivel. . . . . . . . .. . . . . .. 182
[5.4.2  Une contrainte ad-hoc pour 'ordre leximin|. . . . . . . .. ... ... ... .. 183
[9.4.3  Algorithmes 1tératifs] . . . . . . . .. ... oL 185

viii

Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage



Table des matiéres

5.4.3.1  DBrancher sur les sous-ensembles saturésl . . . . . .. ... ... .. 185

5.4.3.2  TIrier pour régner|{. . . . . . ... 188

5.4.3.3  Un nouvel algorithme utilisant une méta-contrainte de cardinalité] . 189

5.4.3.4 Transformations max-min| . . . . . . . . . . . .. . 193

[0.4.4  Aspects heuristiques| . . . . . . . L 195

) - au-dela O 196

bod1 Unleximinasewll .. ... ... 197

[9.5.2  Les moyennes pondérées ordonnées| . . . . . . . . .. ... 198

[6 Expérimentations| 199
[6.1 Le probléeme Pléiades sismphfié|. . . . . . ... . ... o oo o 200
[6.1.1  Description et modélisation du probléme|. . . . . . . . . ... ... 200

6.1.2 Génération des instances|. . . . . . . . ... 201

013 Reésultats . . . . .« . 202

[6.2  Encheres combinatoires équitables| . . . . . . ... . oo Lo 207
[6.2.1  Description et modélisation du probléme|. . . . . . . .. ... ... 207

622 Génération des instances|. . . . . . . ... Lo 207

023 Résultats . . . . . . . 209

6.3 Probléme de partage de biens indivisibles générique| . . . . . . . . .. Lo 212
[6.3.1  Description du modeélel . . . . . . .. ... 212

6.5.2 Génération des instances|. . . . . . . ..o Lo 213

[6.3.2.1 Instances de type générique| . . . . . . . ..o 213

6.3.2.2 Instances de type Pléiades. . . . . . . . . ... ... . 213

6.3.2.3  Instances de type Spot| . . . . ... oo 214

033 Reésultats . . . . . . . e 215

6.4 Probléme d’affectation de sujets de travaux expérimentaux|. . . . . . . . . . . . ... 217
|6.4.1  Description de I'instance réellel . . . . . . . .. .. ... ... ... ... .. 217

6.4.2  Modélisation et résolution du probleme|. . . . . . . . . .. .. oo 218

6.4.2.1  Formulation mathématique du probléme|. . . . . . . . ... ... .. 218

6.4.2.2 Probléme de flot sous contraintes . . . . . . .. ... ... 219

6.5 Conclusion|. . . . . . . . 220
[Conclusionl 223
[Bibliographie| 229
[Liste des figures et tableaux]| 243
[Liste des figures|. . . . . . . . . e 243
[Liste des tableaux] . . . . . . ..o Lo 244

Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage ix



Table des matiéres

[Liste des symboles| 246
[A Classes et problémes de complexité| 249
[A.1 Classes de complexitél . . . . . . . . . . L 249
|A.2 Liste des problémes introduits| . . . . . . . . . .. Lo 252

(B Représentation du préordre leximin par une fonction d’agrégation| 255
IB.1 Taille du domaine de la tonction d’agrégation| . . . . . . . . ... ... ... ... .. 255
B.2  Représentation du préordre leximin| . . . . . . . ... ..o 257
IB.2.1 Par une moyenne pondérée ordonnée| . . . . . . . .. ... L. 257

IB.2.2  Par une fonction somme des puissances| . . . . . . . ... .. ... 257

IB.3  Le cas particulier de la fonction somme des puissances| . . . . . . . . . ... ... .. 258
IB.3.1 Lecascritiquel . . . . . . . . . e e 258

B.3.2 Calculdu g minimal|] . . .. ... ... ... ... oo 259

[B.3.2.1 Tableau de variationde f| . . . . . ... ... ... ... 259

IB.3.2.2  Une borne supérieure de Gmin| - - - - « « « - v o oo o0 o 260

IB.3.2.3  Une deuxiéme borne supérieure de ¢min| - - - « « « « v« o o0 .. 261

[C Calcul des indices d’inégalité généralisés| 263
|C.1 Indices d’Atkinson généralisés| . . . . . . . . . . ... 263
C.1.1 g F 0. . . . e e 263

C.1.2 g=0]. . . . . e 263

|C.2 Indice de Ginl généralisé| . . . . . . . . . ... 264
[C.2.1 Premiére formulationl. . . . . . . . . . ..o o 264

[C.2.2 Deuxieme formulationl . . . . . . . . . .. oo 264

[C.2.3 Troisiéme formulationl . . . . . . . . . . .o 265

Index] 266

X Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage



Ensembles
R,QetN
@, QetN
Rt et QF
Ry, Q4 et N,
Ry et QF

Lettre calligraphique

Notations

Ensemble des réels, des rationnels et des entiers naturels
RU{—00,4+00}, QU {—00,+00} et NU {+o0}
Ensemble des réels positifs et des rationnels positifs
R\ {0}, Q\ {0} et N\ {0}
RT\ {0} et Q7 \ {0}
Ensemble mathématique (27, %/,...)
Ensemble mathématique
Produit cartésien
X x--x X
n fois
Ensemble des parties de 2~
Relation d’inclusion
Inclusion au sens large, inclusion stricte
Appartenance & un ensemble
Intervalle réel fermé entre a et b
Intervalle entier entre n et m inclus
Cardinal de 2~
Ensemble vide

Vecteur

Vecteur

i°me composante du vecteur T

Vecteur des composantes de 7 ordonnées dans I’ordre croissant
i®me composante du vecteur !

Vecteur des composantes de 7 ordonnées dans I’ordre décroissant
i“me composante du vecteur 7't

—
moyenne des composantes du vecteur x

Raisonnement mathématique

v, d
= =
-~
Relations binaires
R
TRy

Quantificateurs universel et existentiel non logiques
Implication non logique
Equivalence non logique

Relation binaire quelconque

R(z,y)



Table des matiéres

(=2,2),(L,>) Préordres (relations binaires réflexives et transitives)
=<, - Préférence stricte : 2 <y < (r Sy ety A x)
~ Indifférence : x ~y < (r Sy et y < x)
1, T Eléments minimum et maximum vis-a-vis d’un préordre
max Ensemble des éléments non dominés vis-a-vis de =
[x]~ Classe d’équivalence de z vis-a-vis de la relation ~
&~ Ensemble quotient de & pour ~
Logique et contraintes
X Variable binaire (booléenne) ou non binaire
X, X valeurs minimales et maximales du domaine de x
X Q, X Q, X Q modifications du domaine de x (dans les algorithmes)
-, V, A\, —, & Connecteurs logiques non, ou, et, implication, équivalence
x?7y1:¥o0 opérateur logique if-then-else
Mod(p) Ensemble des modeéles de ¢
vE @ v € Mod(p)
MazCons(A, [3) ensemble de tous les sous-ensembles maximaux [-consistants de A
MaxCons(A) MaxCons(A,T)
va Symbole de conséquence sceptique
Inst(Z") Ensemble des instanciations (ou interprétations) sur 2~
(x1:v(X1),...,Xn : ¥(xn)) Instanciation (notation explicite)
(Vg Uy) Concaténation de deux instanciations
(X1 Dxqys--sXn : D) Fonction de domaine (notation explicite)
(D1, D) Unification de deux fonctions de domaine
OIRZ Projection d’une instanciation sur un ensemble
Fonctions, limites
|| Valeur absolue de z
sgn(x) Fonction signe : Vo € R*, sgn(z) = I%I
log Fonction logarithme népérien
1d Fonction identité
fx) p— b b est la limite de f(z) lorsque x tend vers a
r—at,r—a” x tend vers a par valeurs positives, négatives
f(@) = 04—alg()) s —0
Complexité computationnelle
P Probléme de décision quelconque.
co-P Complémentaire du probléeme P .
Probabilités
X = (21,A1;.. 520, Ap) Variable aléatoire
(T1,p15 -5 %n, Dn) Loterie
P Fonction de probabilité
E(X) Espérance de X
Divers
(mt?_l) Coefficient binomial

g Graphe

2 Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage



Table des matiéres

Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage 3






Introduction

La juste répartition des biens — et des travaux pour le bénéfice commun — entre les membres
d’une société est la garantie du bien-étre des individus, de la stabilité et de la paix sociale. Cette
«juste répartition» des ressources implique l'introduction d’un ensemble de régles d’allocations et
de lois acceptées par tous les membres de la collectivité, ’ensemble de ces régles correspondant
a ce que les membres de la société considérent comme équitable. Selon cette acception, le terme
d’«équité» ne véhicule donc pas nécessairement de contenu éthique ou moral, contrairement a son
emploi habituel dans le langage courant [Young, [1994]. Une régle (de partage) est considérée comme
équitable si elle est acceptée et jugée appropriée par I’ensemble des membres de la collectivité, au
vu des besoins, statuts et contributions de ’ensemble des individus.

11 convient de bien distinguer deux facettes de ’équité. D’un coté, ’équité au sens large concerne
la répartition des biens, des droits et des obligations au sein d’une société dans son ensemble. 1l s’agit
du domaine de prédilection des philosophes sociaux et moraux, qui s’appliquent & définir la notion
de justice sociale. L’autre aspect de I'équité est de nature beaucoup plus locale : elle s’applique &
des situations concrétes telles que 'on peut rencontrer dans la vie de tous les jours et pour lesquelles
on essaie de proposer un ensemble de régles permettant de résoudre les problémes au cas par cas.
C’est & cet aspect de ’équité que nous ferons référence dans ce travail de thése; nous donnerons
quelques exemples de telles situations concrétes dans cette introduction.

Le probléme de partage et les notions qui lui sont rattachées font en fait partie de la question
beaucoup plus générale de la prise de décision collective. Cette question, concernant le choix, parmi
un ensemble d’options possibles, d’une alternative impliquant un certain nombre d’individus, a
donné naissance d’une part a la théorie du choix social, concentrée sur ’analyse et ’évaluation des
méthodes dédiées a la prise de décision collective, et d’autre part & I’économie du bien-étre, fondée
sur la mesure de la performance et la comparaison de systémes économiques réels ou imaginaires,
ainsi que sur 'analyse et la critique de politiques économiques [Arrow et al., 2002|. Si les premiéres
réflexions sur ces sujets remontent a 'antiquité (Aristote (384-322 av. J.-C.) en Grece et Kautilya
(350-283 av. J.-C.) en Inde), les théories fondatrices de ces deux domaines sont attribuées & Marie-
Jean de Condorcet (1743-1794) et Jean-Charles de Borda (1733-1799) pour la théorie du vote et du
choix social, concentrée essentiellement sur les propriétés des systémes électoraux et 1’élection des
comités, et & Jeremy Bentham (1748-1832) pour I’économie du bien-étre, centrée sur la notion de
fonction d’utilité collective. Plus récemment, les travaux fondamentaux de Kenneth J. Arrow (né en
1921) ont tenté une unification de ces deux domaines, centrée sur I’étude de existence théorigue d’un
processus d’agrégation raisonnable des préférences individuelles, fondé sur un ensemble d’axiomes.

Parallélement au développement du choix social et de I’économie du bien-étre, centrés sur 1’in-
teraction d’individus aboutissant & un choix collectif, s’est développée une autre discipline d’impor-
tance : la théorie de la décision individuelle. Cette discipline, située a 'interface entre I’économie,
la gestion, la psychologie, la statistique et les mathématiques, est axée sur ’ensemble des processus
qui permettent & un étre humain de prendre une décision concernant un ensemble d’alternatives,
dans un contexte pouvant étre incertain ou mal connu. Ce domaine, fondé sur la notion de préfé-
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rences individuelles, est lié au développement historique de la théorie des jeux (dont on attribue
la fondation a John von Neumann (1903-1957) et Oskar Morgenstern (1902-1977)) et, dans une
moindre mesure et de maniére plus tardive, & celui de la recherche opérationnelle.

Si l'intelligence artificielle et la théorie de la décision individuelle sont historiquement liées, en
revanche il n’en est pas de méme pour la décision collective, qui est traditionnellement le domaine
réservé des philosophes, des psychologues, des économistes théoriques ou des mathématiciens, et
dont le rapprochement avec la communauté informatique est relativement récente. Cette rencontre
est particuliérement intéressante. Alors que du coté de la communauté du choix social, la plupart
des travaux sont concentrés sur ’axiomatisation de propriétés liées a la décision collective et sur
la recherche de procédures permettant d’aboutir & une décision vérifiant un critére donné, peu de
travaux se sont intéressés a la difficulté liée au calcul de la décision optimale, et encore moins & son
implantation, ou en d’autres termes a sa traduction algorithmique. D'un autre coté, si ces notions
sont & la base de la recherche en intelligence artificielle et en informatique, les travaux de ces derniers
domaines sont la plupart du temps fondés sur 'optimisation d'un critére additif ou linéaire, et se
préoccupent rarement de notions telles que ’équité, qui sont pourtant centrales dans le domaine
du choix social. Outre les notions d’algorithmique et de complexité liées a la décision collective et
individuelle, le rapprochement de ces communautés a fait émerger un champ de recherche com-
plétement nouveau et prometteur, concernant les problémes de décision sur des domaines finis et
combinatoires. L’aspect combinatoire, pourtant crucial dans de nombreux problémes de décision sur
des domaines finis, a été jusqu’ici relativement négligé dans le domaine du choix social.

Le rapprochement récent du domaine de la décision au sens large avec 'informatique et intel-
ligence artificielle a donc fait émerger de nouvelles problématiques communes. Ces problématiques
sont regroupées sous le terme de choiz social computationnel. Notons que ce rapprochement n’a
rien de surprenant. D’un c6té, le domaine de l'intelligence artificielle est par essence porté sur la
compréhension, la modélisation et la formalisation des comportements humains', et quoi de plus
humain que ’ensemble des processus aboutissant au choix d’une décision collective ; d’un autre coté,
les nouveaux terrains d’investigation de la communauté du choix social ont fait émerger un certain
nombre de problémes — notamment liés a la représentation des préférences et a la prise en compte
de domaines combinatoires — sur lesquels les chercheurs en informatique et intelligence artificielle
peuvent apporter des outils et des réponses.

Le travail que nous allons présenter ici est issu de ce rapprochement entre communautés. Il
sera plus précisément axé sur le probléme de partage équitable. Si les fondements théoriques de
I’étude des problémes de partage s’appuient sur les bases solides du choix social et de I’économie du
bien-étre, le partage a des spécificités qui font de lui un domaine d’étude interdisciplinaire & part
entiére. Son omniprésence dans des applications concrétes, que ce soit dans le domaine industriel,
institutionnel, ou domestique, explique I’abondance de littérature qui lui est consacrée, que ce soit
— tout comme pour la décision collective — dans le domaine de la philosophie, dans le domaine de
I’économie, ou plus récemment dans le domaine de I'informatique et de 'intelligence artificielle.

Derriére le terme de «partage» se dessine une notion aux contours flous, polymorphe, et pouvant
englober tout un ensemble de problémes, allant de ’allocation de taches entre des machines ou des
individus a la division d’un territoire entre plusieurs communautés, en passant par le partage d’objets

! Au moins pour les partisans de la vision «forte» de I’intelligence artificielle.
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entre des agents. Il convient donc dans un premier temps de proposer une définition générique du
probléme de partage, afin d’en poser les limites :

Définition 1 (Probléme de partage) Un probléme de partage est un probléme de décision ou
d’optimisation particulier défini comme suit :
Des entrées > une ressource commune limitée,
> un ensemble fini A d’agents demandeurs de la ressource,
> un ensemble de contraintes sur la ressource,
> un critéere d’optimisation ou de décision.
Une sortie Une allocation d’une partie ou de la totalité de la ressource & chaque agent qui
vérifie les contraintes sur la ressource et qui optimise ou vérifie le critére donné.

Dans cette définition, la ressource joue un role central. Elle peut prendre des formes trés variées :
ensemble fini d’objets physiques, quantité divisible finie, ensemble de quantité finies et divisibles,
travaux?. .. Le point commun entre toutes les formes que peut prendre la ressource est qu’elle est
toujours disponible en quantité finie. En outre, un certain nombre de facteurs extérieurs physiques
ou légaux peuvent limiter I’ensemble des allocations possibles de la ressource : ce sont ces facteurs qui
sont regroupés sous le terme de «contraintes». Les agents impliqués dans la définition du probléme
de partage sont «demandeursy de la ressource dans le sens ou ils expriment des préférences sur le
partage de cette ressource. Le terme «agent» peut étre pris au sens large : en particulier, il peut
s’agir d’agents artificiels comme des machines auxquelles doivent étre allouées un certain nombre
de taches. Il conviendra dans ce dernier cas d’étre trés prudent sur ’emploi de termes subjectifs tels
que I’équité ou la justice morale afin de ne pas tomber dans le piége anthropomorphique : appliqués
a des machines, ces concepts ne peuvent avoir une signification plus profonde que celles de modéles
formels appliqués & des cas concrets. Enfin, le critére d’optimisation ou de décision fait bien entendu
référence A ce que la collectivité juge comme étant un partage «adéquaty : autrement dit, ce critére
concerne |'équité de la décision, mais aussi Uefficacité, ce dernier terme faisant référence au fait que
la ressource ne doit pas étre sous-exploitée.

Avant d’entrer dans le vif du sujet, de délimiter les contours de ce travail de thése, et de dé-
tailler I’organisation du manuscrit, nous allons introduire un certain nombre d’exemples concrets de
problémes de partage réels. L’objectif de I'introduction de ces exemples est double. Tout d’abord,
nous cherchons & mettre en valeur 'omniprésence de ces problémes dans le monde réel. En outre,
ces applications, dont la premiére qui sera présentée est l'inspiratrice de ce travail de thése, nous
serviront & illustrer les différents chapitres de ce manuscrit, et seront, pour les applications et
a la base des expérimentations présentées dans le chapitre [6]

Application 1 (Partage de ressources satellitaires) En raison de leur cott prohibitif, les pro-
jets spatiaux de grande envergure sont souvent cofinancés, puis coexploités par plusieurs agents
(pays, entreprises, agences civiles ou militaires ... ). C’est le cas en particulier des constellations de
satellites d’observation de la Terre telles que la constellation Pléiades, projet orchestré par le Centre
National d’Etudes Spatiales.

La mission de ce type de satellites consiste, comme l'illustre la figure [I, & acquérir des photo-
graphies de la Terre, en réponse a des demandes de prises de vues déposées par les agent aupreés
d’un centre de planification commun situé au sol. Ces demandes sont d’importances inégales pour
les agents, ce qui s’exprime par ['association d’un poids numérique a chaque requéte. En outre, les
demandes peuvent concerner des prises de vue simples, ou des prises de vue complexes demandant
plusieurs acquisitions successives, comme par exemple les prises de vue stéréographiques nécessitant

*Notons que le probléme de partage de travaux ou de corvées ne se distingue pas fondamentalement du probléme
de partage de ressources : il suffit de considérer le travail comme une ressource «négativey.
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Figure 1 — Acquisition d’une photographie par un satellite d’observation de la Terre.

deux acquisitions, ou encore les prises de vues concernant des zones géographiques plus larges que la
fauchée de I'instrument. Notons encore qu’une prise de vue peut étre réalisée de plusieurs maniéres
différentes, correspondant par exemple & plusieurs révolutions successives d’un satellite, ou encore
a l'acquisition par deux satellites différents de la constellation.

Les demandes sont valables pour un jour donné, et la planification globale des prises de vue
de tous les satellites de la constellation est organisée par intervalles de temps successifs. Le centre
de planification détermine donc, parmi les demandes concernant un jour donné, ’ensemble des
demandes qui seront satisfaites, c’est-a-dire ’ensemble des photographies qui seront acquises ce jour-
14 par la constellation. Cet ensemble de demandes satisfaites constitue une allocation journaliére
des demandes aux agents.

Les contraintes physiques d’exploitation et le nombre important de demandes concernant cer-
taines zones engendrent des conflits entre demandes. Il est donc en général impossible de satisfaire
simultanément toutes les demandes déposées pour un jour donné. Autrement dit, seul un sous-
ensemble des demandes pourront étre satisfaites. Toutes ces contraintes définissent I’ensemble des
allocations admissibles. Voici quelques ordres de grandeur concernant le probléme réel. Les agents
sont entre 3 et 6. Plusieurs centaines de demandes sont candidates chaque jour, parmi lesquelles
100 & 200 seront satisfaites.

Tous les agents n’ont pas contribué de maniére égale au financement de la constellation, ce qui
se traduit donc par un «droit de retour sur investissement» différent pour chaque agent. Prenant
en compte ces contraintes, I’exploitation de la constellation de satellites doit se faire de maniére :

> équitable, dans la mesure oil chaque agent attend un retour sur investissement en rapport avec

sa contribution financiére dans le projet;

> efficace, dans le sens ou la constellation ne doit pas étre sous-exploitée.

On pourra trouver une description compléte et détaillée du probléeme Pléiades dans [Lemaitre
et al.l [2002|, et une description simplifiée du probléme dans [Lemaitre et al., |1999; Fargier et al.l
2004a]. Les aspects algorithmiques dédiés a ce probléme ont de plus été étudiés dans [Bianchessi
et al.l [2007].

Application 2 (Partage de réseaux informatiques) Un domaine trés concerné par la problé-
matique du partage est celui des réseaux de télécommunication, et plus particulierement celui des

8 Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage



Introduction

réseaux informatiques. Ce domaine concerne en effet par essence ’allocation d’une ressource critique,
la bande-passante, & un ensemble d’utilisateurs demandeurs de la ressource, par le biais d’applica-
tions logicielles utilisatrices du réseau. Dans ce type d’applications, la notion d’équité est & la fois
fondamentale et mal définie, car on veut garantir une qualité de service équivalente & tous les utili-
sateurs, alors que dans le méme temps, les applications utilisatrices du réseau sont trés hétérogénes
(applications élastiques comme les clients e-mail ou FTP, applications temps-réel comme la lecture
de flux vidéo en ligne, etc.).

De nombreux travaux portent sur la notion d’équité dans le partage de réseaux informatiques.
Cette notion peut intervenir a différents niveaux : dans des niveaux trés proches de la couche
matérielle (systémes de queues équitables pour garantir le traitement égal de chaque datagramme),
ou dans les couches logicielles (I'égalité du temps d’accés au réseau peut étre critique dans certaines
applications comme les enchéres en ligne).

On pourra trouver dans |[Denda et al., 2000] une étude générale du probléme de 1’équité dans
les réseaux informatiques. Le probléme de 'optimisation automatique du routage dans les réseaux
informatiques a été étudiée dans [Frei et al., 2005]|, qui aborde le probléme du point de vue de la
planification estimée du trafic, et non sur demande comme la plupart des approches.

Application 3 (Partage de I’espace aérien) L’augmentation démesurée du trafic aérien depuis
une vingtaine d’années, et la poursuite prévue de son augmentation pour les prochaines décennies
pose de maniére de plus en plus critique des problémes de congestion au niveau des aéroports et
dans 'espace aérien. Actuellement, le facteur limitant principal de la capacité de I'espace aérien est
donné par la charge de travail des controleurs, qui sont chargés de réguler ’écoulement du trafic
dans des conditions optimales de sécurité.

La congestion du secteur aérien peut étre diminuée de deux maniéres : soit par augmentation
des infrastructures aéroportuaires, une meilleure division de ’espace aérien en secteurs, et une
amélioration technologique des systémes de surveillance et de navigation, ce qui revient & augmenter
la ressource disponible en l'utilisant mieux, soit par une régulation de la demande par exemple par
des procédures d’allocation de créneaux de décollage et d’atterrissage dans les aéroports.

Le probléme de diminution de la congestion de ’espace aérien est un exemple typique de pro-
bleme d’allocation de ressources, dans lequel ’équité joue un role crucial. Il est en effet nécessaire
de répartir les problémes liés a la répartition des créneaux (tels que les retards dans les vols) de
maniére équitable entre les compagnies aériennes. Ce probléme, comme la plupart des problémes de
régulation de trafic, est traité par des mécanismes incitatifs tels que des systémes de taxes variables.

On pourra se référer, pour plus de détails sur ce probléme particulier de partage de ’espace
aérien et des ressources aéroportuaires a la theése [Deschinkel, |2001], ainsi qu’aux articles [Jonker
et al.l |2005} Faltings| |2005].

Application 4 (Allocation de sujets a des étudiants) Dans de nombreuses institutions telles
que des écoles ou des universités se posent le probléme d’affectation de sujets, de travaux ou de
modules d’enseignement & des étudiants. L’exemple concret que nous avons & disposition est celui
de Daffectation de sujets de travaux expérimentaux (abrégé en «TREX») a des étudiants de SU-
PAERO : un ensemble de sujets doit étre réparti entre des binémes d’étudiants ayant formulé des
préférences sur ces sujets, sous la forme d’un ordre total. Chaque binéme doit étre pourvu de deux
sujets, et la répartition de ces sujets doit étre équitable (en dehors de toute considération de mérite
ou de niveau scolaire). Le probléme particulier est décrit dans la section du chapitre @]

Ce probléme est particuliérement intéressant, car on le retrouve sous des formes diverses dans
de nombreuses situations du monde réel, impliquant une allocation d’objets a des agents dans
laquelle chaque agent doit avoir un nombre fixe d’objets (ce sont des problémes du type «couplage
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agents-objets» ). Ces problémes sont typiques du domaine de l'affectation de taches ou des problémes
d’emplois du temps équitables.

Application 5 (Enchéres combinatoires) L’avénement de I’ére Internet a entrainé le dévelop-
pement d’un nombre important de systémes de négociation en ligne et de commerce électronique. Ces
systémes sont en général fondés sur des implantations logicielles de divers mécanismes d’enchéres. Le
fonctionnement de ces mécanismes repose sur deux phases distinctes : lors de la phase de mise, une
autorité centrale (le commissaire-priseur) recueille 'ensemble des mises des agents enchérisseurs, et
lors de la phase de détermination du gagnant (winner determination), le commissaire-priseur calcule
I’allocation optimale des objets aux agents, correspondant & la maximisation de son revenu. Parmi
ces mécanismes d’enchéres, ceux pour lesquels les agents peuvent miser sur des lots d’objets (et non
sur des objets simples) sont d’un intérét particulier, car le Winner Determination Problem y est
trés complexe. Ce type d’enchéres sont appelées les enchéres combinatoires.

Le domaine des enchéres combinatoires est le sujet d’un nombre croissant de publications dans
le domaine de l'intelligence artificielle [Cramton et al., 2006; |Sandholm| (1999, |2002; Rothkopt et al.
1998; Lehmann et al., 1999)]. Cet engouement est dt d’une part au fait que le Winner Determination
Problem est un probléme concret ayant de nombreuses applications, et d’autre part & sa complexité
algorithmique (malgré sa relative simplicité apparente), et la complexité liée a 'expression des mises
par les agents.

Notons que la notion d’équité n’est pas au centre de ce probléme, puisque 'on ne cherche pas
& contenter les agents sur des régles communes acceptées par tous, mais & maximiser le revenu
du commissaire-priseur. Toutefois ’équité n’est pas complétement absente du probléme, et peut se
présenter sous des formes diverses : équité de la procédure d’expression des mises, traitement égal
des agents garanti par I’anonymat des lots, etc.

Comme nous ’avons fait remarquer, le rapprochement de la communauté de la décision avec
celle de I'informatique et de l'intelligence artificielle a fait émerger un certain nombre de problémes
nouveaux, en particulier dans le domaine du partage équitable, nécessitant une approche pluridis-
ciplinaire : représentation compacte et élicitation des préférences sur des domaines combinatoires,
complexité, implantation des modéles et algorithmique liée aux problémes de partage. L’objectif de
cette these est d’étudier ces problématiques, dans le cadre particulier du partage de biens indivi-
sibles.

Ce travail est centré sur trois aspects principaux :

> la modélisation et 'introduction d’un cadre formel permettant d’englober les différents aspects

du probléme de partage;

> I’étude de la représentation compacte du probléme de partage sous différentes formes et ’ana-

lyse de la complexité théorique liée & cette représentation compacte;

> I'étude algorithmique du probléme de partage équitable de biens indivisibles, sous le point de

vue d’un critére particulier, 'ordre de bien-étre social égalitariste leximin.

Le manuscrit est divisé en trois parties, dédiées respectivement & la modélisation, a la représen-
tation compacte et & la complexité, et enfin a 'algorithmique. L’objectif de la premiére partie est
de poser les bases de la modélisation du probléme de partage. Ces bases sont introduites dans le
premier chapitre, construit de maniére & mettre en avant 'aspect polymorphe et multifacette du
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probléme de partage. Ce chapitre est fondé sur ’ensemble de la littérature concernant la théorie
de la décision et la théorie du choix social et du welfarisme cardinal. Le second chapitre de cette
premiére partie a un statut un peu a part dans I’ensemble de la thése, puisqu’il est centré sur le
probléme particulier de 'introduction de droits exogénes dans le modéle du welfarisme cardinal in-
troduit au premier chapitre, et constitue la premiére contribution de ce travail de thése. La deuxiéme
partie est centrée sur 'aspect combinatoire des problémes de partage. Elle se divise donc logique-
ment en deux chapitres, traitant respectivement de la problématique de la représentation compacte,
indissociable de la notion de probléme de décision ou d’optimisation sur un espace combinatoire,
et de la complexité, liée bien entendu & la représentation compacte introduite. Le chapitre sur la
complexité, lié & l'introduction de deux langages de représentation compacte du partage, constitue
la deuxiéme contribution de ce travail de thése. Enfin, la troisiéme et derniére partie, qui constitue
la troisiéme contribution de la thése, est centrée sur I’étude d’un probléme algorithmique particulier
lié au partage équitable : celui du calcul de solutions leximin-optimales. Nous introduisons dans le
chapitre 5 un ensemble d’algorithmes dédiés & ce probléme. La comparaison expérimentale de ces
algorithmes sur des problémes réalistes est détaillée dans le chapitre 6.

On pourra éventuellement avoir une lecture non linéaire du manuscrit, cependant la bonne com-
préhension de certains chapitres nécessite un certain nombre de notions et de notations introduites
dans les chapitres précédents. Nous avons présenté sur la figure [2] les relations de dépendance entre
les chapitres du manuscrit, a considérer comme un guide de lecture. Dans cette figure, les arcs en
traits épais figurent une dépendance forte entre les chapitres (la compréhension du second est sé-
rieusement compromise sans la lecture du premier) ; les arcs en traits fins figurent une dépendance
faible entre les chapitres (la compréhension du second dépend de la connaissance de quelques notions
de base introduites dans le premier) ; enfin, les arcs en pointillés figurent des références ponctuelles
entre les chapitres.

Chapitre 2 Chapitre 1
Droits inégaux Modélisation

Chapitre 3

»  Représentation

Chapitre 4 }

Complexité
compacte -

7.

Chapitre 5 { Chapitre 6 }

Algorithmique . .
g g Expérimentations

du leximin

Figure 2 — Graphe de dépendances entre chapitres.
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Chapitre 1
Partage et décision collective

La définition générique du probléme de partage présentée dans le chapitre d’introduction englobe,
comine nous ’avons fait remarquer, un ensemble hétérogeéne de problémes. Nous allons introduire
dans ce chapitre les principales notions liées & la définition des problémes de partage. L’objectif
est de présenter un apercu étendu de ces différents problémes. L’introduction de ces notions nous
permettra ainsi de limiter ’étendue de notre étude & un cadre bien précis, et nous fournira les bases
nécessaires a la modélisation de ces problémes.

La vue d’ensemble du probléme de partage que nous proposons ici est centrée sur les questions
qui suivent. Sur quel type de ressource travaille-t-on exactement 7 Comment cette ressource est-elle
allouée 7 Comment les agents expriment-ils leurs préférences ? Sur quel(s) critére(s) peut-on juger
de la qualité d’un partage ? La maniére d’aborder ces questions est inspirée de l'article [Chevaleyre
et al. |2006a] qui présente une vue d’ensemble générale sur les problémes d’allocation de ressources
multiagent.

1.1 La ressource

La ressource, qui est par essence en quantité limitée, est le point central des problémes de
partage. Sa nature et les contraintes qui en restreignent I’allocation déterminent le type du probléme
& traiter. Nous supposons avant toute chose que nous sommes dans un contexte statique, ¢’est-a-dire
que la ressource n’évolue pas dans le temps (ce qui n’est pas le cas par exemple pour des denrées
périssables, du carburant, ou encore les prises de vues du satellite Pléiades, qui perdent leur valeur
si elles sont délivrées trop tard). Cette derniére approximation est cependant raisonnable pour la
plupart des problémes de partage réels.

1.1.1 La nature de la ressource

La premiére distinction entre les différents problémes de partage porte généralement sur le type
de la ressource elle-méme. On distingue traditionnellement deux grands types de ressource : ressource
continue, ou ressource discréte. Passant outre la farouche bataille épistémologique sur l'existence
du continu dans le monde réel, nous nous contenterons d’une définition simple et intuitive de cette
dualité. Alors qu’une ressource continue peut étre ¢ priori divisée indéfiniment (du moins & notre
niveau de modélisation), a l'instar d’une quantité numérique comme un volume, une masse, ou une
quantité d’argent, une ressource discréte ne peut étre divisée qu’un nombre fini de fois, jusqu’a
arriver a un ensemble d’atomes indivisibles.

On peut faire, parmi les problémes faisant intervenir une ressource discréte, un autre niveau de
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Chapitre 1. Partage et décision collective

distinction, selon que la ressource est divisible (de maniére finie, donc) ou non. En toute rigueur, ces
deux cas ne sont pas différents I'un de l'autre, puisque dans le cas d’une ressource divisible, on peut
travailler sur l’ensemble des atomes comme si l'on travaillait sur une ressource indivisible. Il s’agit
donc plus d’une différence d’approche du probléme que d’une propriété intrinséque de la ressource.
Cette remarque s’applique de méme & la distinction entre les problémes dits & unités multiples,
qui font intervenir plusieurs instances de chaque objet, et les problémes & unité simple, ne faisant
intervenir qu'une seule instance de chaque objet. Dans la suite du document, on ne distinguera plus
ressource discréte et ensemble de ressources indivisibles.

Certains problémes peuvent faire intervenir une ressource mixte (des objets et un volume de
liquide par exemple). Parmi ces problémes figurent notamment ceux qui concernent ’allocation de
ressources indivisibles avec compensation monétaire entre les agents. Dans ce genre de problémes,
la monnaie intervient comme une ressource continue ayant un statut spécial : elle ne fait pas partie
de la ressource & partager a proprement parler, mais peut étre utilisé sous forme de transferts entre
agents pour compenser 'inéquité du partage. Une solution du probléme de partage est donc dans
ce cas-la une allocation de la ressource aux agents, et un ensemble de transferts monétaires entre
les agents.

A la lueur de ces considérations, nous pouvons donc proposer une définition formelle de la notion
de ressource, fondée sur la dichotomie ressource continue / ressource discréte :

Définition 1.1 (Ressource)
> Une ressource continue est un ensemble en bijection avec [0, 1].
> Une ressource discréte est un ensemble fini de ressources indivisibles {o1,...,0p}.

Nous pouvons a présent définir de maniére formelle la notion de partage, ou d’allocation' :

Définition 1.2 (Partage) Soient #Z une ressource et A un ensemble fini de n agents. Un partage
de Z entre les agents de N est un tuple ™ € (p(#))". La composante m; est appelée la part de
lagent i.

En d’autres termes, un partage est simplement défini comme un vecteur de parts, une part étant
une partie de la ressource revenant & un agent particulier. Notons que nous ne supposons pas ici
que les parts sont disjointes deux & deux. Ce sera le cas seulement si la contrainte de préemption
est présente, comme nous allons le voir un peu plus loin.

La nature de la ressource est une donnée cruciale dans la définition du probléme de partage a
traiter. Selon la nature de la ressource, on aboutit & des types de problémes trés différents dans leur
difficulté, dans leur modélisation et dans leur traitement. A la lueur de la littérature sur le sujet,
nous pouvons mettre en évidence les classes de problémes suivantes, caractérisées par les types de
ressources que les problémes font intervenir.

> Une ressource continue et homogéne, mais les agents ont un pouvoir imparfait. Précisons ce
que l'on entend par la. Puisque la ressource est continue et homogéne, les préférences des
agents s’expriment comme une fonction de la quantité de ressource qu’ils regoivent : trouver
un partage équitable (si tant est que les agents ont un droit d’accés identique sur la ressource)
revient dans ce cas-1a & un probléme d’optimisation continue sous contrainte : on cherche &
égaliser un certain nombre de fonctions sous la contrainte que la somme des quantités allouées
aux agents soit égale a la quantité de ressource disponible. Dans la plupart des problémes, on
suppose en plus que les préférences des agents sont identiques et dépendent linéairement de
la quantité de ressource regue, rendant le probléme trivial (il suffit d’allouer & chaque agent

!Par la suite, nous emploierons les deux termes de maniére interchangeable
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le n°™€ de la ressource). La difficulté vient alors du fait que I'on est incapable de découper
la ressource de maniére trés précise, et que les agents ont des perceptions différentes sur
la quantité de ressource contenue dans une part (ainsi, un agent pourra estimer que sa part
représente moins du n°™¢ de la ressource, se sentant donc lésé dans le partage, alors qu’un autre
agent estimera que cette méme part représente une fraction supérieure au n®™ de la ressource).
Le noeud du probléme se résume donc a la recherche d’une procédure permettant aux agents
d’aboutir de maniére décentralisée a un partage de la ressource que chacun estime juste.
L’exemple typique d’application & ce probléme est celui du partage d’'un gateau homogéne
(un exemple jouet dont 'intérét dépasse largement 'aspect simpliste apparent du probléme
et qui mobilise de nombreux économistes et mathématiciens). Un autre exemple d’application
concerne le partage de territoires ou de droits d’exploitation sur des ressources naturelles,
si 'on considére en premiére approximation que ces ressources sont homogeénes. Ce type de
probléme a abouti & la mise au point de méthodes du type «je coupe, tu choisisy (divide-
and-choose), généralisées & n agents. On pourra lire avec profit [Brams et Taylor, (1996, 2000;
Robertson et Webbl 1998| sur 1’étude des procédures d’allocation de ressource divisible et
homogeéne.

> La ressource est continue mais hétérogéne, les préférences des agents, qui ont toujours un
pouvoir imparfait, sont en rapport avec cette hétérogénéité. Ici la difficulté vient toujours du
fait que les agents sont incapables de partager la ressource de maniére parfaite, ajoutant a cela
la difficulté supplémentaire liée & I’hétérogénéité de la ressource. Il existe de multiples exemples
de problémes de partage de ressources continues hétérogénes : partage de territoires, partage
de n ressources continues, ... Ces problémes sont étudiés en détail dans [Brams et Taylor]
1996, [2000], donnant lieu par exemple a des procédures telles que Adjusted Winner, utilisées
dans des problémes concrets. Notons que le probléme de partage de gateau est encore une fois
considéré comme une métaphore de base pour désigner une ressource continue et hétérogéne
quelconque : ce genre de problémes a I'avantage d’étre simple & comprendre et illustratif. On
pourra consulter l'article [Brams et al., 2006] pour avoir un apercu des procédures utilisées
dans ce cas pour garantir I’équité ou encore ’absence d’envie.

> La ressource est discréte, mais des compensations monétaires sont possibles. Il s’agit de I'un
des problémes les plus étudiés dans la littérature sur le probléme de partage (encore une fois,
on pourra consulter les ouvrages de référence cités ci-dessus), car il englobe un grand nombre
de problémes réels pouvant s’avérer délicats, dans lesquels le besoin d’équité est crucial :
problémes de partage d’objets aprés divorce, héritage, ... Deux aspects sont concernés par ces
problémes : partage des objets indivisibles eux-mémes, et calcul des compensations financiéres
nécessaires au rétablissement de I’équité. L’objectif est donc de mettre au point des procédures
permettant d’'une part de se rapprocher le plus possible de I’équité lors du partage d’objet
(équité dans le sens ou chacun estime avoir sa «juste part»), et d’autre part d’atteindre
effectivement I’équité a l'aide de compensations monétaires. Etant donné le contexte dans
lequel ces procédures sont en général appliquées, elle nécessitent de plus d’étre résistantes aux
manipulations des agents, dans le sens ou elle doivent dissuader les individus de falsifier leurs
préférences. Un exemple de procédure classique étudiée dans ce contexte particulier est celle
de Knaster.

> La ressource est discréte, mais les compensations monétaires sont impossibles. Il est rare dans
ce type de probléme que 1’on puisse atteindre un état d’équité parfaite. On va donc chercher
a s’en approcher le plus possible. On peut avoir affaire dans ce cas & deux types de probléme
trés différents :
e Si le nombre d’objets en jeu est faible (dans le cas extréme, il peut n'y avoir qu'un seul

objet, par exemple un rein a attribuer a un patient en attente de greffe), et que les agents
ont des préférences simples, il s’agit d’un probléme éthique ou moral, qui est de savoir a qui
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attribuer la ressource |[Young) |1994]. Entrent en jeu des considérations telles que le besoin,
le mérite, 'adéquation ou la priorité. Nous aurons l'occasion d’y revenir un peu plus loin.

e Sile nombre d’objets en jeu est élevé et que les agents ont des préférences complexes sur les
objets, s’exprimant par des dépendances, on se trouve typiquement dans un cas de probléme
d’allocation combinatoire. Ici, la difficulté du probléme est liée & 'explosion combinatoire
due & la structure de 'espace des partages admissibles, comme nous le verrons au chapitre
C’est le domaine privilégié des problémes d’enchéres combinatoires? [Cramton et al., 2006;
Sandholm, {1999, 2002} Rothkopf et al., |1998; [Lehmann et al., [1999|.

Comme nous pouvons donc le constater, I’étude des problémes de partage de ressource continue
ou de ressource discréte avec compensations monétaires est une discipline traditionnelle et largement
étudiée dans le domaine économique. En revanche, les quelques travaux récents en informatique et
intelligence artificielle concernant le domaine du partage sont plutoét centrés sur des ressources
discrétes.

Concluons notre discussion sur la nature de la ressource en remarquant que la limite entre les
deux types de ressource est parfois difficile a appréhender, ou peut dépendre de ’approche utilisée
pour modéliser ou résoudre le probléme. Ainsi par exemple un probléme impliquant une ressource
continue peut étre traité par discrétisation, c’est-d-dire en divisant la ressource en un ensemble
de parts indivisibles, le processus d’allocation portant ensuite sur cet ensemble de parts : dans
un probléme de partage d’une réserve d’eau d’une capacité de 10000 litres, les agents peuvent
s’accorder sur le partage de 200 unités de 50 litres plutdt que sur le partage au millilitre prés de
la ressource. Ainsi, une ressource continue peut étre traitée en premiére approximation avec des
techniques s’appliquant aux ressources discrétes, bien que ce ne soit pas toujours la méthode la plus
efficace.

Dans d’autres problémes, la ressource & partager elle-méme peut dépendre de la modélisation
adoptée. Considérons 'application [I] de partage d’une constellation de satellites. Cet exemple peut
étre abordé sous deux angles différents. Soit on considére que 'on partage I’ensemble de requétes
émises par les agents, et nous avons donc affaire & une ressource indivisible, soit on aborde le
probléme sous le point de vue du partage du temps d’utilisation de la constellation de satellites, le

temps étant par essence une ressource continue.

1.1.2 Les contraintes d’admissibilité

Dans tout probléme de partage, 'attribution de la ressource aux agents est soumise a un certain
nombre de contraintes. Ces contraintes peuvent étre notamment de nature physique (impossibilité
par exemple d’attribuer le méme objet & deux agents différents), ou encore de nature légale (im-
possibilité pour un agent d’acqueérir plus d'une certaine quantité de ressource). Par «contraintey»
nous désignerons toute condition imposée sur la ressource, qui restreint I’ensemble des allocations
possibles aux agents, soit, de maniére formelle :

Définition 1.3 (Contrainte d’admissibilité) Soient Z une ressource et A un ensemble fini
d’agents. Une contrainte d’admissibilité sur [’atiribution de la ressource aux agents de N est un
sous-ensemble C C o(Z)".

Cette définition ne fait aucune supposition sur la maniére dont est exprimée la contrainte. Nous
aurons l'occasion de revenir sur les langages d’expression de contraintes dans le chapitre [3] L’intro-
duction de contraintes dans le partage nous permet de définir la notion d’allocation admaissible :

2Méme si, dans une certaine mesure, les compensations monétaires interviennent dans ce domaine, car un agent
qui paie son lot est «compensé négativement», I’argent n’intervient pas en tant que ressource de base & partager, mais
en tant que mesure d’utilité uniquement.
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Définition 1.4 (Partage admissible) Soient Z une ressource, A un ensemble fini d’agents, et
€ un ensemble de contraintes. Un partage admissible de Z entre les agents de AN wis-a-vis de
Uensemble de contraintes € est un tuple T € Noeyw C. L’ensemble des partages admissibles sera
noté o7 .

Parmi 'ensemble des contraintes possibles, une contrainte joue un réle particulier, car elle est
présente de maniére naturelle dans la plupart des problémes de partage. Il s’agit de la contrainte
de préemption. Cette contrainte interdit ’allocation d’une méme partie de la ressource & plusieurs
agents; en d’autres termes, elle impose aux parts des agents d’étre disjointes deux & deux. Cette
contrainte est présente naturellement dans la plupart des problémes de partage, dans lesquels la
ressource a allouer correspond & un bien physique et a une réalité matérielle. En revanche, certains
problémes faisant intervenir une ressource virtuelle sont affranchis de cette contrainte. Nous pouvons
citer le probléme Pléiades présentée dans ’application [1]: 1a ressource & partager est I’ensemble des
prises de vue (si ’on adopte ce point de vue, et non le point de vue du partage du temps d’exploita-
tion de la constellation), une méme prise de vue pouvant étre attribuée a plusieurs agents différents.
Nous pouvons de méme citer I’exemple d’une entreprise qui répartit les licences d’utilisation de ses
logiciels entre ses employés : un méme logiciel peut étre utilisé par plusieurs employés différents,
dans la limite du nombre de licences disponibles.

La contrainte de préemption s’exprime simplement comme suit, que la ressource soit continue
ou non :

Cpreempt = {(7‘(’1,.. . ,7Tn) ’ Vi #£ § 7 Nmj = @}

Un certain nombre d’autres contraintes apparaissent de maniére naturelle dans les problémes de
partage.

> Les contraintes d’exclusion empéchent une certaine partie de la ressource d’étre attribuée
entiérement au méme agent : %, est le sous-ensemble de la ressource Z (ce qui correspond
dans le cas discret & un sous-ensemble d’objets O.,q) qui ne peut étre attribué au meéme
agent, alors Cepep = {(71, ..., 70) | Vi mi D Sewel}-

> On peut de méme définir une contrainte d’exclusion globale, qui interdit 'attribution simulta-
née d'une partie de la ressource, méme si cette partie n’est pas attribuée & un unique agent :

Cyiob ezt = {(m1,-..,mn) | U; mi 2 Fewel}-

> Les contraintes de volume interdisent l’attribution de plus d’un certain volume de ressource

a un agent, si 'on considére qu’a la ressource est attachée une fonction volume :

e ressource continue : soient i : #Z — R une mesure sur %, représentant la mesure de volume,
et Vingz € RT le volume maximum autorisé par agent, Cyo = {(m1,...,mn) | Viu(m;) <
Vma:c} ;

e ressource indivisible : soit v : @ — R™ une fonction de volume, et Vj,4, le volume maximum
autorisé par agent, Cyo = {(m1, ..., m) | Vi D v(0) < Vinga }-

Bien entendu, dans le cas indivisible, une contrainte de volume peut étre traduite en un

ensemble de contraintes d’exclusions (les objets dont le volume global est supérieur au volume

maximal sont mutuellement exclusifs). A I'instar de la contrainte d’exclusion, on peut définir
une contrainte de volume globale qui interdit ’attribution globale de plus d’un certain volume
de ressource.

> Plus généralement, on peut définir des contraintes de dépendances entre objets, imposant par
exemple 'attribution simultanée de deux objets différents & un méme agent.
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1.2 La notion de préférences

Le probléme de partage de ressource fait intervenir une collectivité d’agents confrontés au pro-
bléme épineux de la répartition de la ressource au sein de la collectivité. De ce point de vue, ce
probléme peut étre vu comme un probléme de décision (collective en 'occurrence), face a I'ensemble
des alternatives (partages) possibles. Dés lors que I'on s’intéresse a la notion de décision impliquant
des agents humains apparait de maniere naturelle la notion de préférences sur l'espace des alter-
natives. Comme le rappellent Denis Bouyssou et Philippe Vincke dans |[Bouyssou et Vincke, [2006],
la problématique de la modélisation des préférences intervient dans un ensemble de domaines trés
différents : économie, psychologie, sciences politiques, recherche opérationnelle, intelligence artifi-
cielle, ou de maniére plus générale ’ensemble des domaines scientifiques dont s’inspire la théorie de
la décision.

La notion de préférence intervient & deux niveaux dans les problémes de partage, ou plus géné-
ralement dans les problémes de décision collective.

> Au niveau individuel, chaque agent a des préférences sur Iissue du partage, représentant son
propre point de vue personnel. La construction des préférences individuelles se fait généra-
lement par un processus d’élicitation, et reléve du domaine de la représentation et de I'ex-
pression des préférences, dont nous reparlerons dans le chapitre [3| consacré a la représentation
compacte.

> Au niveau collectif, 'agrégation des préférences individuelles conduit & des préférences col-
lectives sur l'issue du partage, reflétant 'ensemble des préférences (souvent contradictoires)
individuelles. La construction des préférences communes reléve du domaine de la décision col-
lective : vote et choix social, ou théorie de 1'utilitarisme, dont nous reparlerons plus loin dans
ce chapitre.

1.2.1 Modélisation des préférences

Cette sous-section sera consacrée aux bases de la modélisation des préférences. Nous allons
commencer par présenter I’approche classique en théorie de la décision, qui consiste a définir une
structure de préférences ordinale. L’introduction et la présentation des outils de modélisation des
préférences en théorie de la décision s’inspire de ’approche présentée dans des ouvrages comme
[Vincke, 1989] ou dans |Bouyssou et Vincke, [2006|. Nous introduirons ensuite quelques structures
de préférences classiques étendant la structure ordinale en y ajoutant des informations sur l'intensité
des préférences par exemple.

1.2.1.1 Relations binaires

L’outil central de modélisation des préférences est la relation binaire :

Définition 1.5 (Relation binaire) Etant donné un ensemble &, une relation binaire ® sur &
est un sous-ensemble du produit cartésien & x &. On emploie habituellement la notation xRy pour
désigner (x,y) € R.

Une relation R sera dite :

réflezive si et seulement si xRz pour tout x € & ;

symétrique si et seulement si xRy = yRx pour tout (x,y) € &2 ;
antisymétrique si et seulement si xRy et yRx = x = y pour tout (x,y) € &2;
transitive si et seulement si xRy et yRz = xRz pour tout (v,y, z) € &3 ;

compléte si et seulement si xRy ou yRx pour tout (x,y) € &2

vV VvV VvV V V
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Une relation binaire peut étre représentée sous la forme d’un graphe orienté dont les sommets
sont les éléments de Uensemble &, et les arcs sont les couples (z,y) tels que zRy (voir figure [1.1]).
Afin d’alléger la notation, on représentera sous la forme d’un arc non orienté la relation entre deux
élements x et y tels que xRy et yRx. De méme, dans le cas particulier de relations réflexives (comme
ce sera le cas lors de la modélisation des préférences), nous ne représenterons pas les boucles (z, ).

O ®

O,

xRy et non yRx. xRy et yRx. non xRy et non yRx.

Figure 1.1 — Représentation d’une relation binaire sous forme d’un graphe.

Parmi les relations binaires, certaines sont d’importance dans la modélisation des préférences :
les relations d’équivalence, les préordres et les ordres.

Définition 1.6 (Relation d’équivalence, classe d’équivalence) Une relation d’équivalence ~
est une relation binaire réflexive, symétrique et transitive.

Si ~ est une relation d’équivalence sur &, on note, pour tout élément x € &, [x]~ la classe
d’équivalence de x pour ~, c’est-a-dire l'ensemble {y € & | x ~ y}. L’ensemble des classes d’équiva-
lence de & pour ~ est appelé ensemble quotient de & par ~, forme une partition de &, et est noté

&/~

Le graphe représentant une relation d’équivalence est un graphe non orienté (a cause de la
propriété de symétrie), formé d’une forét de cliques (& cause de la propriété de transitivité). Chaque
clique représente une classe d’équivalence de la relation.

Définition 1.7 (Relation d’ordre) Une relation d’ordre > est une relation binaire réflexive,
transitive et antisymétrique. St en plus la relation est compléte, elle sera appelée relation d’ordre
total.

Une relation d’ordre effectue un rangement des éléments de &, sans qu’il n’y ait d’ex aequo
possible?. Nous noterons > la relation d’ordre strict correspondant & la relation >, c’est-a-dire la
relation telle que x > y < x > y et non y > x. De méme, max> & désignera ’ensemble des éléments
de & non dominés (optimaux) pour >, c’est-a-dire 'ensemble . C & tel que pour tout T € .% on
a I % y pour tout y € &.

Le graphe représentant une relation d’ordre ne comporte pas d’arc non-orienté (propriété d’an-
tisymétrie) autre que les arcs (z,x) que l'on omet. On pourra, pour simplifier la représentation,
omettre les arcs obtenus par transitivité (voir figure [1.2]).

Définition 1.8 (Relation de préordre) Une relation de préordre = est une relation binaire ré-
flezive et transitive.

Une relation de préordre effectue aussi un rangement des éléments de &, mais cette fois-ci les
ex aequo sont possibles. On définit de la méme fagon que pour une relation d’ordre la relation de
préordre strict >, ainsi que l’ensemble des éléments non dominés maxy &.

3En revanche il peut y avoir des incomparabilités si la relation est incompléte.
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Figure 1.2 — Représentation d’un ordre non complet sous forme d’un graphe : I'ordre
représenté est la cloture transitivedea>b>c,b>d>e,a> f > e.

Le graphe représentant une telle relation est constitué de groupes de sommets (clusters) formant
des cliques non orientées, liés entre eux ou non par des arcs orientés. Pour simplifier la notation,
nous représenterons une telle relation binaire de la méme maniére qu’un ordre, mais en faisant
figurer dans les sommets du graphe 'ensemble des éléments de la méme classe d’équivalence, ou un
représentant de la classe d’équivalence (voir figure [1.3)).

O

Figure 1.3 — Représentation d’un préordre non complet sous forme d’un graphe :
Pordre représenté est la cloture transitive de {a,b,c} > d > {e, f}, d > {g,h} > i,
{a,b,c} > {j, k,I,m} >i.

1.2.1.2 Structure de préférence ordinale

Le modéle classique (voir [Vinckel |1989] par exemple) de représentation des préférences en théorie
de la décision est fondé sur la question suivante : «Etant données deux alternatives x et y, x est-elle
au moins aussi bonne que y 7». Répondre & cette question par oui ou non de maniére non ambigué
pour toute paire d’éléments (z,y) revient a définir une relation binaire (supposée, par définition,
réflexive) sur 'ensemble des alternatives :

Définition 1.9.a (Structure de préférence ordinale) Soit & un ensemble d’alternatives. Une
structure de préférences ordinale sur & est une relation binaire réflexive notée Rg.

Pour toute paire d’alternatives (z,y) et pour toute structure de préférences ordinale Rg, nous
pouvons étre confrontés aux trois situations mutuellement exclusives suivantes :
> indifférence : rRgy et yRgx s’interpréte comme «x est indifférent a y» ;
> incomparabilité : non xRgy et non yRgx 'interpréte comme «x est incomparable & y» ; il
peut s’agir d’un refus de comparer (point de vue éthique) ou d’une incapacité de comparer
due & un manque de connaissances (point de vue épistémique) ;
> préférence stricte : zRgy et non yRgx (respectivement yRgx et non xRgy) s’interpréte
comme «x (resp. y) est strictement préféré a y (resp. x)».
Ces trois relations nous fournissent une définition alternative (mais fondamentalement équiva-
lente) pour la notion de structure de préférence ordinale :
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Définition 1.9.b (Structure de préférence ordinale) Soit & un ensemble d’alternatives. Une
structure de préférences ordinale sur & est un triplet (Rp, Ry, Rg) de relations binaires vérifiant :
> Rp est asymétrique ;
> Ry (relation d’indifférence) est réflexive et symétrique ;
> Rp (relation d’incomparabilité) est irréflezive et symétrique ;
> pour toute paire d’alternatives (x,y), on a xRpy ou yRpx ou Ry ou RRy, cette disjonction
€tant exclusive.

On peut obtenir la relation Rg & partir du triplet (Rp, Rr,Rr) en posant : Rg = Rp U R;.
Réciproquement, on a, pour tout couple d’alternatives (z,y) :

> 2Rpy < xRNsy et non yRex (z est strictement préféré a y si et seulement si  est aussi bon

que y mais y n’est pas aussi bon que z),

> 2Ry & xRsy et yRex (x est indifférent & y si et seulement si x est aussi bon que y et y est

aussi bon que ),

> 2Rpy < non xRgy et non yRgz (x et y sont incomparables si et seulement si on ne peut ni

dire que z soit aussi bon que ¥y, ni que y soit aussi bon que x).

Un exemple de structure de préférence ordinale «dégénéréex utilisée en intelligence artificielle est
la structure de préférence dichotomique. Dans une telle structure, les préférences ne sont données
que par un ensemble de bonnes alternatives : toute alternative appartenant & cet ensemble est
meilleure que toute alternative n’appartenant pas a cet ensemble, mais les bonnes alternatives sont
indifférentes entre elles (de méme que les mauvaises).

Définition 1.10 (Structure de préférence dichotomique) Une structure de préférence dicho-
tomique sur un ensemble d’alternatives & est une structure de préférence ordinale particuliere définie
par la donnée d’un sous-ensemble d’alternatives 4 C &. La relation Rg est un préordre total défini
comme suit : V(z,y) € &%, aRgy s r€G ouy e &\ Y.

En d’autres termes, une structure de préférence dichotomique s’intéresse a des préférences pou-
vant étre représentées par un préordre total dont la relation d’équivalence associée posséde deux
classes d’équivalence. La raison de l'intérét de cette structure de préférence en intelligence artifi-
cielle est qu’elle concentre, malgré son aspect assez fruste, toute la complexité computationnelle de
langages liés & des modéles de préférences plus évolués. Nous aurons ’occasion de revenir sur ce
point dans le chapitre [3| consacré aux langages de représentation compacte.

1.2.1.3 Extensions de la structure de préférence ordinale

Dans le modéle des structures de préférences, on n’autorise que les réponses oui ou mnon a
la question «x est-il au moins aussi bon que y 7». Cependant, on pourrait vouloir apporter des
précisions & cette réponse, par exemple en incluant des informations sur 1’intensité de la préférence,
ou encore des informations sur la crédibilité de la proposition «x est préféré a y», ou modéliser des
situations d’hésitation (voir par exemple un modele de préférences un peu plus général présenté dans
|[Royl, [1985]). De nombreuses structures de préférences ont été étudiées dans la littérature. Certaines
permettent de prendre en compte des seuils d’indifférence, d’autres acceptent I'incomparabilité entre
alternatives, d’autres incluent la notion d’incertitude ou d’imprécision.

La premiére extension classique est la structure de préférence qualitative, qui ajoute une idée
d’intensité aux préférences :

Définition 1.11 (Structure de préférence qualitative) Une structure de préférence qualita-
tive sur & est un couple ((¥,>),u), ot (¥,>) est une structure de valuation quantitative formée
d’un ensemble ¥ totalement ordonné par =, et u est une fonction d’utilité de & dans V.
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En d’autres termes, une structure de préférence qualitative associe a chaque alternative une
valuation. Aucune hypothése spécifique n’est requise sur I’espace de valuation, mis & part le fait
qu’il soit totalement ordonné. Par exemple, cet espace peut étre ¥ = {médiocre, mauvais, moyen,
bon, excellent}; un tel espace pourra étre muni de la relation d’ordre suivante > définie comme
suit : médiocre < mauvais < moyen < bon < excellent.

Le modéle de représentation des préférences introduit avec la structure de préférence qualitative,
s’il est plus riche que la structure de préférence ordinale, est cependant trop pauvre pour effectuer
des comparaisons entre les intensités. Pour pallier ce manque d’expressivité, la plupart des travaux
s’intéressent & des structures de valuation numériques, qui possédent une loi de composition interne,
permettant notamment d’ajouter les valuations, et surtout de faire leur différence.

Définition 1.12 (Structure de préférence cardinale) Une structure de préférence cardinale
sur & est un couple ((V, =, ®),u), ot ((¥,=),u) est une structure de préférence qualitative, et @
est une loi de composition interne associative et commutative sur ¥ ayant les propriétés suivantes :

> monotonie : Ya,b,c € ¥ tels que a = ¢, ona (a®b) 2 (cHb),

> élément neutre :VYa €V, a® L = a,

> élément absorbant :Ya e E, a® T =T,

> existence d’une différence unique : Soit o <X [ alors max{y | a ® v = [} ewxiste et est noté

Bea.

En d’autres termes, @ est une conorme pour laquelle la notion de différence est définie, et
(¥, >=,®) est un monoide commutatif totalement ordonné. Classiquement, on choisit des utilités a
valeurs réelles (soit ¥ = R ou ¥ = @+) ou & valeurs entiéres (7 = N), ces espaces de valuation
étant munis de "ordre naturel > sur les nombres, et de la loi +.

Dans cette définition la fonction u est appelée fonction d’utilité. Cette définition de fonction
d’utilité est plus générale que celle qui est classiquement introduite dans les ouvrages traitant de
la théorie du welfarisme*, qui ne considérent que des fonctions d’utilités définies sur R ou R*.
Notre point de vue s’inspire davantage des formalismes introduits en intelligence artificielle pour
la modélisation des préférences au sens large, par exemple dans les problémes de satisfaction de
contraintes valués [Cooper et Schiex, [2004] (notion de structure de valuation juste), le cadre PFU
[Pralet, 2006], ou les problémes de partage [Fargier et al., 2004a]. Nous reparlerons de la théorie de
I'utilitarisme un peu plus loin dans ce chapitre, et des problémes de satisfaction de contraintes dans
le chapitre |5| consacré & l'algorithmique.

Une question classique posée en théorie de la décision est la question de la représentativité d’une
telle structure de préférence en terme de structure de préférence ordinale. En d’autres termes, on
cherche quel type d’ordre est représentable par une structure de préférence cardinale. Nous avons
la, proposition suivante :

Proposition 1.1 Soient & un ensemble d’alternatives fini ou infini dénombrable, et ((R,>=,+), u)
une structure de préférence cardinale sur &. Alors il existe une structure de préférence ordinale Rg
telle que pour tout (z,y) € &2, xRy < u(x) = u(y) si et seulement si Ng est un préordre total.

Si de plus on a u(z) = u(y) & = =y, alors Rg est un ordre total.

On dira que u représente la relation Rg.

Cette proposition, classique en théorie de la décision [Vincke, 1978, 1989; Bouyssou et Vincke,
2006] a été démontrée notamment par Cantor [Cantor, (1915]. Elle permet d’affirmer notamment

“I1 ne semble pas exister d’équivalent francais pour ce terme, dont le sens différe legérement de celui de Putilitarisme.
Nous prendrons donc le risque de troubler les puristes de la langue francgaise et emploierons cet anglicisme francisé.

24 Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage



1.2. La notion de préférences

I'existence d’une fonction d’utilité a valeurs réelles pour toute structure de préférence de type
préordre ou ordre totaux. Bien entendu, cette représentation numérique n’est pas unique, puisqu’elle
est définie & une transformation croissante prés. Le probléme de construction d’une fonction d’utilité
a partir d’une relation de préordre est le probléme de représentation numérique, classique dans le
domaine de la modélisation des préférences.

D’autres modéles plus riches que la structure de préférences cardinale ont été introduits. On
citera par exemple :

> les modéles a seuil, fondés sur une fonction g : € — R et une constante ¢ > 0 appelée «seuil

d’indifférence» ;

> les modéles a base d’intervalles, fondés sur deux fonctions g: & — Ret ¢: R — RT.

Ces modéles sont nés de I'inadéquation du modeéle du préordre & certaines situations courantes
pour lesquelles la relation d’indifférence n’est pas forcément transitive. Cette hypothése de transiti-
vité est criticable dans des contextes ou I’on est incapable de discriminer des alternatives proches,
mais ot 'on sait discriminer des alternatives plus éloignées (I'introduction de cette remarque dans
le contexte de la modélisation des préférences est due a [Lucel 1956]). L’exemple classique associé
a cette situation est celui du sucre dans une tasse de café. Si I'on désigne par T; une tasse de café
contenant ¢ milligrammes de sucre, il est trés probable qu'un agent appréciant un café trés sucré
ne sera pas indifférent entre T;, et T,, pour n assez grand, mais ne sera pas & méme de faire la
différence entre T; et T;11. Cela suggeére une relation d’indifférence intransitive (car Vi T;RT541,
mais non T, RTp).

Ces modeles permettent respectivement de représenter des préférences a base :

> de semi-ordres (ou quasi-ordres) Rg : V(z,y) € &%, 2Rsy < g(x) = g(y) + q (voir par

exemple [Vincke, 1978]) ;

> d’ordres d’intervalle Rg : V(z,y) € &2, 2Rsy < g(z) = g(y) + q(g(y)) (voir par exemple

[Pirlot et Vincke, 1997]).

Nous pouvons noter ’extension récente de ces modéles & base d’intervalles aux intervalles & 3
points (voir par exemple [Oztiirk et Tsoukias), 2006]) qui permettent aussi de prendre en compte une
intransitivité de la relation d’indifférence, mais en utilisant uniquement des informations ordinales
(la distance entre les points n’est pas importante).

Nous ne détaillerons pas plus ici I’ensemble de ces structures de semi-ordres ou d’ordres d’inter-
valle. Nous invitons le lecteur a consulter les quelques références citées pour plus de détails sur le
sujet.

Notons enfin D’existence d’un autre type de structure de préférence classique en intelligence
artificielle, qui raffine la structure de préférence cardinale : la structure de préférence floue [Fodor
et Roubens, [1994; Perny et Royl |1992]. Une telle structure est fondée sur une fonction de crédibilité
i, qui & toute paire d’alternatives (x,y) associe un nombre u(x,y) € [0, 1], représentant la crédibilité
de l'assertion «zx est au moins aussi bon que y ».

Concluons cette section sur la modélisation des préférences par un petit résumé des structures
de préférence classiques introduites :

> Une structure de préférence dichotomique est un sous ensemble ¥ C &.

> Une structure de préférence ordinale est une relation binaire réflexive Rg.

> Une structure de préférence qualitative est fondée sur une fonction d’utilité v qui & chaque
alternative x associe une valuation u(z) € ¥. Les valuations sont comparées grace & une
relation d’ordre sur 7.

> Une structure de préférence cardinale est une structure de préférence qualitative particuliére,
dans laquelle 7 est un monoide commutatif totalement ordonné.

> Une structure de préférence & seuil est fondée sur une fonction g : & — R et un seuil
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d’indifférence ¢ > 0. Les alternatives x sont considérées comme indifférentes si la différence
entre leurs valuations sont inférieures au seuil q.

> Une structure de préférence a base d’intervalles associe & chaque alternative x un intervalle
[9(x), g(x) + q(g(x))]. I s’agit d’une structure de préférence a seuil variable.

> Une structure de préférence floue sur & est fondée sur une fonction de crédibilité pu: & x & —
[0, 1], qui & toute paire d’alternatives (z,y) associe une mesure de crédibilité u(zx,y).

1.2.2 L’espace cible des préférences individuelles

Dans de nombreux problémes de décision, ['espace cible des préférences & apparait de maniére
naturelle. 1 s’agit de ’ensemble des alternatives entre lesquelles le choix s’effectue, ou en d’autres
termes, de ’ensemble des actions possibles de ’agent décideur. Dans les problémes de partage, si
’espace cible des préférences collectives est naturellement I’ensemble des allocations®, on fait souvent
une hypotheése simplificatrice en ce qui concerne les préférences individuelles : on suppose dans la
plupart des problémes que la satisfaction d’un agent n’est pas du tout affectée par la part recue par
les autres agents. En d’autres termes, on suppose que l'espace cible des préférences des agents est
simplement I’ensemble des parts possibles o(Z).

De maniére générale, on distinguera deux cas de figure :

> le cas de préférences individuelles non exogénes, dont ’espace cible est simplement ’ensemble

des parts, et donc la satisfaction des agents ne dépend pas de la part des autres agents;

> le cas de préférences individuelles exogénes, dont ’espace cible est maintenant ’ensemble des

partages possibles, et donc la satisfaction des agents dépend de ’ensemble du partage.

On peut classer dans la seconde catégorie I’ensemble des partages qui font intervenir la notion
de jalousie ou d’envie directement dans les préférences des agents. Cette modélisation refléte de
maniére plus réaliste le comportement humain vis-a-vis de la décision collective que ne le fait le
modele rationnel de I’Homo (Economicus. On pourra lire avec profit [Henrich et al., [2001}; Zizzo et
Oswald,, [2000], cités par [Delahaye, |2005|, sur le sujet de la non rationalité des préférences humaines :
les expériences conduites par les auteurs de ces articles révélent notamment que dans certains cas,
un agent préfére diminuer sa satisfaction personnelle afin de nuire & un agent plus chanceux que lui.

Notons malgré tout que 'hypothése de non exogénéité des préférences individuelles est une
approximation satisfaisante dans la plupart des problémes concrets étudiés. La notion de jalousie
et d’envie pourra, dans ce cadre-la, se traduire par une propriété exigée sur le partage résultant,
et non comme une propriété intrinséque des préférences individuelles. Nous reviendrons sur le sujet
dans la section consacrée a I’absence d’envie.

Notons que, lorsque I’espace cible des préférences individuelles est ’ensemble des parts possibles,
nous pouvons définir une propriété supplémentaire sur la structure de préférences, la propriété de
monotonie :

Définition 1.13 (Monotonie) Soit = une structure de préférences ordinale sur ’espace des parts
possibles p(#). Alors = est monotone si et seulement si pour tout couple de parts (7w, 7') € p(#) X
po(Z), mCn’=7r =<7

La propriété de monotonie est intuitive et raisonnable. Pour un agent ayant des préférences
monotones, 'ajout d'un peu de ressource (un objet par exemple) dans la part qu’il a ne pourra pas
avoir d’effet «négatify. Bien entendu, cela n’est pas toujours le cas (voir par exemple dans le
chapitre , mais on pourra considérer pour les problémes de partage auxquels on aura affaire que

50On peut éventuellement restreindre la définition des préférences collectives & I’ensemble de partages admissibles
sans que cela n’ait d’incidence sur la suite.
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c’est le cas en premiére approximation. Si un agent ne veut pas d’un objet, il pourra toujours le
donner & un autre agent ou tout simplement le jeter ou 'oublier dans un coin de grenier.

1.3 Agrégation des préférences et partage équitable

Nous avons jusqu’ici posé les bases nécessaires & la modélisation du probléme de partage de
biens indivisibles. Nous nous retrouvons maintenant face & un probléme délicat, qui constitue le
coeur du partage : celui de 'agrégation des préférences individuelles. Ce probléme peut étre posé
informellement de la maniére suivante :

Etant donnés un ensemble d’objets et un ensemble d’agents ayant des préférences sur les
parts possibles qu’ils peuvent recevoir, comment partager les objets entre les agents, de
maniére & ce que le partage soit le plus équitable possible ?

Ce probléme de justice distributive, vieux comme le monde, a été abondamment étudié par les
philosophes et les économistes, car il est lié au développement de toute société : du partage de
territoires de chasse dans les sociétés primitives au partage des zones d’exploitations miniéres mon-
diales, la problématique de la répartition de biens communs est au coeur des interactions et activités
collectives humaines. Indissociable de la notion de partage, le concept d’équité a été également
abondamment étudié dans de nombreux domaines. Comme nous ’avons rappelé en introduction, la
notion d’équité ne véhicule pas nécessairement une idée d’éthique ou de morale, contrairement a ce
qui semble étre d’usage dans le langage courant. Nous nous conformerons a ’acception de |Young,
1994] -

«By “equitable” T do not necessarily mean ethical or moral, but that which a given society
considers to be appropriate to the need, status, and contribution of its various members.»

Le probléme de justice distributive est historiquement celui des philosophes et des économistes
théoriciens. Les premiers ont concentré leur attention sur la signification de concepts aussi abstraits
que l'équité ou la justice, alors que les seconds (ainsi que quelques mathématiciens) se sont intéressés
a la modélisation et a ’axiomatisation de ces concepts et de propriétés qui leur sont liées. En
revanche, peu d’entre eux se sont intéressés a des propriétés liées a la construction ou a I’existence de
partages équitables dans certaines conditions bien précises [Brams et Taylor,|1996|. Ce domaine, plus
récent, est plutot I’apanage des sciences politiques, de la sociologie, ou de ’économie appliquée, qui
requiérent des approches plus empiriques. Ces travaux ont ouvert la voie & I'extension du domaine
du partage — et plus généralement du choix social — & des sciences comme l'informatique ou
I'intelligence artificielle, s’intéressant principalement & des aspects liés & la représentation compacte,
a l'algorithmique ou & la complexité des problémes de choix social.

Nous allons présenter ici en quelques pages les fondements théoriques principaux qui sont a la
base de la modélisation du probléme de partage en économie.

1.3.1 Principes normatifs de la justice distributive
1.3.1.1 Le principe d’équité

11 existe trois grandes théories normatives de la justice distributive. La premiére d’entre elles, et
la plus ancienne, est le principe d’équité d’Aristote :

«Les contestations et les plaintes naissent quand, étant égales, les personnes possedent
ou se voient attribuer des parts non égales, ou quand, les personnes n’étant pas égales,
leurs parts sont égales. [...| Tous les hommes reconnaissent, en effet, que la justice dans
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la distribution doit se baser sur un mérite de quelque sorte, bien que tous ne désignent pas
le méme mérite.»

Aristote, Ethique & Nicomagque, Livre V, chapitre 6, traduction Tricot.

Le principe selon lequel les égaux doivent étre traités de maniére égale préte relativement peu a
confusion : si deux personnes sont parfaitement identiques selon toutes les caractéristiques entrant en
ligne de compte dans le probléme, alors elles doivent étre traitées de maniére parfaitement égales.
En revanche, le principe de traitement inégal des inégaux — de maniére proportionnelle & leurs
différences — est sujet & de nombreuses interprétations.

Derriére le principe d’équité d’ Aristote se cache quatre définitions de la «pertinence» des critéres,
au cceur de toutes les réflexions d’ordre philosophiques sur la justice distributive [Moulin, 2003].

1. Le principe de compensation. L’idée qui est & la base de ce principe est que certains agents ont
besoin d’une plus grande quantité de ressources basiques que d’autres agents pour atteindre
le méme degré de bien-étre, et ce & cause d’un certain nombre de différences involontaires et
moralement injustifiées (santé, richesse des parents, capacités intellectuelles, . ..). Le principe
de compensation suggére de donner plus de ressource aux personnes qui en ont le plus besoin :
en d’autres termes, on cherche & atteindre l'égalité ex-post.

2. Le principe de récompense. Dans certains cas, les différences sur les caractéristiques individuelles
sont volontaires : les agents peuvent en étre tenus pour responsables. Dans ces cas-la, ces
différences justifient un traitement inégal des agents et doivent étre prises en compte lors de
la division de la ressource. Selon ce principe, ’attribution de la ressource se fait en vertu du
mérite des agents : plus un individu a contribué & la création de la ressource, plus il doit en
bénéficier.

3. Le principe de droits ezogénes. Certains principes guidant ’allocation de la ressource viennent
de considérations complétement extérieures a la consommation de cette ressource et des ques-
tions du type qui en a besoin ? et qui la mérite 7 qui lui sont rattachées. L’illustration la plus
édifiante de ce principe est le principe d’égalité dans ’allocation des droits politiques : chaque
citoyen ayant atteint la majorité a le droit de voter, quels que soient ses mérites, son niveau
d’étude ou encore son intérét pour la politique. Ce principe est celui de I’(in)égalité ex-ante
(nous reviendrons sur les droits exogénes au chapitre [2).

4. Le principe d’adéquation (ou fitness). Ce principe peu étre résumé en une phrase : La ressource
doit étre donnée a la personne qui en fait le meilleur usage. Il se décline en deux principes :
I'adéquation & la somme et 'adéquation a D'efficacité, qui correspondent respectivement a ’'uti-
litarisme classique et au principe d’efficacité de Pareto, dont nous parlerons plus loin.

Outre la critique concernant la difficulté de juger des inégalités entre les individus (comment en
effet juger de critéres aussi flous que «la contribution de chacun», ou encore «le bon usage de la
ressourcey ), on oppose en général au principe d’Aristote le fait qu’il ne fonctionne parfaitement que
si la ressource & partager est divisible [Young, 1994].

1.3.1.2 Le welfarisme cardinal

Le welfarisme compte parmi les paradigmes dominants actuellement dans le domaine de la
micro-économie. Née des travaux initiaux des précurseurs Condorcet et Borda, puis de ceux de
Bentham et d’Arrow, cette théorie s’applique de maniére générale & tous les problémes de décision
collective (dont les problémes de partage sont des instances particulieres). Elle est fondée sur un
postulat de choix rationnel — chaque choix individuel cherche 4 maximiser une relation de préférence
donnée compléte —, et sur le principe de l'individualisme méthodologique : l'individu et le monde
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extérieur (caractérisé par un ensemble d’états, ou en d’autres termes d’alternatives) sont deux
entités clairement séparées. L’autorité collective peut agir sur la distribution des ressources, mais
pas sur l'individu lui-méme, qui a des caractéristiques intrinséques telles que ses valeurs, préférences,
expériences, etc. Le postulat de base de la théorie du welfarisme est que chaque agent peut exprimer
sa satisfaction vis-a-vis des états du monde sous la forme d’un ordre sur ces états ou d’un indice
numeérique : le bien-étre social (social welfare). Le welfarisme est donc un procédé permettant
d’agréger de maniére mécanique le bien-étre social des agents pour en déduire une décision collective.
Ce modéle se divise en deux grands domaines d’étude :
> le welfarisme ordinal, ou choiz social, qui s’applique & ’agrégation de relations de préférences
ordinales, comme dans le domaine du vote;
> le welfarisme cardinal, version quantitative du probléme de décision collective, qui axiomatise
le principe de 'utilitarisme de Bentham.
On pourra consulter par exemple I'ouvrage de référence [Arrow et al) 2002] afin d’avoir une
synthése détaillée de la théorie du choix social, s’étendant de ’agrégation des préférences ordinales
& la théorie de 'utilitarisme.

Utilitarisme classique et égalitarisme Le welfarisme cardinal, et a fortiori le domaine de
la justice distributive, s’appuient historiquement sur deux théories d’importance en économie. La
premiére de ces théories, introduite principalement par Jeremy Bentham (1748-1832) et John Stuart
Mill (1806-1873) sous sa forme systématique est celle de l'utilitarisme classique. L’idée fondatrice
de cette théorie est qu’il est possible de représenter la satisfaction d’un agent vis-a-vis d’un état
par un indice numérique, qui représente formellement la, somme des joies et des peines de 'individu
en question : l'utilité doit étre comprise comme une mesure de satisfaction psychique cardinale qui
peut étre ajoutée entre les individus. Les biens doivent étre répartis de maniére a maximiser le
bien-étre social total des demandeurs (le meilleur bien pour le plus grand nombre). De maniére
plus formelle, 'utilitarisme cherche & maximiser la somme des utilités individuelles : les incréments
d’utilité individuelle de différents agents sont complétement interchangeables. Pour comprendre ce
point de vue, il suffit de considérer chaque agent comme un producteur de bien-étre social : le but
est de maximiser la production totale de bien-étre social, sans se préoccuper des inégalités entre les
agents.

Deux principales critiques ont été opposées a cette théorie. Tout d’abord, le fait que 'on puisse
comparer entre des individus des niveaux de satisfaction correspondant & des états psychiques
internes est plus que discutable. La seconde critique concerne le fait que cette théorie peut exiger
le sacrifice de quelques-uns pour le bonheur du plus grand nombre : ce principe moral n’est pas
universellement accepté.

Ces objections a la théorie de I'utilitarisme classique de Bentham ont donné naissance a la théorie
de I'égalitarisme de Rawls [Rawls, [1971]. L’idée fondatrice de cette théorie est qu'une distribution est
équitable si le plus malheureux des individus est rendu le plus heureux possible. Pour I’égalitariste
pur, les compensations entre agents sont impossibles; un gain trés important d’utilité pour tous les
agents sauf un ne compense pas une perte minuscule d’utilité pour ce dernier agent s'il s’avére qu’il
est déja le moins satisfait. Notons que cette idée n’implique pas nécessairement une égalisation des
revenus entre les agents, car d’un point de vue économique une telle égalisation n’incite pas a la
création de richesse et donc conduit & la diminution de la quantité de biens disponible. Contrairement
aux apparences, cette théorie n’est pas une théorie utilitariste dans le sens strict du terme, et en
cela, elle répond a la premiére des deux objections concernant 'utilitarisme classique. En effet, si le
niveau de «bonheur» est encore ici mesuré par un indice numérique, cet indice ne fait pas référence
a un état psychique interne, mais & des moyens par lesquels on peut assurer le bonheur (revenu,
santé, etc.) : les biens primaires.
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Les principales critiques opposées a cette théorie sont les suivantes. Tout d’abord, méme si le
recours & des biens primaires pour la mesure du bien-étre d’un agent permet de pallier le probleme
d’intercomparabilité des préférences, I'introduction de ces biens pose d’autres problémes : absence
de comparaison objective pour certains biens primaires (respect par exemple), ou encore difficulté
de déterminer un niveau d’importance relative entre ces biens. En d’autres termes, 'introduction
de biens primaires ne résoud pas le probléme de comparaison interpersonnelle des préférences, mais
ne fait que le reporter un peu plus loin. L’autre critique classique est liée a la définition-méme du
critére égalitariste : est-il juste d’imposer des restrictions sévéres & la grande majorité des individus
d’une société afin d’augmenter de maniére infime les revenus de I'individu le plus pauvre ?

Bien que le débat entre utilitaristes et égalitariste soit ancien, il s’est illustré vers le milien du XX*®
siécle par celui entre deux philosophes sociaux, Rawls [Rawls, |1971|, plaidant pour ’égalitarisme,
et Harsanyi [Harsanyi, 1955|, argumentant en faveur de 'utilitarisme. Les deux visions des choses
correspondent a deux interprétations différentes de la loi d’ignorance (Rawlsian veil of ignorance) :
« Si un individu devait rejoindre une société en ignorant tout de la place qu’il occuperait dans
cette société, quel principe de décision collective jugerait-il juste pour cette société?» La ou les
égalitaristes considérent que l'individu a une aversion pour le risque, et craint de se retrouver & la
place du plus pauvre, 'individu utilitariste a une attitude bayésienne et cherche & maximiser son
utilité espérée.

Macro- contre micro-welfarisme Les critiques opposées & la conception utilitariste de la justice
distributive sont justifiées dans un contexte macro-welfariste [Sen, 1992] : I'idée de représenter
la somme des joies et des peines d'un individu (méme si l'on passe par lintermédiaire de biens
primaires) est plus que discutable si ’on raisonne de maniére globale, pour les raisons que nous avons
évoquées ci-avant. En revanche, cette théorie est acceptable dans un contexte micro-économique
(micro-welfariste), dans le sens ou 'on établit une franche séparation entre le probléme en cours
d’étude et le reste des caractéristiques de ’agent ainsi que les autres individus non concernés. Dans
le contexte de problémes de «micro-allocationy, I'interprétation de 1'utilité d’un agent ne concerne
que le probléme en cours, et donc ne fait pas référence a un niveau de contentement global de
I'individu.

Ainsi, la théorie du welfarisme constitue un outil formel remarquable pour traiter les problémes
de justice distributive localisés que sont en général les problémes de partage. Appliqué aux pro-
blémes de partage, ce modéle permet d’explorer tout un ensemble de compromis entre le principe
de compensation (invoqué par les égalitaristes), et le principe d’adéquation (& la base de 'utilita-
risme classique). La question de la maniére d’y intégrer le principe de droits ezogénes sera abordée
au chapitre 2] En revanche, le welfarisme est complétement inadapté pour I’ensemble des problémes
faisant intervenir le principe de récompense. On peut citer parmi ceux-la les problémes de partage
de cotits ou de surplus entre des agents, concernant les problémes impliquant des agents ayant
contribué a hauteur inégale dans la ressource, sous la forme d’un investissement initial inégal par
exemple [Moulinj, 2002]. Ces problémes peuvent étre traités a I’aide de modéles tels que celui de la
valeur de Shapley [Shapley, 1953|, introduits initialement dans le contexte de la théorie des jeux de
von Neumann et Morgenstern, impliquant la notion de répartition de gains entre plusieurs membres
d’une méme coalition. Ces modeéles permettent de prendre en compte de maniére générale le principe
de récompense, ou de mérite.

Notons enfin que la théorie du welfarisme est une théorie de la justice résultat, ou justice
téléologique (endstate justice). En d’autres termes, on cherche a assurer l’équité du résultat du
partage, sans vraiment se soucier de la maniére dont ce résultat peut étre obtenu®. Cette vision

6C’est par exemple le principe sur lequel est fondée la notion de discrimination positive.
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est inadéquate pour certains types de problémes de partage pour lesquels I'équité ne peut pas étre
obtenue. Citons par exemple le cas d’allocation de reins disponibles pour un ensemble de patients
en attente de greffe. Le welfarisme s’avére impuissant & résoudre ce type de problémes, car ils
nécessitent une équité dans la procédure d’allocation, et non dans le résultat final : il ne peuvent
étre traités par les principes de la justice téléologique, mais ils relévent de la justice procédurale.
Les modéles concernant la justice procédurale, fondés sur des notions éthiques et morales liées au
hasard, & la priorité ou a l'équité par rotation (lorsque le bien & partager le permet), différent de
ceux concernant la justice téléologique, et jusqu’a ce jour aucun modéle n’englobe ces deux aspects
trés différents de la justice distributive.

1.3.1.3 L’absence d’envie

Les objections philosophiques et conceptuelles opposées aux modéles de 'utilitarisme classique
et de I’égalitarisme ont conduit certains économistes a adopter un point de vue entiérement différent.
L’un des écueils de ces approches est la comparaison interpersonnelle des utilités : le décideur (qui
peut étre une entité abstraite représentant la collectivité) doit étre capable de comparer lui-méme
les utilités d’individus dont il ne sait rien par ailleurs. L’idée a la base de "approche fondée sur
I’absence d’envie est que ce sont les agents eux-mémes qui jugent si leur situation est meilleure que
celle des autres. Fin d’autres termes, un partage est sans-envie si aucun agent estime qu’il est moins
heureux avec sa part qu’il ne le serait avec la part d’un autre agent, selon son propre point de vue.

La notion d’absence d’envie apparait pour la premiére fois dans [Tinbergen, 1953|, qui introduit
un critére d’équité d’une société fondé sur la notion d’envie. Du point de vue de Tinbergen, une
société est équitable si et seulement si aucun des individus qui la composent ne désire échanger
sa place avec quelqu’un d’autre : il s’agit d’une vision forte de 'absence d’envie. Cette propriété,
impossible a obtenir dans le cas général, car elle porte sur tous les critéres confondus, a été introduite
dans un sens plus faible dans [Foley, |1967|. Dans ce contexte, elle n’est pas appliquée au sens global,
mais seulement pour un probléme d’allocation particulier, pour lequel un agent compare uniquement
sa part avec celle des autres. La différence entre absence d’envie forte et absence d’envie faible est
bien entendu trés similaire & la distinction entre vision macro-welfariste et micro-welfariste

La propriété d’absence d’envie est séduisante, car c’est une notion purement ordinale, et qui
ne requiert aucune élicitation des préférences des agents sur une échelle numérique commune. En
revanche, elle ne s’applique pas toujours. Tout d’abord, elle est incompatible avec toute idée de
mérite, contribution, besoin, et plus généralement, elle est incompatible avec toute idée de jugement
de valeur, car un tel jugement de valeur est toujours fondé sur la comparaison interpersonnelle des
préférences. En outre, ce critére peut étre simplement inadapté & un probléme pour des raisons plus
«mécaniques» que philosophiques :

> Les préférences des agents peuvent étre complétement disjointes. Considérons par exemple

I’application [1| concernant la constellation de satellites Pléiades. Dans ce probléme, les de-
mandes de chaque agent concernent des zones géographiques différentes. On constate donc a
priori qu’il ne peut y avoir aucune envie dans ce probléme. En fait, les choses sont légérement
plus compliquées ici, car I'impossibilité pour un agent d’en envier un autre est uniquement
due a la modélisation du probléme, centrée sur les demandes en tant qu’objets indivisibles.
Les choses peuvent étre différentes si ’'on adopte une modélisation fondée sur le partage du
temps d’utilisation des satellites.

> Les préférences des agents peuvent étre des ordres complets sur ’ensemble des objets. Considé-

rons par exemple l'application ] concernant 'allocation de sujets de TREX. Dans ce probléme,
les agents expriment leurs préférences par classement de I'ensemble des sujets sans ez-aequo
possible. Puisqu’il y a quasiment autant d’individus que de sujets, un partage sans envie ne
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peut exister, sauf s’il est possible de donner & chaque agent le sujet correspondant a son
premier choix.

1.3.2 Ordre de bien-étre social et fonction d’utilité collective

Notre travail sur les problémes de partage s’appuie sur les fondements micro-économiques du
welfarisme et de 'absence d’envie, qui constituent des approches tout-a-fait pertinentes pour traiter
les problémes & portée limitée auxquels nous nous intéressons. Nous allons donc maintenant présenter
les notions théoriques qui sont & la base de ces modéles.

Le welfarisme idéalise un probléme de décision collective en attachant & chaque alterna-
tive faisable z € & (chaque décision possible, ou encore chaque partage admissible) le vecteur
(u1,...,up) € ¥™ des niveaux d’utilité individuelle (par la suite ¥ sera N, Q ou encore R, munis
de la relation d’ordre habituelle >), ou wu; est 'utilité de 'agent i (u; = fi(z), si f; est la fonction
d’utilité de agent ). Toute I'information pertinente est donc contenue dans ’ensemble des vecteurs
d’utilité faisables. Ces utilités individuelles sont agrégées en une structure de préférence ordinale
collective grace a 'ordre de bien-étre collectif.

Définition 1.14 (Ordre de bien-étre collectif) Soient A" un ensemble d’agents et ¥V un espace

de valuations. Un ordre de bien-étre collectif (ou ordre de bien-étre social”) est un préordre = sur
v

La notion d’ordre de bien-étre collectif est intuitive : chaque agent ¢ possédant une fonction
d’utilité f; de I'espace des alternatives dans ¥, on peut associer & chaque alternative x un vecteur
d’utilités (uy,...,un) = (f1(z),..., fu(z)). Le role de Pordre de bien-étre collectif est de classer les
alternatives par le biais de leur vecteur d’utilités associé.

A T'instar de la structure de préférence ordinale, 1'ordre de bien-étre social posséde un équivalent
numérique, sous la forme des fonctions d’utilité collective.

Définition 1.15 (Fonction d’utilité collective) Soient .4 un ensemble d’agents et ¥ un espace
de valuations. Une fonction d’utilité collective est une fonction de ¥ dans ¥ .

Comme pour la représentation numérique de structures d’utilité cardinale, & toute fonction
d’utilité collective ¢ est associée un ordre de bien-étre social unique > défini comme suit : w >
U < g(w) = g(v). On dit que g représente =. De maniére évidente, si g représente =, pour toute
fonction 7 croissante, 7(g) représente aussi .

Nous nous devons de relever 'analogie formelle existant entre le cadre welfariste de la décision
collective et celui de la décision multicritére, dans lequel la fonction d’utilité collective a un équivalent
prenant la forme d’un opérateur d’agrégation multicritére |Marichal, 1999 :

Définition 1.16 (Opérateur d’agrégation) Soient £ et F deuz intervalles de R. Un opérateur
d’agrégation est une fonction gugq : E" — F.

Dans notre cas, les critéres sont les fonctions d’utilité des agents, et £ et F sont les espaces (non
nécessairement bornés) de valuation. Cette analogie est intéressante d'un point de vue mathématique
et informatique, car le domaine de la décision multicritére est historiquement lié au développement
de sciences comme la recherche opérationnelle, ou la théorie de la décision. Nous pouvons donc
bénéficier des nombreuses avancées dans ces domaines pour I’étude des problémes de partage. Notons

"Par la suite, nous emploierons les deux expressions de maniére interchangeable.
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toutefois que ’analogie entre décision collective et décision multicritére se limite au point de vue
formel, et en particulier toute la réflexion philosophique et éthique & la base de la décision collective
est absente de la décision multicritére. On se gardera bien par exemple d’interpréter 'opérateur
d’agrégation de critéres min en termes autres que celui de ’équilibre entre les critéres, et on pourra
remarquer aussi que des propriétés telles que l’absence d’envie sont complétement absentes du
domaine de la décision multicritére.

Notons, pour clore cette introduction des éléments de base du modéle, 'existence d’un cadre gé-
néralisant légérement celui du welfarisme et des ordres de bien-étre social : le cadre de la négociation
collective (aziomatic bargaining, voir par exemple [Moulin| [1988] chapitre 3]). Ce modéle introduit
par Nash dans [Nash| |1950], généralise la notion d’ordre de bien-étre collectif en introduisant les
fonctions de choiz social. Alors que dans le modéle classique, il est possible de comparer direc-
tement deux profils d’utilité sans aucune autre donnée, dans ce nouveau modeéle, la comparaison
entre deux profils dépend en plus de ’ensemble des alternatives faisables. En fait, I’élément-clef de
cette construction est la donnée d’une fonction de choix social qui associe & tout ensemble possible
de vecteurs d’utilité admissibles un élément de cet ensemble. Un exemple remarquable de fonction
de choix social est la fonction d’égalitarisme relatif de Kalai-Smorodinski [Kalai et Smorodinsky,
1975], dont nous reparlerons bri¢vement lorsque nous aborderons la question de la normalisation

des utilités dans la section [[.3.4.5]

1.3.3 Propriétés des ordres de bien-étre collectif et des partages optimaux

Le choix de 'ordre de bien-étre social ou de la fonction d’utilité détermine le contenu éthique
et moral associé a la prise de décision, et implique donc le choix crucial du type de société désiré
par les agents. L’introduction d’un ensemble de propriétés associées aux ordres de bien-étre collectif
et aux décisions optimales impliquées par le choix d’un ordre de bien-étre social permet d’aider le
décideur a faire son choix parmi les ordres de bien-étre collectif classiques.

1.3.3.1 Propriétés basiques
Deux propriétés des ordres collectifs sont généralement requises : 'unanimité et ’anonymat.

Définition 1.17 (Unanimité) Soit = un ordre de bien-étre collectif. = satisfait la propriété
d’unanimité si et seulement si V(u,v) € V" x V", siVi € N, u; > v; et Ij € N tel que u; > vy,
alors u = v.

La propriété d’'unanimité est intuitive et souhaitable. Si une alternative est au moins aussi bonne
qu'une autre pour 'ensemble des agents et qu’elle est strictement préférée pour au moins un agent,
alors elle doit étre mieux classée que la premiére par l'ordre collectif. Le principe d’unanimité est
le concept le plus important de la micro-économie. Il ne dépend d’ailleurs pas de la structure de
préférences, puisqu’il ne nécessite pas de comparaison interpersonnelle cardinale des préférences. Une
autre maniére de formuler ce principe est de dire qu’il est compatible avec la relation de dominance
de Pareto, c’est-a-dire que u Pareto-domine v si et seulement si u > v :

Définition 1.18 (Dominance de Pareto, Pareto-efficacité) Soit & un ensemble d’alterna-
tives, A un ensemble d’agents et (f1, ..., fn) Uensemble de leurs fonctions d’utilité. Soit (x,y) € &2.
Sivie N, fi(x) > fi(y) et Ij € A tel que fj(x) > fi(y), alors x Pareto-domine y.

Une alternative non Pareto-dominée est dite Pareto-efficace.
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Dans la plupart des problémes de décision collective, on souhaite 1’égalité des agents devant la
procédure de choix, dans le sens ol si I'on échange l'identité de deux agents sans changer leurs
préférences, le classement résultant des alternatives ne doit pas changer. Cela est garanti par la
propriété d’anonymat :

Définition 1.19 (Anonymat) Soit = un ordre de bien-étre collectif. »= satisfait la propriété
d’anonymat si et seulement si Yu € ¥, o permutation de N, et U € V" tel que U =
(Ug(1)s -+ 5 Ug(n)), ON a U~

Comme pour la propriété d’unanimité, cette propriété d’anonymat est purement ordinale, donc
elle est définie quelque soit la structure de préférences employée par les agents. Notons que cette
propriété est souvent vue comme la plus fondamentale des propriétés liées & 1’équité : elle empéche
la discrimination des agents sur des caractéristiques a prior: hors du cadre du probléme de décision
en cours.

Nous introduisons enfin une derniére propriété, qui est la clef de la rationalité welfariste [Moulin|
2003| : I'indépendance vis-a-vis des agents non concernés (IUA pour Independance of Unconcerned
Agents) :

Définition 1.20 (Indépendance vis-a-vis des agents non concernés (IUA)) Soit = un
ordre de bien-étre collectif. = satisfait la propriété d’indépendance vis-a-vis des agents non
concernés si et seulement si pour tout quadruplet de profils d’utilité (u, v, V') tel que :

> pour un agent i : u; = v; et u, = v},

> pour tout agent k # i : up = u), vg = U},

- = — —
nous avons : U X v & u' X'

En d’autres termes, tout agent 4 indifférent vis-a-vis du choix entre deux profils u et v —
car son utilité reste la méme entre les deux profils — peut étre ignoré. Si cette propriété n’est pas
respectée, le choix entre deux profils d’utilité va dépendre d’agents qui sont réellement indifférents
entre les deux profils, ce qui n’est pas souhaitable. Cette propriété est aussi appelée propriété de
«séparabilité». Comme nous le verrons, les seuls ordres de bien-étre collectif «continus» respectant
ce principe seront les ordres représentés par une fonction d’utilité additive.

1.3.3.2 Partage et équité

Les deux propriétés précédentes sont en général exigées dans n’importe quel type de probléme
de décision collective. Les définitions que nous allons introduire maintenant sont issues de 1’abon-
dante littérature sur I’équité dans le partage et la décision collective. Bien entendu, comme nous
I’avons rappelé précédemment, 1’équité est un principe flou faisant référence a ce qu’une société juge
approprié aux besoins, statuts et contributions de ses membres. Néanmoins, plusieurs critéres ont
été proposés.

Propriétés relatives au partage Les deux propriétés que nous allons introduire ici sont spé-
cifiques au partage, et ne s’appliquent donc pas de maniére générale & des problémes de décision
collective autres issus d’autres domaines que la justice distributive.

La premiére traduction historique du principe d’équité dans les problémes de partage est fondée
sur l'idée que chaque agent considére «l'utilité qui lui est due» comme étant le n®™€ de l'utilité
qu’il aurait obtenu s’il était seul. Cette idée apparait dans |[Brams et Taylor, 1996| sous le nom de
proportionnalité, et dans [Moulin) 1995| sous le nom de juste part garantie.
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Définition 1.21 (Test de juste part) Soient A un ensemble d’agents, o/ ’ensemble des par-
tages admissibles et ™ un partage. T satisfait le test de juste part (fair share en Anglais) si et

seulement si Vi, f;(m;) > 14, avec @; = max{ fi(m;) | ® € o}.

Il semble assez souhaitable de faire en sorte que 'ordre de bien-étre social utilisé fournisse un
partage optimale garantissant la juste part aux agents. Cependant, lorsque la ressource & partager
est indivisible et qu’aucune compensation monétaire n’est possible entre les agents, il peut n’exister
aucun partage admissible satisfaisant le test de juste part [Brams et Taylor, 1996]. Cela se traduit
par une propriété souhaitable des ordres de bien-étre social, proposée dans |Fargier et al. 2004a;
Bouveret et al.l [2005b|, qui stipule qu'un ordre de bien-étre social doit fournir une solution qui
satisfait le test de juste part s’il en existe une :

Définition 1.22 (Juste part garantie) Soient A un ensemble d’agents, <7 'ensemble des par-
tages admissibles, > un ordre de bien-étre collectif et of Uensemble des solutions non dominées pour
cet ordre collectif. Soit F = {7 € o | Vi € [1,n], fi(m) > L&}, = vérifie la propriété de juste
part garantie si et seulement si F # & = Jﬂ F £ 2.

Cette propriété est donc fondée sur ce & quoi chaque agent estime personnellement avoir droit,
sans tenir compte de ce que recoivent les autres agents.

L’autre vision classique et séduisante de ’équité dans les problémes de partage est fondée sur
la comparaison personnelle (interne & chaque agent) de la propre part d’un agent et de la part des
autres agents : il s’agit de ’absence d’envie, que nous avons présentée précédemment. La définition
de ’envie, formalisée dans |Foleyl, |1967|, est simple : un agent envie un autre s’il serait plus heureux
d’avoir la part de 'autre agent que d’avoir sa propre part.

Définition 1.23 (Test d’absence d’envie) Soit .4 un ensemble d’agents, {f1,...,fn} lUen-
semble de leurs fonctions d’utilités exprimées sur les parts et T un partage. T satisfait le test
d’absence d’envie si et seulement si Vi # j, fi(m;) > fi(m;).

Un partage satisfaisant le test d’absence d’envie est dit sans envie.

Bien entendu, comme nous allons le voir a la section du chapitre 4} le critére d’absence
d’envie seul n’est pas suffisant, car il existe toujours un partage sans envie : le partage qui ne donne
rien & personne est sans envie. Les choses se compliquent lorsque 'on ajoute un critére d’efficacité
a l'absence d’envie : par exemple si 'on requiert que le partage soit complet (attribue Uintégralité
de la ressource), ou soit Pareto-efficace.

Dans le cas du partage de biens divisibles, ou dans le cas oil les compensations monétaires
sont possibles, il existe toujours un partage complet et sans envie, et il existe des procédures pour
le trouver dans certains cas (voir [Brams et Taylor) [1996]), par exemple sous réserve de certaines
hypothéses sur les fonctions d’utilité des agents, comme pour la procédure de Knaster, ou sur le
nombre d’agents en jeu, comme pour la procédure Adjusted Winner (dans le cas de deux agents).
Quant a existence d’un partage Pareto-efficace et sans envie, elle est garantie dans le cas indivisible
avec compensation monétaires si les fonctions d’utilité individuelle des agents ont une certaine forme
(par exemple si elles sont superadditives [Alkan et al., [1991]). Dans le cas du partage de biens
indivisibles sans compensation monétaire, il n’existe pas toujours de partage efficace et sans envie,
et comme nous allons le montrer au chapitre |4 et la seule tache de démontrer I'existence d’un
partage sans envie et efficace peut s’avérer extrémement complexe.

Exemple 1.1 Soit le partage a 2 objets o1 et 02 et 2 agents 1 et 2. Les préférences des agents sont
les suivantes : 1 et 2 ont les mémes préférences et valuent @ a0, {01} a 5, {02} 4 6 et {o1,02} & 10.
Alors :
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> Le partage (&, {o1,02}) n’est pas sans-envie (1 envie 2),

> Le partage ({01}, {o2}) n’est pas sans-envie (1 envie 2),

> Le partage ({02}, {o1}) n’est pas sans-envie (2 envie 1),

> Le partage ({01,02}, @) n’est pas sans-envie (2 envie 1).

Dans cet exemple, il n’existe aucun partage complet sans-envie. En revanche, si les compensations
monétaires sont possibles, dans tous les partages, ’agent bénéficiaire de la plus grande part peut
reverser la moitié de son utilité sous forme d’argent & ’agent 1ésé, produisant ainsi des partages
sans envie.

Equité fondée sur I’égalitarisme et mesures d’inégalité Les traductions de I'équité intro-
duites jusqu’ici sont d’une part spécifiques au partage, et d’autre part ne requiérent par de com-
paraison interpersonnelle des utilités, ce qui leur confére un intérét particulier. En revanche, ces
critéres ne tirent pas réellement partie des hypothéses trés fortes a la base du welfarisme cardinal,
et liées au fait que les préférences des agents sont exprimées sur une échelle numérique.

Une traduction trés largement acceptée de la notion d’équité dans la micro-économie est fondée
sur I’égalitarisme. La notion d’équité est traduite par l’aspiration & tendre vers une égalité par-
faite des utilités individuelles, si tant est que les agents ont des droits égaux sur la ressource et
que les utilités sont commensurables, ¢’est-a-dire exprimées sur des échelles identiques (monétaires
par exemple). Dans ce cadre, on peut déterminer de maniére précise a quel point un partage est
inéquitable, en mesurant la «distance» du profil d’utilité en question au profil d’utilité parfaitement
égalitaire. Cette traduction de la notion d’équité a donné naissance, notamment sous 'impulsion
de |Atkinson|, 1970], & une branche trés prolifique de la micro-économie : celle de la mesure des
inégalités. De maniére intéressante, le domaine de la mesure des inégalités n’est pas exclusivement
réservé a la décision collective, mais il est aussi abondamment étudié dans le contexte de la déci-
sion multicritére [Keeney et Raiffa, [1976(, car de nombreux problémes nécessitent la recherche d’'un
certain équilibre entre différents critéres, et les mémes outils formels s’appliquent dans ce cas-la.
En outre, la notion d’inégalité est aussi formellement trés proche de la notion de risque dans le
domaine de la prise de décision en présence de risque. Nous aurons ’occasion de revenir sur ce point
particulier dans le chapitre

L’équité égalitariste et la mesure des inégalités sont fondées sur la propriété de réduction des
inégalités. Cette propriété caractérise 'incitation a I’équité d’un ordre de bien-étre collectif par sa
tendance a redistribuer les utilités des agents les plus riches vers les agents les plus pauvres. Cette
notion s’appuie sur la définition d’un transfert de Pigou-Dalton :

Définition 1.24 (Transfert de Pigou-Dalton (réduction des inégalités)) Soient u et u’
deuz profils d’utilité. W' est obtenu & partir de W par réduction des inégalités, ou transfert de
Pigou-Dalton si et seulement si (i, j) € N2 tels que :

SENE

> u; +u; =u; +u; (conservation de la somme) ;

> w; < {uj, uj} <wuy (réduction des inégalités) ;

> Vke A \{i,j}, up = uy,.

En d’autres termes, un transfert de Pigou-Dalton redistribue 1'utilité d’'un agent riche j vers un
agent i (tout en maintenant 'utilité globale constante), sans modifier I'utilité des autres agents. A
partir de cette notion, on peut caractériser la tendance qu’a un ordre de bien-étre social & favoriser
I’équité, en introduisant la propriété suivante :

Définition 1.25 (Principe de réduction des inégalités) Soit = un ordre de bien-étre collectif.
>~ satisfait le principe de réduction des inégalités si et seulement si pour toute paire de profils d’utilité
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N
w, U tels que U’ est obtenu & partir de W par transfert de Pigou-Dalton, on a U < u’.

Ce principe est aussi appelé principe de Pigou-Dalton dans la littérature (voir par exemple
[Moulin|, 1988, page 45| ou [d’Aspremont et Gevers|, [2002, page 506]). Si la préférence pour le second
partage est large, l'ordre collectif respecte faiblement le principe de réduction des inégalités. La
notion de transfert de Pigou-Dalton est illustrée sur la figure [1.4

y U2
5T . P
o - Profil parfaitement équitable
fi(a) £3() P ?
< < 44 ..
«%Q; ‘.
— , 3 [ Qod}é\\\
fil@)  fi( ) o
EETAN
A Réduction des inégalités entre deux profils d’utilité. 1+ %
Profil d’utilité initial
Ui
Situation des profils moins inégalitaires pour deux agents. » 1 2 3 4 5

Figure 1.4 — Illustration du principe de réduction des inégalités de Pigou-Dalton.

La notion de réduction des inégalités seule est en général insuffisante pour caractériser ’en-
semble des décisions collectives «intéressantes», car elle n’implique pas en particulier que la décision
collective soit Pareto-optimale. Cependant, il existe un outil tres intéressant, la courbe de Lorenz,
qui fournit une relation de dominance entre profils d’utilité permettant de prendre en compte & la
fois la notion de Pareto-efficacité et la réduction des inégalités :

Définition 1.26 (Courbe de Lorenz) Soit w un vecteur d’utilités et u ' le vecteur des compo-

santes ordonnées par ordre non décroissant de u (on notera u,l la k¢™¢ composante de ce vecteur).
—_— .
Alors la courbe de Lorenz de W est le vecteur L(W) = (ul,..., 3% u,l, ey D p u,Tg)

La courbe de Lorenz d’un profil d’utilité est donc définie comme le vecteur qui a tout indice
1 comporte la somme de toutes les utilités des ¢ agents les moins satisfaits. Cet outil, transposé a
I’échelle d'une population et appliqué au vecteur des revenus des individus, est utilisé en économie
pour mesurer le taux d’inégalité au sein d’une population. Par exemple, la composante de la courbe
de Lorenz correspondant a 30% de la taille de la population représente la somme des revenus
des 30% des individus qui sont les plus pauvres de la population. Cet outil a I'avantage d’étre
illustratif du point de vue graphique : la représentation graphique d'une courbe de Lorenz est
toujours «convexey (voir figure , et son degré de convexité indique l'inégalité au sein de la
population. Si tous les agents sont complétement égaux, la courbe est linéaire, et & 'extréme si tous
les agents sauf un ont une utilité nulle, la courbe est la plus éloignée possible d’une droite. Notons
que le vecteur correspondant & notre définition de la courbe de Lorenz est parfois appelée courbe de
Lorenz généralisée, la courbe de Lorenz étant définie dans ce contexte comme la normalisation de la
courbe de Lorenz généralisée (¢’est-a-dire correspondant au vecteur introduit dans la définition [1.26]
dans lequel chaque composante a été divisée par la somme totale des utilités).

Comme nous ’avons fait remarquer, la notion de courbe de Lorenz concentre dans un seul critére
la Pareto-efficacité et la réduction des inégalités :
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Proposition 1.2 ([Moulin, 1988|) On dira qu’un vecteur d’utilités u Lorenz-domine un vecteur
d’utilités v si sa courbe de Lorenz L(W) Pareto-domine L(0).

Si w Pareto-domine v ou bien est obtenu par transfert de Pigou-Dalton & partir de v, alors u
Lorenz-domine v'. Réciproquement, si « Lorenz-domine v, alors il existe une suite de transferts
; 1 . . — —
de Pigou-Dalton et d’améliorations de Pareto qui transforme v en .

En conséquence, un ordre collectif respecte le principe de réduction des inégalités s’il est com-
patible avec la dominance de Lorenz. L’ensemble des partages non dominés au sens de Lorenz
(Lorenz-optimaux) est le sous-ensemble «le plus égalitaire au sens de Pigou-Daltony de 1’ensemble
des partages Pareto-optimaux. La figure illustre la notion de dominance de Lorenz sur un en-
semble de profils d’utilité pour un probléme & deux agents.
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Figure 1.5 — Illustration de la notion de dominance de Lorenz sur des profils d’utilité
4 deux composantes.

Indices d’inégalité Si les outils fournis par le test de réduction des inégalité et la courbe de
Lorenz formalisent la notion d’inégalité, ils n’indiquent pas comment celle-ci doit étre mesurée
concrétement. Plusieurs mesures numériques ont été proposées, sous la forme d’indices d’inégalité.
Un indice d’inégalité est une transformation mathématique d’une fonction d’utilité collective qui
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met en valeur la perte de bien-étre social due a l'inégalité entre agents. [Moulin| [1988| propose une
bonne introduction aux indices d’inégalité.

Définition 1.27 (Indice d’inégalité) Soit = un ordre de bien-étre collectif qui respecte le principe
de réduction des inégalités. Pour chaque vecteur d’utilité positif © on définit Uutilité également

distribuée équivalente e(W) € ¥ de la maniére suivante : (W) - (1,...,1) ~ . On note également
U= %22;1 u;. L’indice d’inégalité associé a > est :
-
e(u
J(W)=1- (f )
u

On peut remarquer que .J (W) est toujours strictement positif, sauf lorsque toutes les composantes
de W sont égales, auquel cas il est nul. La positivité est due au fait que > respecte le principe de
réduction des inégalités. En outre, J(w) < 1.

Concretement, un indice d’inégalité est donc fondé sur la mesure d'une «distance» entre un
profil d’utilité et le profil «parfaity (c’est-a-dire parfaitement égalitaire) qui lui est équivalent selon
I’ordre de bien-étre social choisi pour la construction de I'indice. Selon la définition de la fonction
d’utilité collective ou de l'ordre collectif choisis au départ, on aboutit & des indices d’inégalité trés
différents. On peut citer les deux exemples les plus classiques : les indices d’Atkinson et I'indice de
Gini.

La famille d’indices d’Atkinson est fondée sur la famille de fonctions d’utilité collective somme
des puissances que nous introduirons dans la section restreinte aux fonctions qui respectent
le principe de réduction des inégalités.

Définition 1.28 (Indices d’Atkinson) La famille d’indices d’Atkinson est la famille définie par :

1
Jy (W) = —(iZ(?)q>q, 0<g<loug<O
1

L’indice de Gini, quant a lui, n’est pas fondé sur une fonction d’utilité collective classique, mais
sur la mesure de la distance de la courbe de Lorenz d’un vecteur d’utilités a sa courbe idéale (c’est-
a-dire la droite k +— ku). Plus le vecteur d’utilités est inégalitaire, plus cette «distance» sera grande.
L’indice de Gini mesure I'aire de la surface comprise entre la courbe de Lorenz réelle et idéale (aire

grisée sur la figure .

Définition 1.29 (Indice de Gini) L’indice d’inégalité de Gini se définit par les trois expressions
équivalentes suivantes :

Les trois définitions équivalentes de 'indice de Gini suggérent trois interprétations.

1. La premiére définition correspond au calcul normalisé de I’aire décrite ci-avant, et grisée sur la

figure
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Figure 1.6 — Indice de Gini : distance entre les courbes de Lorenz réelle et idéale.

2. La deuxiéme définition fait apparaitre la fonction d’utilité collective sur laquelle est construite
I'indice de Gini. Cette fonction est une variante de la fonction d’utilitée utilitariste (voir sec-
tion dans laquelle le poids d’un agent décroit en fonction de son degré de satisfaction par
rapport aux autres (en fait, ¢’est une moyenne pondérée ordonnée, voir méme section).

3. La troisiéme interprétation est fondée sur les utilités différentielles : l'indice de Gini est la
moyenne des différences d’utilités deux-a-deux entre agents.

1.3.3.3 Reésumé de ’ensemble des propriétés

Nous avons introduit un certain nombre de propriétés permettant de caractériser les partages
(ou décisions collectives), et les ordres de bien-étre social. La plupart de ces propriétés sont lices a
la définition de I’équité, selon plusieurs points de vue différents. Un récapitulatif de ’ensemble de
ces propriétés est proposé dans le tableau

Propriété de . . comparaison .
, b Propriété du Spécifique au . P Critére
Iordre de artage artage? interpersonnelle Jequite?
bien-étre collectif battag bartage ! des préférences ? d '
Unanimité Pareto-efficacité non non non
Anonymat (—) non non oui/non*
IUA (—) non non oui/non*
Juste part . . .
be Test de juste part oui non oui
garantie
(—) Absence d’envie oui non oui
Reéduction des . . .
) u : .n, Lorenz-efficacité non oul oul
inégalités
Indice d’inégalité (—) non oui oui

*Selon les points de vue, il peut s’agir ou non d’un critére d’équité.

Tableau 1.1 — Récapitulatif des propriétés des ordres collectifs et des partages
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1.3.4 Fonctions d’utilité collective classiques

Nous allons introduire dans cette section ’ensemble des fonctions d’utilité collective les plus
classiques, que nous analyserons briévement & la lumiére des propriétés précédentes.

1.3.4.1 Fonction d’utilité collective utilitariste classique

Les deux fonctions d’utilité collective a la base de toute ’analyse micro-économique corres-
pondent aux deux visions contradictoires présentées ci-avant : la théorie de I'utilitarisme classique
et celle de I’égalitarisme. La premiére de ces deux visions a conduit a définir de maniére naturelle
la fonction somme comme fonction d’agrégation des utilités individuelles. La fonction d’utilité col-
lective utilitariste classique est issue d’une certaine idée de la justice collective : la justice selon
I’adéquation. Chaque agent produisant une part d’utilité collective, si un agent est plus productif
qu’un autre, et seulement dans ce cas, il aura le droit & plus de ressource.

Définition 1.30 (Utilité collective utilitariste classique) La fonction d’utilité collective uti-

litariste classique est la fonction de ¥™ dans ¥V : g% : (u1,...,Un) — > iy U

Cette fonction d’utilité collective est intéressante du point de vue de l'efficacité : il est apparent
qu’elle satisfait le principe d’unanimité. En outre, elle garantit aussi 'anonymat, I'indépendance vis-
a-vis des agents non concernés, et une propriété d'insensibilité o une dilatation linéaire commune des
utilités. Cette derniére propriété, appelée independance of common utility scale dans la littérature
anglophone, exprime simplement le fait qu'une transformation linéaire de tous les profils d’utilité
ne change pas leur ordre, ou en d’autres termes : pour tout A > 0, @ = ¥ < Au < Av. Cette
propriété est partagée par toutes les fonctions de la famille somme des puissances (introduite plus
loin dans cette section).

Si la fonction utilitariste classique posséde quelques bonnes propriétés, elle est en revanche assez
peu intéressante du point de vue de I'équité, si toutefois par «équité» on entend égalité entre les
agents. Elle ne garantit pas la juste part, et ne réduit pas les inégalités (voir [Moulin, 1988|) —
notons qu’elle ne les augmente pas non plus, elle y est indifférente. Dans tous les cas, utiliser une
telle fonction d’agrégation peut conduire & des partages trés inégalitaires : dans un cas extréme, on
peut avoir a choisir entre les profils (100,0) et (49,50). La fonction d’utilité utilitariste classique
choisira le premier profil, de loin le plus inégalitaire des deux.

Fonction d’utilité collective égalitariste La deuxiéme fonction d’utilité collective la plus clas-
sique correspond & la vision égalitariste de la justice collective. Contrairement & la fonction utili-
tariste, cette fonction attribue les biens selon les besoins, et non selon la productivité. Elle tend
a égaliser le vecteur des utilités individuelles, et n’hésite pas a sacrifier la satisfaction d’un grand
nombre d’agents au profit du moins riche.

Définition 1.31 (Utilité collective égalitariste) La fonction d’utilité collective égalitariste est
la fonction de ¥™ dans ¥ : ¢'® : (Ui, ..., up) — minl" | u;.

La fonction d’utilité égalitariste a une particularité intéressante. Elle satisfait la propriété
d’insensibilité a une dilatation commune croissante quelconque des utilités (independance of common
utility pace), cest-a-dire que on a ¢((u1,...,uy) < ¢ (v1,...,v0) © ¢ (T(u1),...,7(u,)) <
g (r(v1),...,7(vs)) pour toute transformation 7 croissante non nécessairement linéaire. Les utili-
tés individuelles peuvent donc subir n’importe quelle transformation croissante sans changer I'ordre
des profils d’utilité.
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La fonction d’utilité égalitariste satisfait de méme certaines propriétés d’équité telles que ’ano-
nymat ou la juste part garantie, mais en revanche, & linstar de la fonction utilitariste, elle est
indifférente aux inégalités. Cette fonction a un autre probléme autrement plus important : elle ne
satisfait pas le principe le plus basique d’unanimité — en fait, elle le satisfait au sens faible (c’est-
a-dire que dans la définition de 'unanimité, u > v au lieu que u > v). En outre, elle ne satisfait pas
non plus 'indépendance vis-a-vis agents non concernés. Ces effets néfastes du min (indifférence aux
inégalités, non satisfaction du principe d’unanimité et dépendance vis-a-vis des agents non concer-
nés) sont quelquefois appelés «effet de noyade» voir [Fargier et al., 1993; Dubois et Fortemps, 1999|
et sont dus a I'idempotence de 'opérateur min qui se concentre donc sur une seule composante
et néglige la comparaison des autres. Considérons par exemple les vecteurs (1,1000,...,1000) et
(1,...,1) : la fonction d’utilité collective égalitariste laisse ces deux vecteurs indifférents, alors que
le premier est clairement meilleur que le second. Ces lacunes n’en font pas une fonction d’utilité
collective trés pertinente en 1’état.

11 existe un raffinement classique connu de cette fonction, qui pallie ces lacunes : I’ordre collectif
lezimin. Cet ordre a été introduit dans [Sen, [1970], en relation avec les travaux de |[Rawls| 1971] Il
a été repris de nombreuses fois, notamment par [Kolm) [1972; d’Aspremont et Gevers| [1977; Moulin,
1988].

Définition 1.32 (préordre leximin [Sen| [1970; Kolml, [1972]) Soient W et v deuz vecteurs
d’utilité de ¥™. Ils sont indifférents pour le préordre leximin si et seulement si W' = v'1. U est
préféré strictement 4 U (nolé U leximin V) si et seulement si 3k € [0,n — 1] tel que Vi €
[1, k], uzT = UZ-T et uLH > U,E_H,

Le préordre leximin, s’il est classique dans le domaine de la décision collective, ’est aussi dans
le domaine de la logique floue (|[Dubois et Fortemps, [1999]). Dans ce dernier domaine, un autre
raffinement classique du min est souvent introduit : ’ordre discrimin. La ot 'ordre leximin compare
deux alternatives grace a la comparaison de leurs rangs d’utilité par ordre croissant, I’ordre discrimin
utilise la relation d’inclusion : une alternative est préférée & une autre si & un rang donné ’ensemble
des agents ayant cette valeur d’utilité de la premiére alternative est strictement inclus dans ce
méme ensemble pour autre alternative (et si pour les rangs inférieurs ces ensembles sont égaux).
Ce raffinement parait moins pertinent dans le contexte du partage équitable : d’une part, le préordre
induit n’est pas total et laisse de nombreuses alternatives incomparables, et d’autre part il ne satisfait
pas le principe d’anonymat, en laissant des profils permutés incomparables entre eux au lieu de les
laisser indifférents.

L’ordre collectif leximin fonctionne en comparant les utilités des agents les plus pauvres des
deux partages. Si ces utilités sont égales, on compare les utilités des prochains dans l'ordre d’uti-
lité croissante, jusqu’a trouver une différence. Cet ordre est le raffinement efficace de la fonction
d’utilité collective égalitariste, dans le sens ol l’ensemble des solutions admissibles non dominées
pour l'ordre leximin est inclus dans ’ensemble des solutions maximisant la fonction d’utilité éga-
litariste. En conséquence, le leximin posséde toutes les bonnes propriétés héritées de la fonction
min : anonymat, insensibilité a une dilatation commune croissante quelconque des utilités, juste
part garantie. Elle vérifie en plus la propriété de réduction des inégalités, I'indépendance vis-a-vis
des agents non concernés, et enfin 'unanimité, ce qui en fait un ordre tout-a-fait pertinent pour
I’agrégation d’utilités en une décision collective.

Le préordre leximin posséde de plus une propriété remarquable, ce qui explique le fait qu’il
occupe une place aussi centrale dans la théorie du welfarisme cardinal. C’est en effet le seul ordre
de bien-étre collectif qui respecte a la fois le principe de réduction des inégalités et I'insensibilité a
une dilatation commune croissante quelconque des utilités (voir par exemple [Moulin| [1988] page
40] ou [Moulin, 2003, page 76]).
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Nous pouvons cependant remarquer que nous avons défini le critére leximin comme un ordre
de bien-étre social, et non comme une fonction d’utilité collective, ce qui conduit & l'interrogation
légitime : est-il possible de représenter ’ordre de bien-étre social leximin par une fonction d’utilité
collective 7 La réponse est connue (voir par exemple [Moulin, 1988|) et négative dans le cas général :

Proposition 1.3 (voir [Moulin, 1988||) L’ordre leximin n’est pas représentable par une fonction
d’utilité collective, & moins que 'ensemble des utilités ne soit fini ou infini dénombrable.

Ce résultat négatif n’est pas vraiment limitatif dans le cas général, car dans tous les problémes
concrets que nous aurons a traiter, 'ensemble des alternatives (donc des profils d’utilité) sera bien
entendu fini. Dans ce cas précis, il existe des fonctions d’utilité collective permettant de représenter
I'ordre leximin, comme nous allons le voir dans le chapitre |5| consacré a ’algorithmique du leximin.
Nous aurons cependant & nous poser la question de la pertinence et de 'efficacité opérationnelle liée
a la traduction de I'ordre leximin en fonction d’utilité collective.

1.3.4.2 Fonction de Nash

Entre les fonctions d’utilité plutét extrémes que sont les fonctions utilitaristes et égalitaristes,
on peut définir un certain nombre de fonctions intermédiaires permettant de réaliser des compromis
entre ces points de vue. D’un point de vue «philosophiquey, ces fonctions intermédiaires permettent
de réaliser un compromis entre le principe de compensation (égalitarisme) et le principe d’adéquation
(utilitarisme).

La premiére de ces fonctions, moins utilisée que les deux précédentes dans la littérature, mais
possédant de bonnes propriétés, est la fonction de Nash :

Définition 1.33 (Utilité collective de Nash) La fonction d’utilité collective de Nash est la
fonction de ¥™ dans ¥ : gN) - (ug,. .. up) = [T0g wi.

Cette fonction a ’avantage de présenter la propriété d’étre indépendante vis-a-vis des échelles
individuelles d’utilité, ce qui signifie que I’échelle sur laquelle est exprimée la satisfaction d’un agent
ne compte pas dans le choix de la décision collective, contrairement a l'utilitarisme qui accorde de
I'importance seulement aux agents les plus producteurs d’utilité, et a ’égalitarisme qui accorde de
I'importance aux plus pauvres uniquement. La fonction de Nash apparait comme un compromis
séduisant dans certains problémes tels que les problémes du type partage de temps d’utilisation
d’une ressource avec externalités (voir I’exemple de la radio dans [Moulin| 1988, page 80]). En
outre, elle est compatible avec 'ordre de Pareto (elle vérifie 'unanimité), l'indépendance vis-a-vis
des agents non concernés, et elle réduit les inégalités. Nous aurons l'occasion de revenir sur cette
fonction d’utilité dans le chapitre 2

1.3.4.3 Somme des puissances

La véritable puissance du cadre du welfarisme cardinal réside en partie dans la possibilité d’ex-
primer des compromis paramétrables entre les fonctions égalitariste et utilitariste classique, par le
biais de familles de fonctions. Parmi les familles permettant de représenter un large spectre d’ordres
de bien-étre social, 'une d’elle a été introduite dans un théoréeme de |[Roberts, [1980].

Définition 1.34 (Famille somme des puissances) La famille de fonctions d’utilité collective
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somme des puissances est la famille :

n

sgn(p) - > _uf' pour p# 0

WeR¢P(W)={ , = , avee Vp # 0, sgn(p) = ‘%
Z log u; pour p =20
=1

Cette famille de fonctions est intéressante & plusieurs points de vue. Tout d’abord, remarquons
qu’elle est «continue» en 0, en ce qui concerne les ordres de bien-étre collectif représentés. En
effet, Va > 0, a” = 1 + zlog(a) + 0z—0(x?), donc Y7 uf = 31 (1 + plog(wi)) + 0p_o+(p?) =
n+p > i log(ui) 40,0+ (p?). La fonction & — n+pz étant croissante pour p > 0, n+p > 1, log(u;)
représente le méme ordre de bien-étre social que > ; logu;. Le méme raisonnement montre la
continuité des ordres de bien-étre social lorsque p — 0.

Ces fonctions ont une autre propriété intéressante. Le théoréme de |[Roberts, 1980] montre que
tous les ordres de bien-étre collectifs vérifiant ’anonymat, continus, et séparables (vérifiant la pro-
priété d’'indépendance vis-a-vis des agents non concernés) peuvent étre représentés par une fonction
d’utilité collective de cette famille. Il faut préciser toutefois ce que 'on entend par «continuité»
d’un ordre de bien-étre collectif : un ordre de bien-étre collectif > est dit continu si et seulement si
pour tout profil U les ensembles {¥ | ¥ = W} et {W | W < ¥’} sont fermés pour une topologie
de I'ensemble ¥ (en général on suppose que ¥ = R et bien entendu la topologie choisie est celle de
Pensemble des ouverts sur les réels). En outre, comme nous 'avons précisé précédemment, toutes
les fonctions de cette famille vérifient la propriété d’insensibilité a une dilatation linéaire commune
des utilités.

Cette famille somme des puissances fait la jonction entre des fonctions trés inégalitaires (lorsque
p > 1, g(p)) augmente les inégalités, et des fonctions plus équitables : lorsque p — —oo, lordre
de bien-étre social représenté tend vers 'ordre leximin. Nous avons en conséquence la proposition
intéressante suivante :

Proposition 1.4 Si l'ensemble des profils d’utilité est fini, alors il existe un p < 0 tel que g(p/)
représente [’ordre leximin pour tout p’ < p.

La preuve de cette proposition est détaillée a la section de Vannexe[B] Il s’avére en revanche
plus ardu de trouver ’exposant p maximum tel que g(pl) représente ’ordre leximin pour tout p’ < p.
Un début d’étude de ce probléme est présenté en section de la méme annexe.

A la jonction entre les fonctions réduisant les inégalités (p < 1) et les fonctions les augmentant
(p > 1), se trouve la fonction d’utilité collective utilitariste gV, De meéme, a la jonction entre les
fonctions qui avantagent les producteurs d’utilité — que 'on pourrait appeler pseudo-utilitaristes
(p > 0) — et les fonctions qui avantagent les agents les plus pauvres — selon la méme terminologie,
pseudo-égalitaristes (p < 0) — se trouve 'ordre de bien-étre social représenté par la fonction de Nash,
g(o), qui est insensible aux échelles des utilités individuelles. Il est & noter que dans la littérature, on
restreint souvent la famille somme des puissances aux indices p < 1, négligeant de fait explicitement
les fonctions d’utilité qui augmentent strictement les inégalités.

La figure montre la représentation graphique de quelques fonctions puissances, permettant
d’illustrer de maniére intuitive le principe d’avantage aux riches ou aux pauvres selon la convexité
ou la concavité de la courbe. Plus 'exposant p tend vers —oo, plus la fonction g(p) accorde de
I'importance aux incréments d’utilité d'un agent pauvre (dont 'utilité est proche de 0), par rapport
aux incréments d’utilité d’un agent riche. Cela se traduit graphiquement par la concavité trés
accentuée de la courbe u — uP. A linverse, si p > 1, la convexité de la courbe u — u? illustre le fait
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que plus un agent est riche, plus il sera incité a devenir riche, car plus son utilité augmente, plus
un incrément unitaire de son utilité individuelle a d’effet positif sur 1'utilité.

La figure montre un exemple de courbes iso-utilité collective de quatre fonctions de la famille
somme des puissances n’augmentant pas les inégalités® pour un probléme a deux agents, en fonction
de l'utilité individuelle de ces deux agents. On peut remarquer que plus p tend vers —oo, plus les
courbes iso-utilité se rapprochent d’une courbe «iso-min».

()

4+ ;172 T

Figure 1.7 — La représentation graphique de quelques fonctions puissance.

1.3.4.4 Moyennes pondérées ordonnées (OWA)

La famille de fonctions somme des puissances était fondée sur des propriétés analytiques fortes :
la continuité et la séparabilité, qui équivalent & peu de choses prés & une notion de dérivabilité des
fonctions. Une seconde famille est trés utilisée dans le domaine de ’agrégation de fonctions d’utilité :
celle des moyennes pondérées ordonnées |Yager, 1988|, ou OWA (pour Ordered Weighted Averages).
L’idée a la base de la construction de ces fonctions d’utilité est d’introduire une famille permettant
de pondérer 'importance des agents non pas selon leur identité, mais selon la place de leur utilité
par rapport a l'utilité des autres : on peut ainsi donner de maniére explicite I’avantage aux agents
les plus pauvres ou les plus riches, ou encore par exemple concentrer 'importance sur les agents
situés au milieu de I’échelle des richesses.

Définition 1.35 (Famille OWA) La famille de fonctions d’utilité collective moyenne pondérée
ordonnée (ou OWA pour Ordered Weighted Average) est la famille :

n n
gﬁ = Zwi X uZT, avec W € [0,1]" et Zwi =1.
i=1 i=1

Les deux fonctions d’utilité classiques aldmelttent une représentation sous forme d’'OWA : la
fonction utilitariste correspond & TOWA ¢lwn), et la fonction égalitariste correspond a 'OWA
100 Drautres fonctions classiques, mais moins utilisées dans le cadre de la décision collective

8Notons que pour une fonction d’utilité collective respectant le principe d’'unanimité, cette propriété est équivalente
a la concavité des courbes iso-utilités.
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Figure 1.8 — Courbes iso-utilité collective de 4 fonctions d’utilité collective de la
famille somme des puissances, pour 2 agents : g(V), g(0 g(=1 et ¢(=10),

équitable car peu appropriées dans ce contexte, peuvent étre représentées par les moyennes pondérées
ordonnées. Nous pouvons citer la fonction élitiste ¢¢ = & +— max;(u;) = ¢(®% 1 (qui est a
I’opposé de la fonction égalitariste, mais peut étre utile dans certains contextes ol ’on s’intéresse
a la maximisation de 1'utilité d’un seul agent), ou encore la fonction dictatoriale de rang k, qui
s’écrit gw, avec w; = 08l ¢ # k, et wi = 1, et généralise les fonctions égalitariste et élitiste. En
outre, comme toutes les fonctions d’utilité collective introduites jusqu’ici, toutes les fonctions de la
famille OWA vérifient la propriété d’insensibilité & une dilatation linéaire commune des utilités. 11
existe de plus une caractérisation trés simple des fonctions d’utilité collective de la famille OWA
qui respectent le principe de réduction des inégalités : ce sont exactement les fonctions telles que
V(i,7), 1> j = w; < wj.

De plus, tout comme avec la famille somme des puissances, ’ordre leximin peut étre représenté
par un OWA si I'ensemble des utilités est fini (|[Dubois et all 2001]) :

Proposition 1.5 S5i l'ensemble des profils d’utilité est fini, alors il existe un OWA qui représente
lordre leximin.

La preuve de cette proposition est détaillée a la section de 'annexe

Comme nous ’avons fait remarquer, la famille des moyennes pondérées ordonnées est construite
pour permettre de contréler précisément 'avantage donné aux faibles ou aux larges utilités dans
'agrégation, par la modulation des poids du vecteur w. Ces notions d’avantage aux faibles ou
aux larges utilités peut méme étre mesuré par des indices numériques : ainsi, Yager propose deux
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mesures caractéristiques du vecteur w [Yagerl [1988] :

" i
1. a(W) = Z ‘iwj. Le coefficient a € [0,1] mesure 'avantage donné aux utilités les plus

n J—
i=1
faibles par rapport aux utilités les plus fortes. Par exemple, si w = (1,0, ...,0) (égalitarisme),
a=1;s W= (%, cey %) (utilitarisme), a = 0.5; si w = (0,0,...,1) (&litisme), a = 0.
n
2. disp(w) = — Zlog(wj)wj (avec la convention wlog(w) = 0 si w = 0). Le coefficient disp €

i=1
[0,10g(n)] mesure le degré d’utilisation de I'information contenue dans le vecteur d’utilités : si
une seule valeur est utilisée, disp = 0; si TOWA est symétrique, disp = log(n).

Enfin, la figure montre un exemple de courbes iso-utilité collective de quatre fonctions de
la famille OWA n’augmentant pas les inégalités pour un probléme & deux agents, en fonction de
I'utilité individuelle de ces deux agents, afin d’illustrer, tout comme pour la famille somme des
puissances, la maniére dont le vecteur de poids permet de moduler la fonction d’agrégation entre
I’égalitarisme pur et 'utilitarisme.

U2

] ] ] ] ] ] ] ]
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Figure 1.9 — Courbes iso-utilité collective de 4 fonctions d’utilité collective de la
21

famille OWA, pour 2 agents : g(19), ¢(5:3), g(%’i) et g(%’%).

1.3.4.5 Normalisation des utilités

Il est un point crucial pour le bon fonctionnement du modeéle welfariste cardinal que nous avons
passé sous silence jusqu’ici : celui de la normalisation des utilités. Nous avons supposé implicitement
dans la présentation du modéle que les utilités des agents étaient exprimées sur une échelle commune

Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage 47



Chapitre 1. Partage et décision collective

(monétaire par exemple), et donc que leur comparaison interpersonnelle était possible. Cependant,
dans de nombreux problémes réels, il est difficile d’'imposer aux agents une échelle commune d’ex-
pression des utilités, et leur permettre de les exprimer librement empéche le bon fonctionnement de
la justice sociale apportée par le modeéle welfariste (sauf a utiliser la fonction de Nash qui est in-
sensible a I’échelle individuelle des utilités) : par exemple, un agent qui sait que la fonction d’utilité
collective utilisée est la fonction min peut trés bien choisir de diviser sa fonction d’utilité individuelle
par 10 pour se faire paraitre plus malheureux qu’il n’est.

Deux solutions simples & ce probléme existent. La premiére est d’imposer les échelles individuelles
d’utilité, par exemple en attribuant le méme nombre de points & chaque agent a répartir entre toutes
les alternatives possibles. Toutefois, dans certains cas, une telle contrainte est trop contraignante
pour 'expression des utilités. Dans ce cas, une normalisation des utilités individuelles avant partage
est souhaitable. La solution classiquement adoptée est celle de Kalai-Smorodinsky [Kalai et Smoro-
dinsky, [1975], qui normalise les utilités individuelles selon 1'utilité maximale pouvant étre obtenues
par chaque agent s’il était seul dans le partage :

Définition 1.36 (Fonction d’utilité normalisée de Kalai-Smorodinsky) Soit g une fonc-
tion d’utilité collective. Alors la fonction d’utilité normalisée de Kalai-Smorodinsky est la fonction :

KS) . it Uny  oa Vi G = (7
g .(ul,...,un)Hg(a,...,uAn), oqu,uZ—?mea;uz(w).

En fait, la solution de Kalai-Smorodinsky est plus spécifique que cette définition, puisqu’elle
impose aussi la fonction g a étre la fonction égalitariste min : il ’agit au final d'un «égalitarisme
relatifs. Cette définition, comme nous l'avons fait remarquer plus haut, sort légérement du cadre du
welfarisme, puisque 1'utilité collective dépend non seulement de I’ensemble des utilités individuelles,
mais aussi de ’ensemble des utilités individuelles possibles : en d’autres termes, il s’agit d'une
fonction de choix social, dans le cadre proposé dans [Nash) 1950].

Le probléeme de la normalisation des utilités pourrait constituer un vaste sujet d’étude, & mettre
en relation avec ’étude des stratégies et de la manipulation. Nous avons choisi de ne pas aborder
ces sujets, et nous considérerons donc par la suite que nous avons affaire & des utilités individuelles
implicitement normalisées, et en tout cas commensurables.

1.4 Distribution ou répétition dans le temps de la procédure d’al-
location

Si nous nous sommes attachés a décrire jusqu’ici ’ensemble des composantes permettant de
modéliser un probléme de partage, nous n’avons en revanche rien dit concernant la procédure d’al-
location elle-méme.

1.4.1 Partage centralisé ou distribué

La question de savoir qui partage la ressource, si elle n’est que peu pertinente dans le cas ol on
ne s’intéresse qu’a l'aspect qualitatif du partage (formalisé par le bien-étre social), est en revanche
un point crucial dans la mise au point de protocoles de partage. On peut distinguer deux grandes
orientations : le partage centralisé ou le partage distribué.

Dans le premier cas, un agent particulier joue le réle de distributeur de la ressource. Les agents se
contentent de lui communiquer leurs préférences, sous la forme d’un protocole de partage prédéfini.
L’agent distributeur a pour réle d’allouer la ressource aux agents au vu des préférences qu’ils lui

48 Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage



1.4. Distribution ou répétition dans le temps de la procédure d’allocation

ont communiquées. Cette solution est la plus étudiée en informatique, notamment parce qu’elle a
lavantage de limiter les cotits de communication (dans le domaine des enchéres électroniques par
exemple, ce point est crucial), et parce que le pas en avant récent du domaine trés étudié des enchéres
combinatoires [Cramton et al., 2006; |[Sandholm), 1999, 2002; [Rothkopf et all 1998 Lehmann et al.|
1999] a permis le développement et l'utilisation d’un ensemble d’algorithmes centralisés extréme-
ment performants, jouant en 'occurrence le role du commissaire-priseur des enchéres. Les notions
d’algorithmique sont & la base de la vision centralisée des problémes d’allocation de ressource.

Le principal argument contre cette approche centralisée des problémes de partage est que dans
la réalité il peut étre difficile de trouver un agent qui assume le role du «dictateur bienveillant»
en charge du partage de la ressource, que ce soit pour des raisons de capacité de calcul (la vision
centralisée a des besoins de calcul relativement conséquents) ou plus simplement pour des raisons
d’absence de confiance en cet agent |Chevaleyre et al., 2006a], ou en d’autres termes de confiden-
tialité. La vision distribuée du probléme de partage apparait donc comme une alternative naturelle
et intéressante lorsque l'on a affaire a des problémes intraitables algorithmiquement, mais pour les-
quels de simples petites améliorations par rapport & ’allocation initiale sont considérées comme des
succeés conséquents.

Dans le cas d’une approche distribuée de I’allocation, tous les agents jouent le méme role. A
partir d'un partage initial (supposé peu intéressant), les agents procédent par échange d’objets
pour arriver & une allocation supposée meilleure. Un tel échange est appelé négociation dans la
littérature, bien que ce terme puisse préter a confusion, puisqu’en fait, les agents n’ont que peu
de latitude dans le choix des objets & échanger, et réagissent & un protocole bien déterminé. Les
questions soulevées par cette approche sont diverses. Elles concernent par exemple la mise au point
de protocoles de négociation et de dialogue entre les agents [Smithl 1980 ou, comme 'ont mis
en avant certains travaux récents que nous citons plus loin, les propriétés de convergence vers un
partage optimal, selon le type d’échanges autorisés. Ces derniers travaux se sont concentrés sur des
échanges rationnels avec compensation monétaire possible, c’est-a-dire tels qu’a la fin de ’échange,
toute baisse éventuelle d’utilité d’un agent est compensée par une somme d’argent valant au moins
I'utilité perdue. Cette hypothése est raisonnable : dans un cadre réel, un agent humain n’accepte de
procéder & un échange que s'il a quelque chose a y gagner (I'altruisme pur est exclu de ce genre de
problémes) : soit un objet, soit une compensation monétaire. En général, ces travaux se concentrent
aussi sur des échanges trés simples (c’est-a-dire impliquant un nombre limité d’agents et d’objets) :
les plus simples de ces échanges sont des 1-deals, impliquant un seul objet (ainsi que la monnaie
utilisée pour le paiement) et deux agents.

De maniére trés intéressante, les propriétés de convergence de séquences d’échanges vers un
optimum global sont nombreuses [Chevaleyre et al.l [2005alb; Endriss et al.l [2006; |Chevaleyre et al.|
2007a]. La premiere d’entre elles est due & Sandholm [Sandholm) [1998]| : toute séquence d’échanges
rationnels (avec compensation monétaire) est finie et converge vers un optimum utilitariste. Ce
résultat, s’il est intéressant d’un point de vue théorique, a cependant peu d’application pratique.
En effet, de maniére générale il se peut qu’a un stade de la négociation il n’existe que des échanges
rationnels extrémement compliqués, et en particulier impliquant de nombreux agents et objets.

Il existe cependant des résultats concernant les séquences d’échanges simples (1-deals), pour
peu que 'on ajoute quelques hypothéses & la forme des fonctions d’utilité des agents. Ainsi, si les
utilités des agents sont additives, toute séquence d’échanges simples rationnels est finie et conduit a
un optimum utilitariste [Endriss et al., [2006]. D’autres types de restrictions (échanges coopératifs,
échanges égalitaires) ont aussi été étudiées. Ces restrictions conduisent & d’autres types de résultats
de convergence (convergence vers une allocation Pareto-optimale, convergence vers une allocation
optimale au sens égalitariste, ...). Parallelement a été étudié le lien entre certaines classes de fonc-
tions d’utilité et les propriétés de convergence : quelques classes de fonctions d’utilité garantissant la
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convergence vers un optimum utilitariste des séquences d’échanges rationnels pour un certain type
de deals ont été mises en évidence [Chevaleyre et al.l [2005b].

Si le lien entre optimisation d’une fonction d’utilité et échange rationnel est assez clair, et
fournit donc un ensemble de résultats de convergence assez intuitifs, le lien entre ces échanges
rationnels et 'absence d’envie est plus difficile & obtenir : d’une part ’absence d’envie est fondée
sur 'appréciation personnelle d’une situation, et d’autre part le mécanisme d’échange rationnel
d’objets, méme g’il s’agit d’'un mécanisme local, tend a faire augmenter 'utilité collective. Des
travaux récents, présentés dans [Chevaleyre et al., 2007a], établissent un lien entre I’absence d’envie
et les processus de négociation rationnelle : moyennant quelques hypothéses sur les fonctions d’utilité
(additivité, superadditivité), sur les fonctions de paiement qui imposent la valeur des compensations
monétaires aux agents en fonction des utilités des objets échangés, ou encore sur I’allocation initiale,
il est possible de garantir la convergence de toute séquence d’échanges vers un état Pareto-efficace et
sans envie (notons qu’en présence de compensations monétaires et de propriétés de superadditivité
sur les fonctions d’utilité individuelle il en existe toujours un). Ces travaux ont aussi conduit a la
proposition de mesures d’envie et & ’étude expérimentale de la rapidité de convergence vers un état
& envie minimale par une séquence d’échanges rationnels. L’ensemble de ces travaux est présenté
dans la these |[Estivie, |2006].

Notons enfin qu’il existe un ensemble de travaux relativement récents sur la distribution de la
résolution d’un probléme d’optimisation. Ces travaux, qui ont une portée beaucoup plus générale
que le simple probléme de partage, mais s’y appliquent parfaitement, portent sur le développement
d’algorithmes de résolution décentralisés appliqués & des problémes d’optimisation combinatoire
impliquant un certain nombre d’agents, nombre potentiellement inconnu ou non borné. Ce genre
de problémes peut se trouver par exemple dans le domaine des fournisseurs de services en ligne
sur Internet, dont le role est de proposer a un ensemble (inconnu) de clients un certain nombre de
services proposés par un ensemble (potentiellement large) de fournisseurs. Il est impensable dans ce
contexte d’envisager une modélisation et une résolution centralisée du probléeme, d’autant plus que
les variables d’un tel probléme sont susceptibles d’évoluer dans le temps.

I’idée & la base de tous les travaux de recherche sur le sujet des problémes d’optimisation dé-
centralisés est de déléguer aux agents la résolution des sous-problémes locaux qui les concernent. La
solution partielle calculée par ces agents est ensuite propagée de maniére synchrone ou asynchrone
sous la forme de messages. Ces techniques sont appliquées avec succés a la résolution décentralisée
de probléemes de choix social, et les derniers travaux sur le sujet intégrent des techniques de résis-
tance aux manipulations. On pourra consulter |[Faltings, 2006] pour avoir un apercu détaillé de ces
techniques, et on pourra trouver dans [Petcu et all |2006] un exemple d’algorithme de résolution
d’un probléme d’optimisation distribué fondé sur la délégation de la résolution aux agents, et sur
un mécanisme de résistance aux manipulations.

Par la suite, nous laisserons de coté les problémes liés au partage distribué, afin de nous concen-
trer uniquement sur les procédures d’allocation centralisées.

1.4.2 Répétition dans le temps du probléme d’allocation

Nous conclurons notre taxonomie des problémes de partage en évoquant le sujet de la répétition
des problemes de partage dans le temps. Les applications du monde réel ne se résument généralement
pas & un partage unique. Au lieu de cela, elles impliquent souvent un ensemble de partages distincts,
ou un partage répété dans le temps. L’application [1| concernant la constellation Pléiades est un
exemple parfait : chaque jour le centre de programmation et planification doit réaliser le partage
des prises de vue entre les agents.
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Il faut dans ce cas reconsidérer notre modeéle. La ou un partage unique force les agents (et le
décideur) & un grand nombre de concessions en vertu du principe d’équité, ces concessions peuvent
étre évitées ou atténuées dans le cas d'un partage répété dans le temps, car ’équité peut étre obtenue
dans ce cas par régulation temporelle : 'inéquité d’un partage & 'instant ¢ peut étre compensée par
I'inéquité d'un autre partage a un instant ¢’ > ¢. Il serait donc dommage dans ce cas de vouloir
traiter chaque occurrence du probléme de partage séparément avec le modéle welfariste introduit
ci-avant, car on perdrait ’ensemble des bénéfices dus & la régulation temporelle. Bien entendu, si
le nombre de répétitions du partage est fini et connu & l'avance, on peut traiter I’ensemble des
instances comme un probléme global, mais on se heurte alors & plusieurs écueils :

> celui de ’explosion combinatoire ;

> celui de connaitre & "avance le nombre d’occurrences du probléme de partage dans le temps

(dans le cas du probléme Pléiades, on peut méme considérer en premiére approximation qu'il
est infini), ainsi que les instances elles-mémes ;

> celui des préférences des agents, qui sont souvent dépendantes du temps.

Alors qu’il existe une grande littérature sur le probléme relativement voisin des jeuz répétés
|[Aumann et Hart, 2002|, en revanche, les problémes d’allocation répétée n’ont été que peu étudiés a
notre connaissance. On compte toutefois une exception & cette remarque, constituée par I’ensemble
des travaux sur le probléme Pléiades, notamment |Lemaitre et al.l (1999, 2004], qui proposent un
ensemble de modeéles et protocoles permettant de prendre en compte la régulation temporelle dans
la recherche de solutions efficaces et équitables. Le moyen proposé dans ces travaux pour prendre
en compte la régulation temporelle est de traiter le probléme de partage & l'instant ¢ en intégrant
les variables de k problémes de partage antérieurs a t en tant que données figées mais influencant le
partage courant. En d’autres termes, on résout a chaque temps ¢ un probléme constitué du probléme
courant et des k derniers problémes résolus. Ce mécanisme de fenétre glissante permet d’assurer
I’équité et efficacité en s’appuyant sur la régulation temporelle.

1.5 Conclusion

Nous avons taché tout au long de ce chapitre de dresser une taxonomie succincte des problémes
de partage, articulée autour de la modélisation des briques de base de ces problémes. Nous nous
sommes concentrés sur les aspects suivants, inspirés de l'article [Chevaleyre et al., 2006a] :

> Le type de la ressource : elle peut étre continue, discréte, indivisible, multi-unités.

> La modélisation des préférences : les préférences des agents peuvent étre représentées par une

structure ordinale générale ou particuliere (dichotomique, ordres d’intervalles, semi-ordres),
qualitative, ou numérique.

> L’agrégation des préférences et les propriétés des partages : le modéle dominant dans le do-

maine du partage est le welfarisme cardinal, fondé sur les ordres de bien-étre social portant sur
les profils d’utilité : ordres utilitariste, égalitariste, leximin, somme des puissances, OWA. ..
Un certain nombre de propriétés permettent de caractériser les partages, décisions collectifs ou
ordres de bien-étre sociaux : Pareto-efficacité, anonymat, juste part, absence d’envie, réduction
des inégalités, ...

> La procédure d’allocation : celle-ci peut étre centralisée ou distribuée entre les agents.

> La répétition dans le temps : on peut avoir affaire & un probléme de partage simple ou répété

dans le temps. Les modéles entrant en jeu ne sont pas les mémes.

Bien entendu, cette introduction n’a pas la prétention ni la vocation d’étre exhaustive, et certains
problémes relatifs au partage, ou certains aspects ont été éludés dans ce chapitre. Ainsi, nous aurions
pu évoquer d’autres sujets aussi divers que l'introduction d’incertitudes dans le partage, la prise
en compte d’informations incomplétes, ou encore la notion de stratégies de manipulation. Nous
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renvoyons le lecteur intéressé & la littérature abondante sur ces sujets.

Nous allons maintenant définir les bornes de notre étude des problémes de partage, en nous
inspirant de I'ensemble des considérations introduites dans ce chapitre.

Tout d’abord, nous nous limiterons au partage de biens indivisibles, et sans compensation mo-
nétaire. Cela exclut d’emblée tous les problémes du type partage de territoires, d’investissements
financiers, ou encore de biens aprés divorce ou décés si les compensations monétaires sont autori-
sées. Nous nous autorisons n’importe quel type de contraintes sur I’espace des allocations. Ensuite,
nous nous plagons dans le cadre du welfarisme cardinal, pour lequel les préférences des agents sont
représentées par des indices numériques. Nous nous intéresserons de maniére générale & tous les
critéres et fonctions d’utilité collective introduits lors de la présentation de ce modéle. Enfin, nous
nous limiterons & un partage centralisé et non répété dans le temps.

Définition 1.37 (Instance du probléme de partage de biens indivisibles) Une instance du
probléeme de partage de biens indivisibles est un tuple (N, 0, €, (f1,..., fn), =¥ ), 0l :

> A ={1,...,n} est un ensemble fini d’agents;
O un ensemble fini d’objets;
% est un ensemble de contraintes d’admissibilité, c’est-a-dire de sous-ensembles de O™ ;
(f1,---, fn) est un ensemble de fonctions d’utilité : f; est la fonction d’utilité de l’agent i, qui
a toute part m; C O associe une utilité fi(m;) € ¥V ;
> est un ordre de bien-étre social sur ’ensemble des profils d’utilité admissibles, c’est-a-dire sur
ensemble des profils vérifiant toutes les contraintes, éventuellement défini par une fonction
d’utilité collective.

v VvV V

v

Une solution du probléme de partage de biens indivisibles est un partage admissible. Une solution
optimale de ce probléme est un partage admissible dont le profil d’utilité associé est non dominé
au sens de 'ordre de bien-étre social =. Par la suite, nous nous intéresserons non seulement aux
partages optimaux au sens de >, mais aussi & I'existence de partages vérifiant certaines propriétés
comme ’absence d’envie et la Pareto-efficacité (voir chapitre 4)).

Dans le chapitre 2] nous allons introduire une extension de ce modeéle afin de prendre en compte
la notion de droits exogénes inégaux dans le partage. Puis nous introduirons dans le chapitre |3| un
modéle formel du probléme de partage de biens indivisibles, qui spécifiera notamment la maniére
dont seront exprimées les contraintes et les préférences.
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Nous avons introduit au chapitre [1| ’ensemble des éléments formant la base de la modélisation
des problémes de partage. Parmi ces éléments, nous nous sommes en particulier intéressés a la
maniére dont les préférences des agents peuvent étre agrégées pour aboutir finalement & une décision
collective (c’est-a-dire dans notre cas a un partage) équitable. Comme nous l'avons vu, la théorie
du welfarisme cardinal fournit un modele particuliérement intéressant du probléme d’agrégation
de préférences individuelles, modéle fondé sur une représentation cardinale des préférences et une
agrégation par le biais d’un ordre de bien-étre social ou d’une fonction d’utilité collective. Il permet,
dans le contexte des problémes de partage, d’explorer tout un ensemble de compromis entre le
principe de compensation — correspondant a ’égalitarisme pur — et le principe d’adéquation (ou
sum-fitness) — correspondant a V'utilitarisme classique. En revanche, toute idée de récompense est
absente de ce modéle.

Intéressons-nous maintenant au principe de droits exogénes. Ce principe permet de prendre en
compte dans le probléme d’allocation des considérations complétement extérieures & ce probléme.
Ces raisons extérieures peuvent étre diverses, comme nous le verrons sur les exemples ci-aprés, mais
ne peuvent pas provenir directement de la contribution & la création de la ressource, car dans ce cas
le principe de droits exogénes interfére avec le principe de récompense (la ressource a 'agent le plus
méritant). Ce principe de droits exogeénes est présent de maniére implicite dans le modele welfariste
sous la forme de la propriété d’anonymat!, s’exprimant par la symétrie de 'ordre de bien-étre social.
Dans ce modéle, les agents sont placés sur un pied d’égalité vis-a-vis de la procédure d’allocation :
en d’autres termes, cette procédure est complétement aveugle a 'identité des agents.

Cependant, de nombreux problémes réels de décision collective et en particulier de partage
impliquent des agents qui ne sont pas égaux vis-a-vis de la procédure de décision, et ce pour des
raisons aussi diverses que celles exposées dans les exemples ci-aprés. Nous traduirons cette différence
d’importance entre agents par la notion de droits des agents, ces droits étant représentés par des
indices numeériques : plus le droit est élevé, plus 'agent est censé bénéficier de la décision, d'une
maniére que nous cherchons & capturer précisément.

Voici quelques exemples de problémes réels nécessitant la prise en compte de droits inégaux sur
le partage :

> Populations de tailles différentes : La ressource est un bien de consommation, et les agents
sont des populations de tailles différentes. Les agents ont des besoins différents, reconnus par
le groupe. Le droit d’une population est sa taille.

> Constitution de comité : Les agents sont des circonscriptions de tailles différentes. On
constitue un comité de représentants des circonscriptions. Le nombre total de représentants

'Les droits sont égaux dans ce cas.
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est fixé. Il s’agit de décider du nombre de représentants par circonscription. Les droits sont
les tailles (en nombre d’habitants) des circonscriptions.

> Banqueroute : Une société en faillite doit étre liquidée. Son actif — dont la valeur est
inférieure & la somme des dettes — est réparti entre ses créanciers, qui doivent décider de
cette répartition. Le droit d’un créancier est le montant de sa créance.

> Ressource commune avec investissement initial : Une ressource commune est exploitée
par un groupe d’agents. Ces agents ont participé différemment a la production initiale de
la ressource, et a ce titre, ont des revendications particuliéres sur son exploitation. Chaque
agent attend bien entendu un retour sur investissement en rapport avec celui-ci. Cet exemple
est illustré parfaitement par I'application [I| concernant ’allocation de prises de vues pour la
constellation de satellites Pléiades. Ici, le droit d’un agent correspond & son investissement
initial.

> Productivités différentes : Un groupe d’agents exploite une ressource commune et la trans-
forme en biens revendus au bénéfice du groupe. Certains sont plus productifs que d’autres.
Quelle est la meilleure allocation de la ressource aux agents? Le droit d’un agent est sa
productivité?.

Les fonctions d’utilité collective et ordres de bien-étre social introduites dans le cadre du wel-
farisme cardinal et décrites dans le chapitre [1] sont incapables de prendre en compte une inégalité
des droits exogénes, car elles vérifient toutes le principe élémentaire d’anonymat. Nous allons donc
proposer une extension du cadre welfariste qui va permettre d’intégrer I'inégalité des droits exogénes
dans le modeéle. Notre démarche est la suivante : nous allons dans un premier temps étendre les
définitions d’ordre de bien-étre social et de fonction d’utilité collective afin de prendre en compte les
droits des agents. Puis nous introduirons une méthode permettant de batir des ordres de bien-étre
social et fonctions d’utilité collective & droits inégaux & partir de leurs équivalents classiques et
d’un vecteur de droits des agents. Enfin, nous proposerons une extension des propriétés classiques
introduites a la section et des fonctions d’utilité collectives classiques introduites & la sec-
tion [1.3.4] ainsi que lintroduction de nouvelles propriétés liées aux droits inégaux. Cette démarche
sera illustrée de nombreux exemples.

Notons, avant d’aborder le sujet des droits inégaux, que ce probléme n’est pas sans rappeler
un domaine d’étude relativement similaire : celui des indices de pouvoir [Felsenthal et Machover,
1998| en théorie du vote. Le contexte est similaire, mais les questions posées sont différentes : dans
le domaine du vote, les principaux travaux sur les indices du pouvoir ne concernent pas la mise
au point de la procédure de vote (contrairement a ce que nous cherchons a faire en intégrant les
droits exogénes au modeéle welfariste cardinal), mais plutét la question de l'attribution des poids
aux votants ou encore l'analyse de leur influence sur le résultat du vote. Ce sont par exemple des
questions cruciales dans le cadre du conseil de ’Union Européenne, ol1 la répartition des poids de
vote aux différents pays suscite un certain nombre de polémiques houleuses.

On peut se demander pourquoi le probléme de la généralisation des fonctions d’utilité collective
a des droits inégaux n’est pas autant étudié dans la littérature sur le welfarisme qu’il ne ’est dans le
domaine du vote. La raison que nous voyons & cela est que souvent les problémes de décision & droits
inégaux sont complexes et particuliers, et font 'objet de modéles et travaux dédiés & chacun. C’est
le cas des exemples de la constitution de comités, de la banqueroute, des productivités différentes,
qui sont des exemples classiques étudiés en tant que tels. Notre démarche se veut plus générale :
nous recherchons un cadre permettant d’aborder de maniére unifiée ce type de problémes.

2Cet exemple se situe a la limite du cadre des droits exogénes, dans la mesure ou la «productivité» d'un agent
constitue plutot une propriété intrinséque de sa fonction d’utilité, et qu’il interfére avec le principe de récompense.
Nous conservons tout de méme ’exemple car il entre formellement dans le schéma méthodique proposé et son trai-
tement dans ce cadre apporte une solution tout-a-fait plausible.
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2.1 Exemples repéres

Par une suite d’exemples, nous allons montrer comment, & partir d’'un méme contexte d’allo-
cation de ressource entre agents, différentes fonctions d’utilité collective peuvent se justifier. Ces
exemples nous permettront d’introduire les droits inégaux de maniére concréte. Le contexte est le
suivant : une collectivité de fermiers utilise un systéme commun de distribution d’eau captée. Ils
doivent décider ensemble de la quantité d’eau allouée annuellement & chaque fermier, sachant que
toutes les distributions ne sont pas admissibles : la quantité d’eau disponible est limitée, les tuyaux
sont plus ou moins gros. .. En fonction de lattribution annuelle d’eau (ay,...a;,...ay,), le fermier
i retire une utilité individuelle u; = f;(a;). Cette fonction est propre a chaque fermier car ils ne
cultivent pas tous les mémes plantes, les sols n’ont pas le méme rendement, I’exposition au soleil est
différente. .. On suppose que les fermiers ont une capacité de travail identique. On admettra qu’il
existe une échelle commune des utilités, et qu’elles sont mesurées par exemple en euros. Nous allons
d’abord supposer que nos agents ont des droits égaux, ce qui nous permettra de rappeler les deux
fonctions d’utilité collectives les plus importantes introduites au chapitre [I puis nous examinerons
le cas de droits inégaux.

2.1.1 Avec des droits égaux

1. Utilitarisme classique

La collectivité s’intéresse & 1'utilité globale produite. La fonction d’utilité collective naturelle est
celle qui correspond & la vision utilitariste classique :

On note 'aspect interchangeable des utilités individuelles : pour atteindre un haut niveau d’utilité
collective, un bas niveau d’utilité produite par une ferme devra étre compensé par un bon niveau
d’une autre. Un litre d’eau supplémentaire ira au fermier ayant la plus grande utilité individuelle
marginale (en supposant que 'utilité individuelle, fonction de la quantité d’eau recue n’est pas dé-
croissante, et a condition que les contraintes d’admissibilité soient satisfaites). Si l'utilité individuelle
représente ou est connectée directement au salaire du fermier, le choix de cette fonction d’utilité
collective implique qu’un fermier sera amené & se sacrifier pour la communauté.

2. Egalitarisme

L’utilité individuelle représente le revenu du fermier. La collectivité s’intéresse maintenant & une
répartition égalitaire de l'utilité produite par chaque fermier. Une fonction qui convient est celle qui
correspond & la vision égalitariste du partage,

© () — min
99 (W) = minw;
1=

car elle tend a la fois & égaliser les revenus et a les tirer vers le haut. Noter 'absence totale d’in-
terchangeabilité des utilités individuelles : un litre d’eau supplémentaire ira au fermier possédant
I'utilité la plus faible, méme si ce litre est plus productif en utilité dans une autre ferme. Bien
entendu, on pourra utiliser le préordre leximin en lieu et place de la fonction d’utilité collective min
pour pallier dans une certaine mesure ses inconvénients.
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2.1.2 Avec des droits inégaux

Considérons maintenant que les fermes sont habitées par des familles de tailles inégales. La taille
de la famille 7 sera notée e;. Il faut en tenir compte dans le choix de I'allocation.

1. Division avec utilitarisme classique

L’utilité représente le revenu de la ferme. Elle est divisée entre chaque habitant individuellement.
Chaque habitant recoit donc u;/e;. La collectivité s’intéresse au bien-étre collectif mesuré par la
somme de ce que recoivent tous les habitants. La fonction d’utilité collective est donc :

n

g (W) =D (e (uife)) = 3w

i=1
2. Division avec égalitarisme

Méme cas de figure que dans 'exemple précédent, mais la collectivité s’intéresse & une répar-
tition équitable de 'utilité regue par chacun des habitants individuellement. Une fonction d’utilité

collective convenable est alors :
n

¢ (W) = min(u;/e;)

3. Indivision avec utilitarisme classique

On change maintenant de point de vue sur l'utilité individuelle. L’utilité u; caractérise la «pros-
périté» de la ferme ¢ en tant que propriété indivisible, et mesure en quelque sorte I’agrément d’y
habiter. Chaque habitant d’une ferme profite de la prospérité de sa ferme et de celle-ci seulement.
Les habitants d’une ferme en jouissent d’une maniére équivalente. Chaque habitant de la ferme ¢
recoit donc l'utilité u; de maniére indivisible. Puis, la collectivité des fermiers s’intéresse & maxi-
miser 'agrément total de tous les habitants, mesurée comme la somme des utilités recues par les
habitants. L’utilité collective est alors la somme pondérée :

n

g (W) = (e w)

=1

4. Indivision avec égalitarisme

Le point de vue est le méme que dans 'exemple précédent : 'utilité individuelle caractérise
la «prospérité» de la propriété, et chaque habitant de la ferme i recoit I'utilité w;. La collectivité
s’intéresse maintenant & une répartition équitable entre chacun des habitants individuellement.
L’utilité collective convenable est

(e)

— .
g~ (W) = minu;
(]
Cette série d’exemples illustre la diversité des fonctions d’utilité collective possibles, selon le but
poursuivi par la communauté et selon la nature des satisfactions des agents, lorsque les agents sont

pourvus de droits inégaux. Dans la suite de I’article, nous chercherons a rendre compte de maniére
systématique de ces différentes formes, et éventuellement & en proposer de nouvelles.

2.2 Le principe de duplication des agents

Les quatre exemples précédents ont introduit la notion de fonction d’utilité collective & droits
exogénes, et ont mis en valeur la facon intuitive de construire une telle fonction d’utilité : par
duplication des agents en fonction de leurs droit exogéne, et en calculant 'utilité individuelle de
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ces «sous-agents» & ’aide d’une certaine fonction. Nous allons maintenant introduire ce principe de
maniére formelle, sous le nom de «principe de duplication des agents». Il nous faut cependant tout
d’abord définir ce que 'on entend par «droit exogéne».

Définition 2.1 (Vecteur de droits exogénes) Soit A un ensemble d’agents de taille n. Un vec-
teur de droits exogénes est un vecteur ¢ € N7

Nous nous restreignons donc & des droits exogénes définis par des entiers. Cette hypothése n’est
pas trés contraignante en pratique. D’une part il est rare que l'on exprime de maniére naturelle
des droits par des nombres non entiers, et d’autre part, si les droits sont rationnels?, la propriété
d’insensibilité a une dilatation proportionnelle de ’échelle commune d’expression de ces droits, que
nous allons introduire dans la section nous autorisera a les rendre entiers en les multipliant
par un multiple commun & tous leurs dénominateurs.

Par la suite, nous utiliserons aussi la version normalisée du vecteur de droits exogénes, que nous
— . N .
noterons € . Chaque composante de ce vecteur sera définie de la maniére suivante :

n
_ & Z
€; = —, avec m = €j.
i m .

j=1

Nous nous devons d’ajouter une précision de premiére importance concernant le vecteur de droits
exogeénes. Nous supposons que ce vecteur de droits exogénes a été défini de maniére préalable au
probléme, que tous les agents sont d’accord sur ce vecteur, et qu’il n’est pas remis en cause durant la
procédure d’allocation. En d’autres termes, la maniére dont a été défini le vecteur ne nous concerne
pas ici, mais nous supposons que sa définition est acceptée sans réserve par tous les agents. Cette
hypothése est trés importante en particulier pour la définition de 1’équité en présence de droits
exogeénes : les frustrations relatives & la définition des droits elle-méme ne peuvent servir de base &
la mesure de 'inéquité.

Le principe de duplication est un moyen de résoudre le probléme de prise de décision collective en
présence de droits inégaux. L’idée est de remplacer chaque agent par autant de clones qu’il posséde
de droits (ou d’un nombre de clones proportionnel & ses droits si les droits ne sont pas des entiers),
I'utilité regue par chaque agent étant répartie — d’une maniére qui est discutée plus loin — entres
ses clones. L’idée est ensuite de se ramener & un probléme de décision collective entre les m clones
considérés avec des droits égaux. Le raisonnement vise & conférer & chaque agent un «pouvoir de
décision» égal ou proportionnel & son droit.

I semble que ce principe a été introduit pour la premiére fois dans [Steinhaus, 1948| (cité par
[Brams et Taylor, [1996]), et il est repris dans quelques travaux |Brams et Taylor, 1996; Pivatol,
2006). Cependant, il est toujours appliqué dans un contexte de division équitable de ressources,
qui conduit & la fonction min; u;/e;, ce qui n’est pas toujours pertinent, comme nous ’avons vu
dans les exemples précédents. Nous proposons donc une formalisation du principe de duplication,
autorisant une utilisation plus large que celle qu’on lui donne habituellement et faisant intervenir
deux paramétres :

> la manieére dont 1'utilité d’un agent est répartie entre ses clones,

> ordre de bien-étre collectif jouant sur la société des clones.

Nous supposerons par la suite que les fonctions d’utilité sont définies sur un espace ¥ qui correspond
a l'espace des rationnels positifs Q1 ou & I'espace des réels positifs RT.

Le principe de duplication est fondé sur la notion fonction de répartition. Le role de cette fonction
est de faire correspondre & 'utilité u; d’'un agent i et & son droit e; l'utilité d’un de ses clones :

3Probablement aucune application ne nécessitera ’emploi de nombres réels irrationnels en guise de droits exogénes.
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Définition 2.2 (Fonction de répartition) Une fonction de répartition est une fonction + : ¥ x
N, —- 7.

Deux fonctions de répartition sont naturelles. D’une part la division ordinaire u <€ 2] u/e, qui
prend son sens dans le cas d’une satisfaction devant étre nécessairement divisée entre les clones,

c’est-a-dire lorsque les utilités individuelles sont préemptives, et d’autre part la simple réplication

de . . . . . L. .
uU+e 2] u, qui convient dans le cas d’'une satisfaction qui ne s’épuise pas lorsqu’elle est partagée

(exemple de la «prospérité» dans les exemples précédents). On notera, pour tout agent i, r; 'utilité
d’un des clones correspondant & ’agent i, soit r; = u; +e; .

Définition 2.3 (Ordre de bien-étre social a droits inégaux) Soient .4 un ensemble de n
agents, € € N un vecteur de droits inégauz et = un ordre de bien-étre social classique sur ¥™.
L’ordre de bien-étre social & droits inégaux = correspondant & = et @ € est défini par le principe
de duplication des agents comme un préordre sur V'™ tel que :

— — — = _— = — = def .
u 2z U & ul>'_e>j U b, avec ub = (rl,...,rl,...,rn,...,rn) et r; = u; + €;.
N—— ——
ey fois en fois

De meéme, nous pouvons définir la notion de fonction d’utilité collective a droits inégaux selon
le principe de duplication des agents

Définition 2.4 (Fonction d’utilité collective a droits inégaux) Soient .4 un ensemble de n
agents, € € N7 un vecteur de droits inégaus et g une fonction d’utilité collective classique sur V™.
La fonction d’utilité collective a droits inégaux g» correspondant a g et & € est définie par le
principe de duplication des agents de la maniére suivante :

/VTL s /y

v o= g(uvi

- — = def
, avec toujours ub=, = (7”1,...,Tl,...,Tn,...,Tn) et r; = u; + €.
) € — ~——

e1 fois en fois

Le processus de prise de décision collective est donc constitué de deux étapes successives :
duplication des agents, puis agrégation des utilités des clones. Ce principe est illustré sur la figure[2.1

Enumeérons les quatre fonctions d'utilité collective a droits inégaux qui résultent des deux choix
possibles introduits pour + et pour g dans les exemples repéres :

def def
u+e =ufe| u+e=u
(division) (réplication)
n n
g =l Z(m) (utilitarisme classique) Z U; Z(ei “Uy;)
i=1 i=1
def . (M) (Agalifars n n
g = min'" (égalitarisme) ml{l(uZ /ei) minu;
1= 1=

Nous avons indiqué d’un mot-clé la caractéristique importante de chaque fonction de répartition
(division / réplication), et de méme pour la fonction d’utilité collective sur les clones (utilitarisme
classique / égalitarisme). Les notations Z(m) et min(") rappellent que ces opérateurs portent sur m
opérandes. On notera que la fonction d’utilité collective min;(u;/e;) tend vers I’égalité des rapports
u;/e; et donc vers la proportionnalité des utilités individuelles par rapport aux droits. On pourra
bien entendu utiliser 'ordre social leximin appliqué aux m clones en lieu et place de la fonction min.
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Décision

Agents avec droits inégaux Duplication des agents .
collective

gz
\ o |
T = U1 +e€1
: "
(u1,e1) o= uir~—el =
- g — =
—_— — g(u D?)
(unv en) Thn = Up—~€p =
g?(ul’ 7un)
Tn = Up -+ €

Figure 2.1 — Illustration du principe de duplication des agents.

2.3 Propriétés des ordres sociaux et partages optimaux

L’introduction de droits exogénes inégaux dans le domaine de la prise de décision collective
modifie non seulement la notion de fonction d’utilité collective, mais aussi les propriétés raison-
nables classiques qui permettent de caractériser ces fonctions d’utilité. Nous allons proposer dans
un premier temps une extension des propriétés classiques caractérisant les ordres sociaux et les
partages optimaux, afin qu’elles prennent en compte les droits exogénes inégaux. Nous nous inté-
resserons ensuite plus particuliérement aux propriétés d’équité, dont ’adaptation a ce contexte est
légérement plus délicate. Enfin, nous introduirons quelques nouvelles propriétés dont ’objectif est
de caractériser l'effet des droits exogénes sur ’agrégation des préférences individuelles.

2.3.1 Extension des propriétés basiques classiques
La propriété classique fondamentale dont nous avons parlé au chapitre [I| est la propriété d’una-

nimité, ou en d’autres termes de compatibilité de I'ordre social avec la relation de Pareto. Cette
propriété n’est pas influencée par I'introduction des droits exogénes inégaux, et donc son expression

Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage 59



Chapitre 2. Droits exogénes

reste la méme.

L’autre propriété classique dont nous avons parlé, et qui est trés souvent requise surtout dans
lorsque 1’équité est au centre du probléme de décision collective, est la propriété d’anonymat. Cette
propriété traduit le principe informel selon lequel la qualité d’une décision collective est insensible
a Videntité des agents, et s’exprime, dans le cas classique, par la symétrie de ordre de bien-étre
collectif. Cependant, lorsque l'on introduit des droits exogénes inégaux, l'identité d'un agent est
révélée non seulement par la place des utilités dans le profil d’utilité, mais aussi par la place des
droits dans le vecteur de droits inégaux. La propriété d’anonymat est donc redéfinie comme suit :

Définition 2.5 (Anonymat généralisé) Soit =— un ordre de bien-étre collectif a droits inégau.
=~ satisfait la propriété d’anonymat généralisé si et seulement si V(w, V) € Y™ x V", o permu-
tation de N, et (W', V') € ¥ x ¥ tels que u' = (Ug(1ys -+ s Uo(n)) €F v = (Vo(1)s - -+ 5 Va(n))s ON

— — — —/
au i? Ve u i(err(l)v“'ven'(n)) v

La propriété suivante concerne l'indépendance de l'utilité collective vis-a-vis des agents non
concernés par une décision (IUA). Rappelons que cette propriété exprime le fait qu’un agent n’étant
pas concerné par le choix entre deux décisions — parce que son utilité reste la méme entre les deux
décisions — ne doit pas étre pris en compte pour ce choix. Nous proposons une propriété plus forte
dans le cadre des droits inégaux : non seulement 'utilité de I’agent n’influence pas le choix entre les
deux décisions, mais son droit exogéne non plus.

Définition 2.6 (IUA généralisée) Un ordre de bien étre collectif a droits inégaur >— satisfait
la propriété d’indépendance généralisée vis-a-vis des agents non concernés si et seulement si pour
tout quadruplet de profils d'utilit¢ (W, v, u’, V") et toute paire de vecteurs de droits (¢, €") tels
que :

> pour un agent i : u; = v; et u, = v},

> pour tout agent k # i : up = u), vp = v}, et e = €},

nous aqUons :
— — —>/ —/
U g VS u g v
—) — — JURT — — — . — — .
¢, u' et v’ sont des répliques de €, W et v sauf pour I'agent i. Entre u et v, 'agent 4

n’est pas concerné car son utilité ne change pas ( u; = v; ). De méme, cet agent n’est pas concerné

L. — — ~ . A . .
par la décision entre u’ et v”, pour la méme raison ( u, = v} ), méme si son droit a pu changer.

(]
o . . N — . — — . o — =
Dans ces conditions, si collectivement on préféere w a o sous €, alors on doit préférer v/ a v’

—>/ . A 2
sous e”’, si la propriété est respectée.

Si cette propriété n’est pas vérifiée, alors le choix entre deux décisions dépendra de 'utilité ou
du droit de 'agent i, méme si cet agent est complétement indifférent entre ces deux décisions, ce
qui intuitivement est non souhaitable.

2.3.2 Equité en présence de droits exogénes inégaux

I’extension des propriétés classiques d’unanimité, d’anonymat et d’indépendance vis-a-vis des
agents non concernés introduites précédemment était relativement évidente. Intéressons-nous main-
tenant aux propriétés relatives & 1’équité introduites dans leur version classique dans le chapitre
L’extension de ces propriétés est légérement plus délicate, car la notion d’équité est d’autant plus
difficile & formaliser qu’elle est maintenant biaisée par introduction de I'inégalité des droits exo-
geénes.
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2.3.2.1 Juste part et absence d’envie

La propriété de juste part garantie est celle dont ’extension est la plus immédiate. Dans le cas
classique, cette propriété s’appuie sur ce que chaque agent juge comme étant la part qui lui revient
de droit, c’est-a-dire qu’il s’attend & obtenir le n®™¢ de la valeur a laquelle il estime la ressource en
entier. En présence d’une inégalité de droits exogénes, tous les agents ne peuvent pas prétendre a
la méme part de la ressource : la juste part des agents doit étre proportionnelle & leur droit. En
d’autres termes, la juste part d'un agent 7 correspond a la fraction €; de la valeur a laquelle il estime
Iintégralité de la ressource. Si nous prenons l’exemple d’un partage impliquant deux agents dont
les droits respectifs sont 1 et 3, leurs justes parts estimeées respectives seront uj /4 et 3ug/4.

Définition 2.7 (Test de juste part généralisé) Soient .4 un ensemble d’agents, € un vecteur

de droits exogénes, o/ Uensemble des partages admissibles et T un partage. 7 satisfait le test de

. . . . —~ ~ d
juste part généralisé si et seulement si Vi, fi(m;) > €&u;, avec ; tef max{ f;(m;)|7 € &}

Cette propriété de juste part en présence de droits exogénes inégaux découle directement du
principe de duplication des agents, appliqué au cas ot la fonction de répartition est la division : un
partage concernant n agents satisfait le test de juste part avec droits exogénes si et seulement si
le partage correspondant aux m clones satisfait le test de juste part classique. Chacun des clones
d’un agent i estimant qu’il a au moins le m®™® de la ressource selon son propre point de vue (qui
est aussi celui de ’agent 4 initial), I’agent i estimera qu’il a une fraction de la ressource au moins
égale & e;/m. Cette propriété correspond au principe de proportionnalité introduit pour des droits
inégaux dans [Steinhaus| [1948|, cité et repris de maniére implicite dans [Brams et Taylor, [1996].

Bien entendu, on peut de la méme maniére étendre la propriété de juste part garantie introduite
au chapitre [I] :

Définition 2.8 (Juste part garantie généralisée) Soient .4 un ensemble d’agents, € un vec-
teur de droits exogénes, o/ l’ensemble des partages admissibles, == un ordre de bien-étre col-
lectif a droits inégauz et o/ lensemble des solutions non dominées pour cet ordre collectif. Soit
Fo ={7 € F|Vie [1,n], fi(m)>ei;}. = vérifie la propriété de juste part garantie générali-
sée si et seulement si F— # I = dNF #* .

Intéressons-nous maintenant & la propriété d’absence d’envie, correspondant dans le cas classique
a une certaine vision de 1’équité fondée sur la comparaison personnelle (interne a chaque agent) de la
propre part d’un agent et de la part des autres agents. A premiére vue, ce principe est incompatible
avec I'idée méme d’inégalité des droits exogénes. En effet, si un agent ¢ a un droit beaucoup plus
élevé qu’un autre agent j, il ne semble pas anormal qu’il ait une part beaucoup plus importante de
la ressource que ’agent j, suscitant ainsi & coup stir I’envie de cet agent. C’est le sens de la remarque
de [Young, 1994] a propos de 1’absence d’envie, citée par [Brams et Taylor} [1996] : « [envy-freeness|
only applies when the parties have equal claims on the good ».

Cependant, une autre vision de ’absence d’envie est possible dans ce contexte, comme le fait
remarquer [Brams et Taylor, 1996|, vision qui est encore une fois inspirée du principe de duplica-
tion des agents avec fonction de répartition égale & la division. De maniére informelle, un partage
concernant n agents est sans envie si et seulement si aucun des clones n’envie la part d’'un autre
clone. Cette propriété a été formalisée de la maniére suivante dans [Pivato, [2006] :

Définition 2.9 (Test d’absence d’envie généralisé) Soit .4 un ensemble d’agents, € un vec-
teur de droits exogénes, et {f1,..., fn} Uensemble de leurs fonctions d’utilités exprimées sur les
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parts et T un partage. T satisfait le test d’absence d’envie généralisé si et seulement si Vi # j :

fi(mi) o fi(mg)

€; ej
L, — .
Un tel partage sera dit "€ -sans envie.

Autrement dit, tout agent ¢ s’estime plus satisfait relativement & son droit e; qu’il ne le serait
avec la part d'un autre agent j, relativement au droit e; de cet autre agent.

2.3.2.2 Equité fondée sur I’égalitarisme et droits inégaux

Réduction des inégalités et courbe de Lorenz Si les deux notions précédentes (juste part et
absence d’envie) ont déja été introduites dans la littérature sur le partage, en revanche la plupart des
travaux traitant de la mesure des inégalités dans le domaine de la décision collective se limitent au cas
classique, c’est-a-dire au cas ol les droits exogénes sont égaux. On trouve cependant une exception
dans la littérature économique : larticle [Ebert et Moyes, [2002], qui introduit une extension des
travaux sur les mesures d’inégalités permettant de prendre en compte une pondération sur les
agents®. Il est trés intéressant de remarquer que ce travail se situe dans un contexte trés différent
du notre, méme g’il y a des similarités formelles claires. Alors que l'objectif de notre travail se
concentre sur la prise en compte de droits inégaux dans la procédure de partage, le travail de
|[Ebert et Moyes| 2002] a pour objet la mesure des inégalités a posteriori sur un ensemble de revenus
relevés dans une population. Les poids ont d’autres significations dans ce contexte : ils sont introduits
par exemple pour pallier les faiblesses de la procédure de mesure qui fournit le profil de revenus
(échantillonnage non représentatif de la population par exemple, sous-représentativité d’une certaine
classe d’individus, etc.). En d’autres termes, alors que dans notre cas les droits exogénes ont un role
d’équité, dans le travail cité les poids ont un réle correctif de 'imperfection de I'information relevée.

Les différences que nous avons mises en valeur entre 'approche de |[Ebert et Moyes, 2002] et la
notre ont deux conséquences. Tout d’abord, rien n’indique, dans le travail de [Ebert et Moyes, [2002],
que les profils d’utilité & comparer soient de taille fixe, ni que les poids soient fixés & 'avance. On peut
avoir par exemple & comparer deux populations sur la donnée de deux profils de revenus de taille et
de vecteurs de poids différents. Autre différence d’approche, chaque «utilité» des profils & comparer
dans le travail de [Ebert et Moyes, |2002| correspond au revenu d’un individu d’une certaine classe de
personnes : selon notre point de vue de la duplication des agents, ce n’est pas une somme d’argent a
partager mais cela représente I’«agrément» d’étre dans une classe de la population (la «prospéritéy,
si nous reprenons les termes de la section . Transposé dans notre cadre, le travail de [Ebert
et Moyes, 2002] correspond donc & une vision «réplication» de la fonction de répartition, alors que
notre approche est fondée sur la fonction «divisiony». Le paralléle est néanmoins intéressant : méme
si la différence d’approche conduit & des définitions différentes, la démarche est similaire, et les
définitions sont équivalentes «a la fonction de répartition présy.

Comme pour la juste part et ’absence d’envie, nous allons donc nous inspirer du principe de
duplication des agents avec fonction de réplication égale & la division afin de nous ramener au cas
classique. La justification est qu’en présence de droits exogénes inégaux, le lieu des profils parfai-
tement égalitaires correspond a la droite uj/e; = -+ = uy,/e,, c’est-a-dire aux profils parfaitement
égalitaires au sens classique du terme pour les m clones.

Nous inspirant de ce principe, nous pouvons étendre la notion de transfert de Pigou-Dalton en
y introduisant les droits exogénes inégaux comme suit :

*Nous avons découvert cet article aprés notre travail sur la formalisation des droits exogénes inégaux ; le paralléle
entre cette approche et la notre est tout-a-fait intéressant.
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Définition 2.10 (Transfert de Pigou-Dalton (réduction des inégalités)) Soient u et u’
deuz profils d’utilité et € un vecteur de droits exogénes. U’ est obtenu & partir de W par ré-
duction des inégalités généralisée relativement G €, ou transfert de Pigou-Dalton généralisé si et
seulement si 3(i,j) € N2 tels que :

>iF ]

> + 17; = U{ + 27;’ (conservation de la somme) ;

> %< {e , e]} <2 . L (réduction des inégalités) ;

DVke,/I/\{z]} up, = uj,.

La notion de principe de réduction des inégalités généralisé suit naturellement :

Définition 2.11 (Principe de réduction des inégalités généralisé) Soit > wun ordre de
bien-étre collectif & droits exogénes. =— satisfait le principe de réduction des inégalités généra-

lisé si et seulement si pour toute paire de profils d’utilité u , u’ t_e)ls que U’ est obtenu & partir de

U par transfert de Pigou-Dalton relativement ¢ €, on a U < u'.

Voici comment nous interprétons ce principe en présence de droits exogénes inégaux. Dans ce
contexte, un transfert de Pigou-Dalton est simplement un transfert réduisant les inégalités entre les
clones, avec la contrainte que 1'utilité des clones correspondant au méme agent initial doit rester la
méme. Une réduction des inégalités entre les clones de 1’agent i et de ’agent j correspond donc &
un transfert d’utilité tel que chaque clone de I’agent j donne une utilité de /e;, et chaque clone
de I'agent i recoit une utilité de £/e;. Le transfert total d’utilité, correspondant a e, se fait donc a
somme u; + u; constante.

Bien entendu, & I’échelle du probléme impliquant les m clones, un tel transfert n’est pas un
transfert de Pigou-Dalton au sens strict du terme, car en particulier il n’implique pas uniquement
deux agents. Cependant, on peut facilement vérifier que tout transfert de ce type peut étre obtenu
par une séquence de transferts de Pigou-Dalton. Considérons par exemple le cas d’un transfert de
Pigou-Dalton avec droits exogénes d’un agent ¢ ayant un droit de 3 vers un agent j ayant un droit
de 2. Supposons que I’agent i transfére une utilité e vers ’agent j. A 1’échelle des clones, cela revient
a un transfert de £/3 de chaque clone de l'agent i vers les clones de I’agent j. Ce transfert peut
s’effectuer de la maniére suivante :

> Le clone iy transfére €/3 vers le clone j;.

> Le clone iy transfére /3 vers le clone jo.

> Le clone i3 transfére £/6 vers le clone j;.

> Le clone i3 transfére £/6 vers le clone jo.

Au final, chacun de ces transferts est de type Pigou-Dalton, et le transfert total correspond bien &
une réduction des inégalités au sens des droits exogénes inégaux.

Nous pouvons nous appuyer sur cette extension du principe de réduction des inégalités pour
définir la notion de courbe de Lorenz avec droits inégaux :

Définition 2.12 (Courbe de Lorenz avec droits inégaux) Soit u un vecteur d’utilités et e
un vecteur de droits inégauz. La courbe de Lorenz avec droits inégaux de U est le vecteur :

e - div div def
Lo(W) = L(up%), avec Wbl = (uifer,...,urfer, ..., unfen, ..., un/en ).
e1 fois en fois
— —

Si Lw(u) domine L-(W) au sens de Pareto, on dira que W "€ -Lorenz-domine v'.
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Bien entendu, étant donnée la construction de la notion de courbe de Lorenz & droits inégaux,
. 5, . . — — . — . — .
nous avons toujours ’équivalence entre le fait que « "e€-Lorenz-domine v et le fait que « puisse
A N . — 2 . . \ 2
étre obtenue & partir de v par une séquence de transferts de Pigou avec droits exogénes et d’amé-
liorations de Pareto.

Le principe de fonctionnement de la dominance de Lorenz en présence de droits exogénes inégaux
est illustré sur la figure Nous pouvons vérifier d’une part que la droite de parfaite égalité n’est
plus la droite u; = ug, mais bien la droite uy /e; = us/eq, et d’autre part qu’il y a une asymétrie de la
zone de réduction des inégalités, en faveur de I’agent ayant le droit le plus élevé : en 'occurrence w;.
L’introduction de droits inégaux dans le principe de réduction des inégalités ne se résume donc pas
& une simple dilatation des échelles individuelles d’utilités inversement proportionnelle aux droits
inégaux.
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® Profils optimaux au sens de Lorenz.

Figure 2.2 — Tllustration de la notion de dominance de Lorenz avec droits exogénes

inégaux sur des profils d’utilité & deux composantes. Le vecteur de droits exogénes est
(3,2).

Indices d’inégalité Les bases liées & la définition des inégalités étant posées, 'extension de la
définition des indices d’inégalité ne pose pas réellement probléme :
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Définition 2.13 (Indice d’inégalité avec droits exogénes) Soit =— un ordre de bien-étre col-
lectif o droits inégauz qui respecte le principe de réduction des inégalités avec droits exogénes. Pour
chaque vecteur d’utilité positif W on définit l'utilité également distribuée équivalente e—(w) € ¥ de

N . . — — P div 1 n . — - .
la maniére suivante : e (W) (€1, ..., en) ~7 . On note également u>2¥ = == 51" | u;. L€' -indice
d’inégalité associé a = est :

— e= (W)
Jo(u)=1-
€ div
up

Comme dans le cas classique, le fait que 'ordre de bien-étre collectif associé a I'indice d’inégalité

satisfait le principe de réduction des inégalités assure que J-(w) > 0. Cet indice d’inégalité est
nul si et seulement si les composantes de UD%“ sont toutes égales, c’est-a-dire si le vecteur U est
colinéaire au vecteur de droits e .

L’extension de la définition de 'indice d’Atkinson se fait grace au méme principe (le détail des
calculs est reporté en annexe |C)).

1 e— 1 i\ ¢
Jq,?(ﬁ): - —Zeil q(%) , 0<g<loug<0
i=1

Ces indices d’inégalité sont fondés sur la généralisation de la famille somme des puissances aux
droits exogénes inégaux, que nous allons introduire plus loin.

De méme, pour I'indice de Gini :

1 U U
6o = g 3 Y

1 n u u U Te
:1—77 (2m+1—(2Ek_1+€]16)(€£€ +1)) <ek> s
k
k=1

—u o — )
avec T e désignant le vecteur des composantes de & réordonnées selon 'ordre des composantes de
— u

o, et zg désignant la k¢ composante de ce vecteur trié.

L’interprétation de ces trois formes équivalentes de l'indice de Gini est relativement similaire
au cas classique. La premiére forme définit l'aire normalisée entre la courbe de Lorenz généralisée
réelle et la courbe de Lorenz généralisée idéale, correspondant & un profil parfaitement égalitaire
& ’échelle des clones. La deuxiéme forme correspond a la somme normalisée des distances entre
les utilités des clones, et enfin la troisiéme forme correspond & une moyenne pondérée ordonnée a
I’échelle des clones.

Réduction des inégalités et dominance stochastique Sila notion de réduction des inégalités
n’a pas été réellement formalisée a notre connaissance dans le domaine de la décision collective, on
peut en revanche effectuer un rapprochement avec la notion de dominance stochastique appliquée
& des probléemes de décision entre présence de risque. Nous allons essayer d’introduire de maniére
trés rapide les principales notions de ce domaine, et mettre en valeur le paralléle existant entre
la dominance stochastique et la réduction des inégalités en présence de droits exogénes inégaux.
L’objectif n’est pas de faire une description exhaustive et détaillée du domaine de la décision en
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présence de risque (on pourra se référer a des ouvrages tels que [Bouyssou et al., [2006; Gayant),
2001]), mais d’exploiter le paralléle entre ce domaine et celui de la décision collective pour donner
un autre éclairage sur la notion d’inégalité en présence de droits exogénes inégaux.

La décision en présence de risque est le sous-domaine de la décision dans lequel le choix se fait
entre des alternatives & l’issue incertaine, mais dont la probabilité d’occurrence est connue avec
précision®. La théorie sous-jacente est donc ici la théorie des probabilités. Nous rappelons quelques
définitions essentielles.

Définition 2.14 (Variable aléatoire discréte) Soit Q un espace d’états de la nature fini, et &
un espace d’issues (outcome en Anglais), par exemple R. Une variable aléatoire discréte est une
fonction X : Q — 7.

Puisque ) est fini, il existe une partition (Ay,...,Ay) de Q telle que Vi, X (w) = z; pour tout
w e A;. On note X = (x1,A1;.. 520, Ap).

Lorsque 'on connait avec précision les probabilités d’occurrence de tous les événements A;, on
peut assimiler la variable aléatoire X & sa distribution de probabilité, appelée loterie :

Définition 2.15 (loterie) Etant donnée une variable aléatoire X = (w1, A1;...;Tn, An) sur un
espace §), et une mesure de probabilité P sur ), on appellera loterie associée ¢ X sa distribution de
probabilité. Elle sera notée (x1,p1;...;%n,Pn), avec p; = P(A;) (et Y1 pi = 1). Nous noterons L
l’ensemble des loteries sur §Q.

On représente traditionnellement une loterie sous la forme d’un arbre constitué des feuilles
correspondant a chaque événement possible, associé & sa probabilité.

b1
T (Al)
b2

Ly xg (Ag)

o Tn (An)

Pour une variable aléatoire discréte, on peut définir les fonctions cumulative et décumulative de
probabilité :

Définition 2.16 Etant donnée une variable aléatoire X = (w1, Ar;...; o0, Ap) sur un espace ,
et une mesure de probabilité P sur €, la fonction cumulative de probabilité de X, notée Fx, est
Uapplication de & dans [0;1] telle que Fx : x — P(w € Q| X (w) < x). La fonction décumulative de
probabilité de X est notée Gx et est définie comme suit : Gx =1 — Fx.

Le modéle & la base du domaine de la prise de décision en présence de risque est fondé sur
la notion de relation de préférence d'un agent sur les loteries. Les préférences d'un agent sont
simplement représentées par un préordre total sur ’ensemble des loteries £, ou une fonction d’utilité
U:L—-7Y.

Le rapprochement formel entre la décision en présence de risque et la décision collective est
connu. Il est fondé sur le paralléle exprimé dans le tableau (nous supposons que les probabilités
des loteries sont exprimées sous forme de nombres rationnels).

5Contrairement au domaine de la décision dans l'incertain, qui concerne les problémes de décision & lissue incer-
taine mais dont on ne sait pas quantifier les probabilités d’occurrence d’événements.
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Issue Agent

Décision en présence de risque Décision collective

Etat de la nature Décision collective
Loterie Profil d’utilités

Utilité sur les issues Utilité individuelle
Utilité sur les loteries Utilité collective

Probabilité Pourcentage de population ou droit exogéne
Tableau 2.1 — Rapprochement formel entre la décision en présence de risque et la

décision collective.

Ainsi, par exemple, une loterie (10,1/4;20,1/4;50,1/2) pourra se traduire en terme de décision
collective par une décision dans laquelle 1/4 de la population regoit 10, 1/4 de la population regoit
20 et la moitié de la population regoit 50. Ce paralléle va nous permettre d’illustrer la notion
d’inégalités dans la décision collective & 'aide des notions de dominance stochastique, issues du
domaine des probabilités.

Définition 2.17 (Dominance stochastique du premier ordre) Soient deur wvariables aléa-
toires quelconques définies sur un méme ensemble d’états de la nature Q. Alors X domine la variable
Y au sens de la dominance stochastique du premier ordre (que l'on notera X »rposp Y') si et seule-
ment si :

Vee S, P(X >xz)>P(Y >ux).

En d’autres termes : Vx € ., Gx(x) > Gy (x).

Cela signifie qu’en toute circonstance X est meilleur que Y, c’est-a-dire que pour tout z, la
probabilité de gagner au moins x est plus forte avec X qu’avec Y. Transposé au contexte de la
décision collective, cela se traduit par le fait que pour tout seuil d’utilité u, le pourcentage de la
population (ou le nombre de clones) ayant une utilité supérieure ou égale & u est plus élevé pour 7
que pour 7.

La relation de dominance stochastique qui nous intéresse plus dans le contexte de la mesure des
inégalités est la dominance stochastique du second ordre :

Définition 2.18 (Dominance stochastique du second ordre) Soient deuz variables aléatoires
quelconques définies sur un méme ensemble d’états de la nature Q. Alors X domine la variable Y
au sens de la dominance stochastique du second ordre (que l'on notera X »sosp Y') si et seulement
8t :

+o00o “+o0o
Vo € 7, / P(X > t)dt > / P(Y > t)dt.
En d’autres termes : Vx € Z, f;oo Gx(t)dt > f;oo Gy (t)dt.

En gros, cela correspond a la notion d’étalement de la distribution de probabilité : plus une
distribution est étalée, moins elle est préférée. Remarquons que ce concept n’est pas tout-a-fait
identique a la notion d’écart-type : par exemple, les deux distributions de probabilité (8,3/4;12,1/4)
et (10,1/4;14,3/4) ont le méme écart-type, mais la deuxiéme distribution domine la premiére au
sens stochastique du second ordre.

Dans le domaine de la décision en présence de risque, on traduit généralement la notion
d’aversion pour le risque d’'un agent & 'aide de cette relation de dominance stochastique. Plus
précisément, ’aversion au risque est traduite par la notion d’étalement ¢ moyenne constante, fon-
dée sur la dominance stochastique du second ordre :
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Définition 2.19 (Etalement & moyenne constante) Etant données deuz variables aléatoires X
et Y dont les espérances sont respectivement E(X) et E(Y), on dira que Y se déduit de X par un
étalement a moyenne constante (noté X ~pps Y) si et seulement si :

1. B(X) = E(Y), et
2. X =sosp Y.

Cette notion traduit une aversion forte pour un accroissement du risque. Dans la définition
précédente, la distribution de probabilité de Y est plus «étalée» que celle de X, & espérance identique.
Autrement dit, dans une telle loterie, un agent risque de gagner plus, mais il risque aussi de perdre
plus. Cette notion est illustrée de maniére graphique sur la figure 2.3.2.2]

Figure 2.3 — Deux exemples de distributions de probabilité (continues) de fonctions
de densité fx et fy.Y est obtenu a partir de X par un étalement 4 moyenne constante.

11 est encore une fois possible de se ramener au domaine de la décision collective. Cette notion
d’aversion au risque correspond formellement & la notion d’aversion & l'inéquité. Un étalement &
moyenne constante correspond, dans le domaine de la décision collective, & un transfert d’utilité
entre les clones, qui a pour effet d’«étaler» le profil d’utilité, c’est-a-dire d’accroitre les inégalités
entre les agents. Un tel transfert se fait bien entendu & somme des utilités constante, car ’étalement
a4 moyenne constante se fait a espérance mathématique constante. Il s’agit donc de 'inverse d’un
transfert de Pigou-Dalton généralisé (autrement dit, c’est un transfert qui accroit les inégalités).

Ce paralléle nous permet de valider notre approche de I'inégalité en présence de droits inégaux,
en la rapprochant de la notion de risque avec des probabilités inégales sur les événements : cette
notion de risque est définie & ’aide du concept d’étalement & moyenne constante, qui correspond de
maniére formelle & ce que nous avons défini comme étant (I'inverse d’) un transfert de Pigou-Dalton
généralisé. L’accroissement des inégalités en présence de droits exogénes inégaux correspond donc
formellement au concept d’accroissement des risques en présence de probabilités inégales.

2.3.3 Nouvelles propriétés relatives aux droits exogénes

Le concept de droit exogéne exprime la simple notion d’influence plus ou moins grande d’un agent
sur la décision collective, avec l'idée intuitive qu’'un agent doté d'un droit plus grand doit tirer un
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bénéfice (donc une utilité) plus grand de la décision collective. Cette idée informelle peut se traduire
de différentes maniéres. La propriété la plus simple et la plus évidente requise par l'introduction
de droits inégaux est que I'augmentation du droit d’un agent ne peut pas renverser une préférence
collective qui déja I'avantageait.

Définition 2.20 (Conformité) Soient € et €’ deux vecteurs de droits tels que ey, = €}, pour tout
k # i, et e; < €}, el soit =z un ordre de bien-étre collectif & droits inégauz. Alors =— vérifie
la propriété de conformité si et seulement si pour toute paire de profils d’utilité (W ,7’), on a
(w i;? etui>vi):>ﬂ>t?/ .

Cette définition est plus claire sur un exemple :

Exemple 2.1 Soient o = (4,7,4,2) et ¥ = (1,5,3,8). Supposons que, pour un vecteur de droits
— o= — s 2 . . s

€, on ait ¥ =% v. Entre les deux vecteurs, le préféré est celui qui avantage, entre autres, l’agent
2. Maintenant si nous augmentons le droit de 'agent 2 sans modifier celui des autres agents, ce qui
nous donne le vecteur €’, nous ne pouvons avoir v =— 1, car si tel était le cas, la collectivité
préférerait désormais un profil d’utilité qui désavantage maintenant 'agent 2, alors que son droit a
augmenté.

L’implication principale de cette propriété concerne le calcul d’une décision collective optimale :

Proposition 2.1 Soient € et €' deuz vecteurs de droits tels que e}, = ek, pour tout k # i, et e; < €},

é
et s0it = un ordre de bien-étre collectif a droits inégauz. Nous notons T - € argmax_)GW,( f (?))
une deczswn collective optimale selon =—. Si =— satisfait la propriété de conformzte alors il existe

une décision collective optimale T/ selon =, telle que f;(7T =) > fi(7=).

En d’autres termes, si 'on augmente le droit relatif d’'un certain agent, alors il ne peut pas
obtenir au final une utilité moindre qu’avant son augmentation.

— =, 7~ ~ . L.
Démonstration Si maxae(y( f (7)) ~z f(7=)), alors T est aussi une décision

optimale selon >—/ et donc la proposmon est satisfaite.

Sinon, pour toute décision 7 -, optimale selon =—/, on a u(ﬂ—n) - ﬂ}(/?\?). Or,
7'('? étant une décision optimale selon »— , pour toute décision collective admissible 7
telle que u;(7) < uz(/?\ﬂ) on a u( ) <H U (77%) D’aprés la propriété de conformite,

on a donc aussi u (7) < u(ﬂ?). Par contraposée, on a donc uz(w?) < uz(w—n), ce
qui prouve la proposition. A

La propriété de conformité est une traduction possible de l'idée selon laquelle les droits inégaux
ont un effet «positify dans le partage : si ’on augmente le droit d’un agent, alors il ne pourra pas étre
désavantagé. Cette idée d’effet «positify peut se traduire d’une maniere différente : toutes choses
étant égales par ailleurs, il vaut mieux choisir la décision qui avantage, entre deux agents ayant des
droits inégaux, ’agent ayant un plus grand droit.

Définition 2.21 (Avantage aux droits élevés) Soient u et v deus profils d utilité tels que u; =
v, u; = v; et ug = vg Yk € A\ {i,j} (VU est égal au profil W dans lequel on a permuté u; et u;),
avec u; > uj, et soit =5 un ordre de bien-étre collectif a droits inégaus. Alors = avantage les
droits élevés si et seulement si pour tout €, U <+ U < e; > ej.

Cette notion d’avantage aux droits élevés n’est pas équivalente & la propriété de conformité,
méme si elle exprime une traduction différente de la méme idée intuitive. En effet, il existe des
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fonctions d’utilité collective & droits inégaux qui satisfont la propriété de conformité, sans toutefois
vérifier la propriété d’avantage aux droits élevés. La fonction somme non pondérée, correspondant
& l'utilitarisme avec division de la ressource, est un exemple d’une telle fonction. L’existence d’un
lien d’implication entre ’avantage aux droits élevés et la conformité, éventuellement lié aux autres
propriétés (IUA généralisée, anonymat, unanimité), ou aux propriétés analytiques des fonctions
d’utilité collective (continuité, ...) n’est pas encore claire.

Une derniére propriété souhaitable des fonctions d’utilité collective prenant en compte des droits
exogeénes inégaux est leur insensibilité & une dilatation proportionnelle de 1’échelle commune d’ex-
pression de ces droits inégaux. En d’autres termes, une fonction d’utilité collective & droits inégaux
doit classer les décisions de la méme maniére, que le vecteur de droits soit e, 2- € ou bien 100- ¢ .

Définition 2.22 (Insensibilité & une dilatation commune des droits (IDCD)) Soit >+
un ordre de bien-étre collectif a droits inégauxr. = est insensible a une dilatation commune des
droits (IDCD) si et seulement si Yk € N, Y€ wvecteur de droits, et pour tout couple (U, V') de
profils d’utilité, W =— vV & U =po V.

2.3.4 Application aux quatre ordres de bien-étre social étendus

Nous nous intéressons maintenant & la caractérisation des quatre ordres de bien-étre social éten-
dus introduits en section 2.1.2]: Uordre utilitariste et I'ordre égalitariste leximin, avec les fonctions de
répartition division et réplication. La preuve de la proposition suivante est immeédiate et ne présente
que peu d’intérét. Nous 'omettrons donc.

Proposition 2.2 Les fonctions somme, somme pondérée, leximin et leximin pondéré satisfont les
propriétés marquées «ouiy dans la table et ne satisfont pas les propriétés marquées «nonsy de
cette méme table.

una. | amo. | TUA | Juste | Rédo e | ADE | mcD
P. In.
> i € U oui oui oui non non oui oul oui
DT oui oui oui non non oul non oul
leximin; u; /e; oui oui oui oui oui oui oui oui
leximin; u; oui oui oui non non oul non oul
Tableau 2.2 — Propriétés vérifiées par les fonctions d’utilité collective & droits exo-

génes inégaux.

2.4 Fonctions d’utilité collective de compromis et droits inégaux

2.4.1 Fonctions somme des puissances

Nous avons introduit au chapitre[I] deux familles de fonctions qui réalisent des compromis entre
I'utilitarisme classique et 1’égalitarisme pur. Nous allons nous intéresser briévement a I'extension de
la premiére de ces familles, somme des puissances, aux droits inégaux, en s’appuyant sur les deux
fonctions de répartition que nous avons introduites (division et réplication).
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Nous avons, pour le cas u; +~ e; = u;/e; :

g2 () Z ) Y3
Uj \ ey .
(fer)

et, pour le cas u; +e; = u; :

On pourra trouver, d’un point de vue pratique, des formes plus agréables aux fonctions ci-
dessus, en utilisant la propriété selon laquelle les fonctions d’utilité collective sont significatives a
une transformation monotone croissante prés.

Il est intéressant de caractériser ces fonctions d’utilité collective & I’aide des propriétés introduites
ci-avant. Nous avons la proposition suivante :

Proposition 2.3 La fonction d’utilité collective g(p) @i
p : unanimité, anonymat généralisé, ITUA genemlzsee conformité et IDCD. Pour tout p < 1, cette
fonction vérifie en plus la propriété d’avantage auz droits élevés et de réduction des inégalités.

, U€rifie les propriétés suivantes pour tout

Démonstration Les propriétés d’'unanimité et d’anonymat généralisé sont immeé-
diates. Les démonstrations pour les autres propriétés seront faites pour p < 0 uniquement.
Les cas p =0 et p > 0 se démontrent de maniére similaire.

TUA généralisée : soit (o, v, ', v') quadruplet de profils d’utilité tels que u; = v; et
u, = v} pour un agent i et pour tout k # i, up = uj, et vp = v}, et soit (€, €’) paire de
vecteurs de droits telle que Vk # i, e, = €}.. Alors nous avons :

») (= ® (=
g?,div(u) < g?,div( 1})
PP lp D
<:>Zek kz €r " Uk
k=1
sofit ¥ ahaode 3 alh
& klk;éz k i k=1 kti Ok
Ip n p
v ;U
k
€ {p+ Z ¢ /p—eiﬁ_k Z eke/p
& k=1 ki Ck i k=1,k#i k
(p) —>/ (p) —>/
<:>g_’dw( )<gedw(v)

Conformité : Soient € et ¢’ deux vecteurs de droits tels que ej, = e}, pour tous k # i, et

(p) (—>)> (p) (—>

e; < ek, et soit (W, ') une paire de profils d"utilité telle que (9% 4, (W) > g2 4. (V) et u; >
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v;). Alors on a :

U; > V;
= (P el )l < (TP el ) !
1— 1—- p
= (el )l + (92, (1))
1— 1— p
< (=l (g0, ()
P P
= (6% 4, (1) = (42 1., (7))

= 92 4 (@) 2 92 4, (V)

e div
Avantage aux droits élevés : soient @ et v deux profils d'utilité tels que u; = vj,

uj = v; et up, = v Vk € N\ {i,j}, avec u; > u;. Alors, on a :

1— 1— 1— 1—
€ = €5 e pZej Poe™_e™>0

(3 J —

1-p 1-py, P 1-p 1-p\, p
(e " —e; Ny < (e e; ),
1-p _p 1-p p 1-p _p 1-p _p
e U e u; <€ ujte; Ty
1-p p 1-p _p l1-p _p 1-p _p
e ui+ej -ujgei vi—i-ej "
n n
o E elTP P < el Py
k k —= k k
k=1 k=1

IDCD : La propriété d’IDCD est quasiment immédiate. Multiplier tous les droits par
k équivaut a multiplier 1'utilité collective par k'~P, qui reste un nombre positif, donc ne

change pas le sens de variation de la fonction d’utilité collective.
(p)
e’ div
réduction des inégalités généralisée si et seulement si ¢(P) la vérifie au sens classique du
terme, ce qui est vérifié pour tout p < 1. A

Réduction des inégalités généralisée : Par définition, g vérifie la propriété de

Proposition 2.4 La fonction d’utilité collective g(?p)mp vérifie les propriétés suivantes pour tout p :

unanimité, anonymat généralisé, IUA généralisée, conformité, avantage auz droits élevés et IDCD.
En revanche, elle ne vérifie pas la propriété de réduction des inégalités.

Démonstration La preuve de cette proposition pour le cas est assez similaire & la
preuve précédente pour les propriétés d’unanimité, anonymat généralisé, IUA généralisée,
conformité, avantage aux droits élevés et IDCD. Nous ne détaillerons donc pas ces cas.

Nous allons cependant montrer que quelque soit p la fonction gg)rep
propriété de réduction des inégalités. Nous nous limitons au cas p ;é’O (le cas p = 0 est
relativement similaire). Considérons un probléme a deux agents de droits respectifs e; et
ez, tels que e; > eo. Considérons les deux profils d’utilité w = (eq + ¢, e3 — €) avec € > 0,
et U’ = (e1, e2). La transformation du profil @ en profil @’ est clairement un transfert de

(p)

ne vérifie pas la

Pigou-Dalton généralisé, donc si g vérifie la propriété de réduction des inégalités, on

e ,rep
: P ) (=
doit avoir garep( u’) > g?vrep( u).
1
Nous avons : g(?p?rep(ﬁ’) = L(exx(e1+e)f+ (ea—¢e)P) P et g%ﬁ?rep(ﬂ)) =

1/p
1 p+1 p+1 : D D
poes (81 + e5 . Or, comme e; > e, nous avons aussi PETE — pere > 0, donc
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1 1 1 1
A 4 pele + e — pebe > 2T 4+ €5 En remarquant que e x (e1 +€)P + (e2 — )P =

1 1 . .
Pt peleteb ™ —pebe+0,_ o+ (€), nous pouvons donc affirmer qu'il est possible de trouver

un nombre ¢ suffisamment proche de 0 tel que e; x (e1+e)P+(ea—e)? > p€11>+1 —|—pe§+1, donc

au final tel que gg)rep(ﬁ’ ) < g(?p)re (). Nous avons donc trouvé un transfert de Pigou-
Dalton généralisé qui fait diminuer lp’utilité collective, ce qui est contraire & la propriété de

réduction des inégalité généralisée. A

2.4.2 Moyennes Pondérées Ordonnées Etendues

Si I'extension de la famille somme des puissances s’appuyant sur le principe de duplication des
agents n’opposait pas de réelle difficulté, en revanche, I’extension des moyennes pondérées ordonnées
est plus problématique. En effet, comment appliquer une fonction d’utilité collective de type moyenne
pondérée ordonnée sur n’importe quel profil d’utilité et n’importe quel vecteur de droits exogénes,
alors que la définition des moyennes pondérées ordonnées dépend du vecteur de poids, qui a une
taille fixe? La solution que nous proposons pour étendre la famille OWA afin qu’elle prenne en
compte les droits inégaux est d’étendre aussi la notion de vecteur de poids :

Définition 2.23 (Vecteur de poids étendu) Un vecteur de poids étendu est une fonction w> :
N, — UL2900,1)F, telle que :
_—
> VneN, wr(n)€[0,1]7,
> VneN, Y w>(n); =1 (condition de normalisation).

Exemple 2.2 Nous pouvons par exemple définir une famille w>® paramétrée par a > 1 de vecteurs
de poids étendus & vocation «équitable» comme suit :

an L 1

Yiga Yo

Ainsi par exemple, si & = 2, le vecteur de poids correspondant a 4 agents est (8/15,4/15,2/15,1/15).

_
Vn € N, wp® (n) = (

).

Grace a cette définition, nous pouvons & présent introduire la famille des moyennes pondérées
ordonnées étendue :

Définition 2.24 (Famille OWA étendue) La famille de fonctions d’utilité collective étendues
moyenne pondérée ordonnée étendue (ou EOWA pour Extended Ordered Weighted Average) est la
famille {gw?‘:} paramétrée par un vecteur de poids étendu w>, et tel que pour tout vecteur de droits

exogénes e et tout profil d'utilité W :

Exemple 2.3 (suite) Si nous reprenons le méme vecteur de poids étendus que précédemment,
nous aurons donc par exemple ¢***(1,3,2,0) = 0x 8/15+1x 4/15+2 x 2/15+3 x 1/15 = 11/15.
On pourra remarquer qu’en faisant tendre « vers +00, on tend vers une fonction d’utilité collective
étendue qui «représente» 1’ordre leximin étendu.
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2.5 Applications

Dans cette section, nous appliquons le principe de duplication des agents a quelques situations
«microéconomiquesy dans lesquelles apparaissent naturellement des droits exogénes. Si le choix de
la fonction d’utilité collective et de la fonction de répartition sont souvent assez naturels, dans
certains cas il peut étre discutable. Notre point de vue n’est pas normatif (nous ne cherchons pas
a imposer de solution) ; nous cherchons juste a mettre en évidence le pouvoir descriptif du schéma.
Notons & nouveau que chaque fois que nous employons la fonction min, on peut bien entendu utiliser
le préordre leximin en lieu et place de cette fonction.

Répartition d’un bien vital Une Organisation Non Gouvernementale doit répartir une quan-
tité de riz entre différents pays sinistrés par la famine. Les pays (agents) sont de tailles (droits)
différents. L’utilité regue par un habitant est sa quantité de riz. La fonction de répartition est ici
la division. Prenant en compte le caractére de répartition égalitariste suggéré par la nature vitale
de la ressource, on conclut a la fonction d’utilité collective minwu;/e; (allocation proportionnelle &
la taille des populations).

Banqueroute (présenté en début de chapitre) Le cas reléve assez clairement de la répartition
d’utilité par division d’une part, et d’autre part au point de vue égalitariste sur la préférence
collective. Ce qui conduit & la fonction d’utilité collective min; u;/e;. Sil'utilité se mesure directement
en monnaie, maximiser cette fonction revient & allouer 1’actif proportionnellement aux créances.
C’est la solution classiquement proposée pour ce probléme, mais d’autres se justifient également
(voir par exemple |Young, 1994] chapitre 4]).

Constitution de comité (présenté en début de chapitre) L'utilité reque par une circonscription
est son nombre de représentants, et dans ce cas il y a une exigence égalitariste sur la préférence
collective (égalité de représentation pour chaque habitant). Pour ce qui est de la fonction de répar-
tition, la division semble la plus sensée (un représentant partage son temps entre les habitants de
sa circonscription), ce qui conduit encore & la fonction d’utilité collective min; u;/e;, ¢’est-a-dire a
une allocation tendant vers la proportionnalité du nombre de représentants par rapport aux popu-
lations, «tendant versy, car la difficulté de ce probléme tient au fait que la proportionnalité exacte
peut rarement étre atteinte, du fait que le nombre de représentants est entier. Maximiser la fonction
min; u; /e; revient alors & une attribution des siéges selon la méthode de John Quincy Adams, dite
du plus petit diviseur (voir [Balinski et Young, |2001} appendix A, proposition 3.10], qui donne aussi
d’autres solutions pour ce probléme).

Ressource commune avec différents investissements initiaux (présenté en début de cha-
pitre, correspond au probléme de partage de la constellation de satellites Pléiades) L’exploitation en
commun d’une ressource correspond intuitivement & la division de la ressource entre les agents, et
I’équité suggérée par la nature du probléme implique de maniére naturelle la fonction d’utilité collec-
tive égalitariste. Nous avons donc encore une fois affaire a la fonction d’utilité collective min; u;/e;
(allocation proportionnelle & la hauteur de I'investissement).

Productivités différentes (présenté en début de chapitre) Chaque agent est ici remplacé par
un ensemble de clones tous également productifs, la production d’un agent étant la somme de la
production de ses clones (fonction de répartition division). Le probléme est utilitariste classique,
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car peu importe ce que produit chaque agent en particulier, seule la production totale compte, ce
qui nous donne une fonction d’utilité collective Y u;.°

Prix du kWh Une compagnie distributrice d’électricité doit fixer un prix de vente du kWh
d’énergie électrique pour les utilisateurs de son réseau. Ces utilisateurs sont réunis en communes
(les agents), et le prix de vente fixé pour une commune constitue une désutilité (utilité négative)
identique u; pour tous les habitants de cette commune, donc la fonction de répartition entre les
«clones» d’une méme commune est la réplication. La répartition du colit doit étre égalitariste, car
il s’agit d’un bien public indispensable. La fonction d’utilité & considérer est donc min; u; : la taille
de la commune (donc le droit exogéne) n’importe pas.

Infrastructures collectives Un nombre limité d’infrastructures collectives, plutdt de loisirs, doit
étre alloué a un certain nombre de villes (agents) ayant des populations de tailles différentes (droits).
Soit k; le nombre d’infrastructures allouées a la ville 7. L’utilité de la décision k pour la ville 7 est
fi(ki). S’agissant d'un équipement de loisir, on peut mesurer 'utilité collective par la somme des
satisfactions de chaque habitant. Si 'on admet que tous les habitants de la ville ¢ jouissent d’une
maniére égale de la présence des k; théatres de la ville, alors l'utilité de chaque habitant (clone)
est aussi f;(k;) (réplication). Selon ce raisonnement, la fonction d’utilité collective qu’il convient de
maximiser est y . (e;-u;). Si maintenant 1’équipement collectif n’avait pas un caractére de loisir mais
de bien vital — comme un hopital —, nous serions plutot dans le cas (égalitarisme / réplication) et
la fonction d’utilité collective convenable serait min; u;.

La radio n groupes (nos n agents) partagent un espace commun doté d'un poste de radio pouvant
diffuser n stations différentes. Les e; (droits) membres du groupe i sont tous amateurs de la station
i, et de celle-ci seulement. 11 faut donc décider de la fagon de partager le temps de diffusion du
poste entre les n stations. Nous notons z; la fraction de temps de diffusion dédiée a la station %
(>°% @i = 1) : nous considérerons que 1'utilité de 1’agent/groupe ¢ est égale a x;. Ici I'équité est
primordiale, donc I’égalitarisme s’impose. En revanche le choix de la fonction de répartition est sujet
a deux interprétations, ce qui rend ’exemple intéressant.

La premiére interprétation est que ’on partage du temps de «satisfaction» : un agent écoutant
sa station préférée pendant un temps x; sera satisfait a hauteur de x;. C’est un cas de réplication,
donnant la fonction d’utilité collective min; u; = min; x; : on alloue un temps de diffusion égal pour
chaque station, sans se soucier du nombre d’amateurs de la station 7. La seconde interprétation est
que l'on partage le temps pendant lequel un groupe peut choisir sa station préférée, et dans ce cas,
l'utilité z; d’'un agent est divisible entre ses clones (chaque clone peut choisir sa station préférée
pendant un temps z;/e;) : la fonction de répartition est la division, ce qui aboutit & la fonction
d’utilité collective min; u;/e; = min; z;/e;. Maximiser cette fonction revient a allouer un temps de
diffusion proportionnel au nombre d’amateurs d’une station.

Cet exemple a été traité sans ’aide de droits exogénes inégaux dans la littérature (voir [Moulin|
2003, page 79]), de la maniére suivante : les agents correspondent & ’ensemble des individus impliqués
dans le partage de la radio (nos clones), 'utilité d’un agent amateur d’une station i étant la fraction
x;. Dans ce contexte, la fonction d’utilité collective utilitariste classique est difficilement justifiable :
elle suggére de ne diffuser que la station qui recueille le plus d’amateurs. La fonction égalitariste
est celle qui correspond & notre premiére solution, et résulte en un partage qui égalise le temps de
diffusion de toutes les radios (x; = 1/n). [Moulin} 2003| propose un compromis entre ces solutions

Les droits n’ont en réalité pas «disparu», car ils apparaissent de maniére cachée dans les fonctions u;(a;). On
trouve un exemple analogue dans [Moulin} 1988} page 21], traité sans 'aide des droits inégaux.
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plutot extrémes (soit le groupe le plus nombreux impose son choix pour toute la durée de la diffusion,
soit on ne tient pas du tout compte du nombre d’amateurs de chaque station), en utilisant la fonction
d'utilité collective de Nash (qui s’écrit g*(w') = [Ju; comme nous I’avons vu). Maximiser cette
fonction revient, dans le probléme de la radio, & résoudre le probléme d’optimisation sous contrainte
suivant : max [[;*; 2%, avec » ;" x; = 1. Ce probléme d’optimisation classique peut étre résolu
analytiquement en utilisant la méthode de Lagrange, et il admet comme solution : z; = ¢;/n. Cette
solution alloue un temps de diffusion proportionnel au nombre d’amateurs d’une station, ce qui
correspond exactement a notre seconde solution (égalitarisme, division). Notons que cette solution
correspond au principe de la «dictature aléatoire» : chaque agent impose son point de vue aux

autres pendant une fraction 1/m du temps total.

2.6 Droits inégaux ordinaux

Si dans de nombreux problémes, & I'instar de ceux présentés dans cet article, I'inégalité des droits
exogenes est représentée par un vecteur de nombres de maniére naturelle (différence d’investissement,
populations de différentes tailles...), en revanche, dans certains autres problémes, cette inégalité
entre les agents se manifeste simplement sous la forme d’un simple ordre d’importance ou de priorité.
Ainsi par exemple, dans un comité, I'avis d’'un agent ayant plus d’expérience ou plus d’ancienneté
comptera plus que 'avis d’un autre agent, sans qu’il ne soit vraiment possible a premiére vue
d’associer des droits exogénes numériques cardinaux aux agents. Lors de l'allocation d’organes a
des patients en attente de greffe, le choix des malades & transplanter s’effectue en fonction de listes
de priorité, mais il n’est pas possible en général de transcrire ces priorités sous forme numeérique
[Young, [1994]. On peut envisager deux approches différentes de ce type de problémes :

> une approche fondée sur une transcription numérique de l'ordre de priorité et une application

du principe de duplication des agents au vecteur de droits obtenus par transcription ;

> une approche fondée directement sur l'ordre de priorité.

La transcription numérique d’un ordre de priorité entre les agents pose quelques problémes,
méme si ce ne sont pas tout a fait les mémes, que ceux qui concernent la transcription de préfé-
rences ordinales en préférences cardinales. La transcription numérique de 'ordre de priorité joue
sur I'influence que 1’on veut donner & ces droits sur le partage.

Lorsque I'on ne souhaite pas transcrire numériquement ’ordre de priorité, on peut envisager des
méthodes pour 'intégrer tel quel dans le processus de décision. Un exemple de tel probléme apparait
a un certain niveau dans le probléme de partage de la constellation Pléiades [Lemaitre et al., 2004].
Dans ce probléme, le partage s’effectue en deux phases : phase «, dite prioritaire, et phase (3, dite
routine. Ces deux phases correspondent & un ordre de priorité entre les agents, les agents militaires
participant seuls & la phase «, et les agents civils participant seuls & la phase (.

Nous allons proposer dans cette section quelques méthodes intuitives pour prendre en compte des
droits exogénes sous la forme d’un ordre de priorité entre les agents, dans un contexte welfariste. En
particulier, nous allons envisager deux méthodes. Ces deux méthodes correspondent & deux visions
extrémes de la maniére dont ’ordre de priorité influe sur le partage. Nous considérerons dans toute
la suite qu'un ordre de priorité est un préordre total sur les agents : tous les agents sont ordonnés,
mais on admet que plusieurs agents se situent au méme niveau de priorité.

2.6.1 Meéthode forte

La premiére méthode (méthode forte) considére ’ordre de priorité comme un critére prédominant
dans le processus de décision collective. En particulier, ce critére prend le pas sur le critére dicté par
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la fonction d’utilité collective. En d’autres termes, la prise de décision se passe en plusieurs phases.
> On limite le probléme aux agents de la plus haute classe de priorité, et on cherche I’ensemble
de décisions qui maximisent la fonction d’utilité collective.
> Si cet ensemble ne contient qu’un élément, ¢’est la décision optimale (on ne tient pas du tout
compte des autres agents). Sinon, on restreint 'ensemble des décisions admissibles <7 a cet
ensemble de décisions optimales pour la premiére phase, et on maximise a nouveau la fonction
d’utilité collective, en incluant cette fois-ci les agents situés au deuxiéme niveau de priorité.
> On raffine la sélection & chaque étape en incluant les agents de priorité directement inférieure,
jusqu’a obtenir une décision unique.
Cette méthode est pertinente uniquement dans les problémes pour lesquels les premiéres phases
laissent de nombreuses décisions ez-aequo, en d’autres termes si les agents les plus prioritaires sont
indifférents entre de nombreuses décisions. L’exemple typique d’un tel probléme est un probléme
de partage dans lequel les agents ne convoitent qu’une petite partie de la ressource : aprés que
les agents les plus prioritaires se sont partagés la partie de la ressource qu’ils convoitent, ils sont
indifférents & Iattribution du reste de la ressource aux autres agents.

Exemple 2.4 Soit un probléme de partage entre quatre agents. La relation de priorité entre les
agents est la suivante : {1,2} >0 {4} >prio {3}. On suppose que les seuls profils d’utilité corres-
pondant a des solutions possibles sont les suivants : (5,5,4,10), (2,8,4,3), (6,4, 10,5), (5,3,8,9) et
(2,3,18,2). On suppose de plus que le critére de bien-étre collectif utilisé est la somme (I'utilita-
risme).

Pour calculer le meilleur profil d’utilités en utilisant ’ordre de bien-étre collectif & forte priorité,
on commence par restreindre la prise de décisions aux agents les plus prioritaires, c’est-a-dire 1 et
2. Les meilleurs profils pour ces deux agents sont (5,5,4,10), (2,8,4,3) et (6,4,10,5), produisant
tous trois une utilité collective de 10 pour 1 et 2. Ensuite, on ajoute 4 (I’agent qui vient directement
aprés dans l'ordre de priorité) pour départager ces trois profils. Le premier profil (5,5, 4, 10) est trés
clairement le meilleur parmi ces trois.

2.6.2 Meéthode faible

La deuxiéme méthode possible est une méthode faible, pour laquelle 'ordre de priorité est
uniquement considéré comme un critére qui départage les ex-aequo. Ici encore, la prise de décision
se déroule en plusieurs phases :

> On cherche 'ensemble des décisions qui maximisent la fonction d’utilité collective avec tous

les agents.

> S’il reste des ez-aequo, on enléve les agents les moins prioritaires, on limite ’ensemble des dé-

cisions admissibles & ’ensemble des décisions optimales précédentes et on cherche & maximiser
la fonction d’utilité collective.

> On raffine la sélection a chaque étape en excluant les agents de priorité la plus basse, jusqu’a

obtenir une décision unique.
Cette méthode est pertinente dans les problémes pour lesquels les préférences des agents sont trés
différentes, et pour lesquels il existe un certain nombre de décisions optimales qu’il est impossible
de départager et qui avantagent toutes des agents différents.

Exemple 2.5 (suite) On commence par comparer les profils d’utilité pour la totalité des agents.
(6,4,10,5), (5,3,8,9) et (2,3,18,2) sont les profils qui donnent la plus forte utilité collective (25).
Ensuite, on enléve 3 du partage, car c¢’est I'agent le moins prioritaire. Sur les deux profils restants,
(5,3,8,9) est clairement le meilleur du point de vue de 1, 2 et 4.
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On peut envisager des méthodes intermédiaires de décision entre ces deux procédés extrémes.
Nous proposons par exemple de limiter I’ensemble des décisions admissibles lors des premiéres
phases, afin de permettre aux agents les moins prioritaires d’influer plus sur le processus de décision.
Dans le cadre du partage de ressource commune, cela peut se traduire par la limitation de la quantité
de ressource disponible pour le partage lors de la premiére phase, et 'augmentation progressive de
cette limite jusqu’a partager toute la ressource lors de la derniére phase.

2.7 Conclusion sur les droits exogénes inégaux

Ce chapitre constitue le point de départ d’une réflexion générale sur la prise en compte de droits
exogeénes inégaux. Nous avons proposé un cadre général pour batir des ordres de bien-étre social
et des fonctions d’utilité collective prenant en compte des droits exogénes inégaux. De plus, nous
avons introduit un certain nombre de fonctions d’utilité collective a droits inégaux, et caractérisé
ces fonctions a l'aide de propriétés nouvellement introduites. Nous avons en outre proposé quelques
pistes pour la prise en compte de droits inégaux sous forme d’ordres de priorité. Il reste de nombreux
travaux & accomplir, notamment en ce qui concerne la recherche de propriétés des ordres de bien-
étre collectif & droits inégaux, du lien entre ces propriétés, et de la caractérisation de ces ordres de
bien-étre social & ’aide de ces propriétés. En outre, les pistes introduites dans le domaine des droits
inégaux ordinaux restent entiérement a explorer.

Une autre piste reste entiérement & explorer : celle de la généralisation de la fonction de réparti-
tion de maniére & établir des compromis entre pure division et pure réplication. On peut se demander
quel sens donner & cette généralisation de la fonction de répartition. Nous pouvons citer ’exemple
suivant, en guise de point de départ. Dans 'exemple des infrastructures collectives (allocations de
théatres ou d’hopitaux), nous avons admis que la fonction de répartition est la réplication, dans la
mesure ou c’est le simple fait d’exister qui permet au théatre ou & ’hépital d’apporter une utilité
non divisée & chaque habitant. Si maintenant le théatre ou 'hdpital est trop petit pour la ville, la
fonction de répartition glisse plutot vers la division (car tout le monde ne pourra pas en profiter
en méme temps quand il en a envie), et c’est & ce moment-la que des compromis pourraient étre
envisageables.

D’une maniére plus générale, on pourrait poursuivre ces travaux sur les droits exogénes in-
égaux en proposant une axiomatique des ordres de bien-étre social et fonctions d’utilité collective
a droits exogenes inégaux, fondée par exemple sur les propriétés introduites dans ce chapitre. Une
telle axiomatique pourrait éventuellement s’appuyer sur le paralléle avec les notions de dominance
stochastique dans les problémes de décision en présence de risque.

Nous n’aborderons que trés peu le probleme des droits exogénes inégaux dans les prochains
chapitres. Cela ne sera pas nécessaire, car le modéle que nous allons définir au chapitre |3| sera assez
générique pour intégrer la prise en compte de ces droits inégaux dans la fonction de répartition.
Nous avons maintenant & notre disposition quelques outils formels permettant de réaliser cette
intégration.
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Chapitre 3
Représentation compacte

Nous avons introduit dans le chapitre [1| une modélisation formelle des principaux éléments
du probléme de partage. Si nous avons défini les concepts de base en termes mathématiques, en
revanche, nous ne nous sommes pas préoccupé de la maniére dont une instance réelle devait étre
représentée. Ce probléme est crucial notamment en ce qui concerne la représentation des préférences
des agents : une description explicite des préférences de chaque agent sur un espace d’alternatives
& requiert soit la donnée de |&|> comparaisons entre alternatives si I'on s’intéresse a des préfé-
rences ordinales, soit la donnée de |&| utilités si 'on s’intéresse a des préférences cardinales. Dans
de nombreux problémes réels, une telle description explicite est rédhibitoire, & cause de 1’aspect
combinatoire de 'espace des alternatives.

Il convient de préciser ce que 'on entend par «combinatoire». Comme nous allons le préciser
dans ce chapitre, un espace combinatoire désignera un espace défini par un produit cartésien de n
domaines finis de taille m : un tel espace est de taille m™. Avoir affaire a ce genre d’espaces d’alter-
natives est courant en théorie de la décision : c’est concrétement le cas lorsque chaque alternative
est définie par ’attribution d’une valeur particuliére & un certain nombre de variables de décision, ce
qui est précisément le cas en particulier dans les problémes de partage de biens indivisibles, comme
nous allons le voir.

Illustrons le phénomeéne d’explosion combinatoire sur deux exemples. L’exemple nous servira
de base pour illustrer certains langages de représentation compacte de préférences introduits dans
ce chapitre.

Exemple 3.1 (Le repas) L’exemple du repas est un exemple classique illustrant le phénomeéne
d’explosion combinatoire [Lang, 2004, 2006|. Considérons un agent devant exprimer ses préférences
au sujet d’un repas qui se compose d’un apéritif, d’'une entrée, d’un plat principal, d’un fromage,
d’un dessert et d'un vin. Considérons pour simplifier qu’il y a 6 choix possibles pour chaque compo-
sante du repas (parmi lesquels un choix «vide» si ’agent désire ne rien prendre pour une composante
donnée du repas). L’expression des préférences de ’agent ne pose aucun probléme si celles-ci sont
indépendante sur chacune des composantes du repas (par exemple si le choix sur le plat principal
n’influe pas sur le choix sur la boisson) : dans ce cas, les préférences de l’agent peuvent étre ex-
primées sous la forme de 6 structures de préférences indépendantes, ce qui ne fait au final que 36
«informations» & éliciter, si toutefois les préordres sont totaux. Cependant, face a un tel choix, un
agent voudra certainement exprimer de maniére naturelle des dépendances entre les variables : «si
le plat principal est un poisson, je préfére un vin blanc & un vin rouge, sinon je préfére un vin rouge
a un vin blanc», «s’il y a du fromage, je ne prends pas de dessert» ou encore «je n’aime pas le
vin blanc sec en apéritif, mais §’il y a du foie gras en entrée je ferai une exception». Dans ce cas,
I’agent devra exprimer une relation de préférence sur ’ensemble des repas différents possibles, soit
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65 = 46 656 alternatives.

Exemple 3.2 (Héritage) Tous les problémes de partage impliquant des biens indivisibles font
apparaitre de maniére naturelle une structure combinatoire dés qu’il y a des dépendances préféren-
tielles entre les objets, c’est-a-dire si certains objets sont complémentaires (avoir un ensemble de
deux objets apporte une plus-value a I’agent par rapport a 'obtention des deux objets séparés) ou
substituables (I’obtention de deux objets ensemble n’apporte rien a I’agent, car 'un de ces objets
suffit & sa satisfaction).

Considérons par exemple un probléme concernant le partage d’un héritage entre plusieurs suc-
cesseurs'. L’héritage contient des biens immobiliers (maison, terres cultivables, parcelles boisées,
...), des véhicules (automobile, tracteur, tondeuse & gazon, ...), et un certain nombre de biens
mobiliers. Si le nombre de biens a partager est m, il y a donc 2™ partages possibles (pour m = 10,
2™ =1 024).

Tout comme dans I'exemple du restaurant, ce nombre d’alternatives est dissuasif pour I'élicita-
tion exhaustive des préférences, sauf si les objets sont «additivement indépendants» pour les agents,
c’est-a-dire si la valeur attribuée a un couple d’objets (z,y) est égale & la somme des valeurs at-
tribuées & chaque objet séparément. Dans ce cas, il suffit d’attribuer une utilité & chaque objet.
Cependant, dans la pratique, il existe des dépendances préférentielles entre les objets : par exemple,
un agent qui hérite des terres cultivables mais pas de la maison n’aura que faire de la tondeuse a
gazon, mais il voudra a tout prix hériter du tracteur. Un agent qui hérite d’une cuisiniére électrique
ne voudra peut-étre pas d’un lave-vaisselle en plus s’il habite un appartement minuscule, alors que
le lave-vaisselle seul ’aurait intéressé.

Cette explosion combinatoire pose deux problémes majeurs :

> celui de 'implantation logicielle des instances réelles, la taille de ’espace requis dépassant trés

rapidement la taille de I’espace mémoire disponible sur toute machine raisonnable ;

> celui de la représentation explicite de I’espace des alternatives et de I’élicitation des préférences

sur cet espace, sachant que seul un étre surnaturel (et doté d’'une espérance de vie hors du
commun) aura la faculté d’énumeérer I’ensemble des alternatives ou des couples d’alternatives
entre lesquels il a le choix.

Afin de pallier ces deux problémes liés & I’explosion combinatoire, on introduit classiquement des
langages de représentation compacte. Le role de ces langages est simplement de permettre une des-
cription concise d’un espace combinatoire ou d’'un ensemble de structures de préférences (ordinales
ou cardinales) sur un tel espace combinatoire.

Ce chapitre est organisé comme suit. Nous allons dans un premier temps nous intéresser aux
moyens de représenter espace des alternatives en spécifiant les contraintes de maniére compacte,
puis nous tenterons de dresser un apercu aussi exhaustif que possible des langages de représentation
compacte qui ont été étudiés dans le domaine de ’expression des préférences, ce qui nous donnera
I'occasion de discuter de la pertinence de ces langages pour le domaine des problémes de partage.
Nous nous intéresserons enfin & la représentation compacte des problémes de partage, abordée sous
deux angles différents : celui de critéres purement ordinaux comme la Pareto-efficacité et ’absence
d’envie appliqués a des préférences dichotomiques représentées sous forme logique, et celui de critéres
numériques fondés sur le welfarisme cardinal et une représentation logique des préférences et des
contraintes.

!Comme nous Pavons vu au chapitre [1} il s’agit d’un probléme classique dans la littérature économique sur les
problémes de partage.
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3.1 Représentation compacte de I’espace des alternatives

3.1.1 Cadre formel
3.1.1.1 Espace d’alternatives combinatoires

La premiére question concernant la problématique de ’explosion combinatoire est liée & la re-
présentation de l'espace des alternatives admissibles lui-méme, qui est un espace combinatoire.
Cependant, nous nous devons avant toute chose de préciser formellement ce que ’on entend par
«espace combinatoire».

Comme nous 'avons fait remarquer en début de chapitre, ’aspect «combinatoire» d’un espace
d’alternatives provient du fait qu’il est défini comme un produit cartésien de domaines finis. Nous
pouvons donc définir de maniére informelle un espace combinatoire comme étant un sous-ensemble en
bijection avec un produit cartésien de domaines finis : dans ce contexte, chaque alternative admissible
de I’espace combinatoire en question correspond a un tuple du produit cartésien des domaines. Nous
prenons cependant le parti d’adopter une définition légérement différente, et de centrer notre étude
des espaces combinatoires sur la notion de variable de décision et d’instanciation :

Définition 3.1 (Variables, domaines, instanciation) Soient 2" = {Xi,...,Xn} un ensemble
fini de variable de décision, et D une application de domaine qui & chaque variable x; associe un
ensemble fini P, appelé le domaine de x;. On appelle instanciation sur (27, D) toute application
v p qui & toute variable x; € 2 associe une valeur vy (x;) de son domaine Py, = D(x;).

Etant donnés un ensemble de variables 2 et lensemble de leurs domaines défini par une appli-
cation D, on notera Inst(Z , D) lensemble des instanciations sur (2, D).

Par la suite, nous ferons quelques simplifications de notations. Nous noterons Inst(Z") au lieu de
Inst(Z,D) car D sera toujours sous-entendu. De plus, nous noterons vz, voire v au lieu de vy p,

lorsque ces notations ne prétent pas a confusion. On pourra utiliser la notation (x3 : v(X1),...,Xn :
v(Xp)) pour désigner I'ensemble des couples (variable, valeur) correspondant a l'instanciation v, ou,
lorsqu’aucune confusion n’est possible, la notation simple (v(x1),...,v(Xn))-

L’ensemble Inst(Z") des instanciations sur 2 est bien en bijection avec un produit cartésien
de domaines finis, Zx, X - -+ X Y, ; il correspond donc a l'idée intuitive d’espace combinatoire que
nous avons proposée ci-avant. C’est donc la définition que nous choisirons pour la notion d’espace
d’alternatives combinatoires :

Définition 3.2 (Espace d’alternatives combinatoire) Un espace d’alternatives combinatoire
fondé sur un ensemble de variables 2 = {Xi,...,Xn} et une application de domaine D est un
ensemble oy p C Inst(Z", D). Chaque élément de o/ p est une alternative admissible de !’espace.

Tout comme pour la définition d’une instanciation, nous pourrons par la suite omettre D et
2" dans 'emploi de la notation &7y p. Cette définition d’un espace d’alternatives combinatoire est
intuitive et commode : toute alternative correspond & la «décision» d’affecter une valeur particuliére
a chaque variable. Dans ’exemple I’ensemble des alternatives admissibles est un espace d’alter-
natives combinatoire fondé sur les variables {apéritif, entrée, plat, fromage, dessert, vin}. Les
domaines de ces variables correspondent aux choix possibles, et une alternative est une application
qui & chacune des variables associe une valeur de son domaine, comme par exemple 'applica-
tion (apéritif : Macvin du Jura, entrée : Salade comtoise, plat : Saucisse de Morteau, fromage :
Comté, dessert : Salade de fruits rouges, vin : Chateau I’Etoile).
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Introduisons quelques notations et termes de vocabulaire supplémentaires qui nous seront utiles
pour la suite. Si &7 est un espace d’alternatives combinatoires fondé sur les variables 2, alors
toute instanciation v de o/ sera appelée instanciation compléte (en plus d’étre nommée alternative
admissible). Une instanciation v ne portant que sur un sous-ensemble . C 2" sera dite partielle.
De plus, v|,» désignera la restriction (ou projection) de l'instanciation v aux variables de .7 Etant
données deux instanciations v, et v, sur deux sous-ensembles disjoints .7, et .7 de variables, nous
noterons (v, v,) l'instanciation qui attribue a toutes les variables x € .7, les valeurs v,(x), et &
toutes les variables y € .7, les valeurs vy(y).

3.1.1.2 Application au partage : espace des allocations

Revenons sur le probleme de partage de biens indivisibles tels qu’il a été défini au chapitre[I} Dans
ce probléme, ’espace des alternatives est défini comme étant ’ensemble des partages admissibles, un
partage étant défini comme un ensemble de parts. Si .4 est 'ensemble des n agents et &' ’ensemble
des p objets, une alternative est donc un ensemble de n sous-ensembles de & : c¢’est un élément
de p(0)". L’espace des alternatives admissibles est un ensemble d’alternatives, donc un élément de
plp(0)").

Il s’agit bien d’un espace combinatoire tel que nous I'avons défini. Pour s’en convaincre, nous
allons exhiber un ensemble 2~ de variables de décision et montrer que p(p(€)") est en bijection
avec I'ensemble Inst(Z"). La proposition suivante est immeédiate :

Proposition 3.1 (Espace des allocations) Soient A un ensemble d’agents et 0 un ensemble
d’objets, et soit Allocg y l'ensemble de variables binaires {alloc(o,i) | 0 € O eti € A}, Alors
o(p(O)") est en bijection avec Inst(Allocg y).

Démonstration Soit h l'application qui a toute instanciation v € Inst(Allocy s )
associe le partage h(v) tel que Vi € A", m; = {o € ¢ | v(alloc(o,i)) = 1}. Le partage h(v)
est trés clairement bien défini et unique. En outre, pour tout partage 7, 'instanciation v—
telle que Valloc(o,i) € Allocy 4, vz (alloc(o,i)) = 1 si et seulement si o € 7; est bien
définie, unique, et on peut vérifier facilement que h(v=) = 7. h est donc bijective. A

Cette proposition implique donc que tout partage peut étre représenté par une instanciation
v sur I'ensemble des variables Allocg 4 : chaque variable alloc(o,1i) telle que v(alloc(o,i)) =1
correspond a D'attribution de I'objet o & I'agent ¢. Ainsi, tout ensemble de partages admissibles
correspond & un ensemble d’instanciations. La bijection h nous fournira donc un moyen commode
pour définir 'espace des alternatives admissibles.

3.1.1.3 La représentation compacte

Nous allons nous intéresser maintenant & la question de la représentation compacte. Cette ques-
tion compacte concerne ici la maniére de spécifier le sous-ensemble des alternatives (ou instanciations
complétes) admissibles. Bien entendu, lorsque 'on parle de «description concise», que ce soit pour
I’espace des alternatives ou pour la structure de préférences, il ne s’agit pas de décrire de maniére
compacte tous les espaces combinatoires ou toutes les structures de préférences possibles. Une telle
description compacte serait impossible pour des raisons simples liées & la théorie de I'information :
il y a strictement moins de 2¢ formules du langage de moins de t bits. La taille caractéristique des
espaces combinatoires dont nous allons parler ici est exponentielle en m™ (la taille de I’ensemble
des ensembles de tuples de n éléments de domaines de taille m est 2™"). Cela prouve que certains
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éléments de ’espace combinatoire devront étre codés par une formule de taille exponentielle en n.
Ainsi, le terme de «représentation compactey désigne I’expression concise de ’ensemble des éléments
intéressants, ou réalistes de I'espace combinatoire. Naturellement, il est difficile de mettre une dé-
finition formelle derriére les termes «intéressant» ou «réaliste», dont la définition est relativement
empirique : la plupart des langages d’expression compacte d’espaces combinatoires exploitent les
régularités observées liées a ce que serait une description informelle et intuitive de cet espace. Ainsi
par exemple, les langages & base de logique sont fondés sur le fait que la description d’un espace
combinatoire par un ensemble de relations logiques entre les variables de cet espace est intuitive.
Les langages a base d’enchéres combinatoires fondés sur les lots (voir section parient sur le
fait que les agents enchérisseurs expriment naturellement leurs préférences sous la forme de mises
sur des lots et de relations entre ces mises.

3.1.2 Réseaux de contraintes

Le paradigme dominant dans le domaine de la représentation d’espaces d’alternatives admissibles
combinatoires est le paradigme des réseaux de contraintes [Montanari, |1974; Mackworth) [1977a]. Il
est fondé sur la spécification d’un ensemble d’alternatives admissibles sous la forme de contraintes,
d’une maniére similaire & notre approche introduite au chapitre [I| pour définir I’espace des partages
admissibles (voir la définition :

Définition 3.3 (Réseau de contraintes) Un réseau de contraintes est un triplet (2°,D,€), ot :
> 2 ={x1,...,Xp} est un ensemble de variables;
> D est une application qui & toute variable x; associe un domaine fini Dy, ;
> € est un ensemble de contraintes, avec, pour tout C € € :
o Z(C)C Z estun ensemble de variables appelé le scope de la contrainte,
o Z(C) C Inst(Z(C)) est l’ensemble des instanciations autorisées par la contrainte.

Une contrainte C' impliquant k variables sera dite k-aire, k étant appelé arité de C. Si k =1,
la contrainte est unaire et si £k = 2, la contrainte est dite binaire. Dans ce cadre, ’espace des
alternatives admissibles est défini comme étant 'ensemble des solutions du réseau de contraintes,
c’est-a-dire ’ensemble des instanciations vérifiant toutes les contraintes :

Définition 3.4 (Instanciation cohérente, solution) Soit C une contrainte. Une instanciation
v sur un ensemble de variables /' 2 2 (C) satisfait la contrainte C si v| gy € Z(C). Sinon, v
viole C.

Soit (Z',D,€) un réseau de contraintes. Une instanciation v sur 2 est cohérente (ou consis-
tante) si elle satisfait toutes les contraintes ¢ € €. Elle est dite incohérente (ou inconsistante)
sinon.

Une solution est une instanciation compléte cohérente. Un réseau de contraintes est dit consis-
tant sl posséde au moins une solution. L’ensemble des solutions d’un réseau de contraintes
(Z,D,%€) sera noté sol(Z,D,¥).

Si l'on fait la supposition que pour toute contrainte C et toute instanciation v on est capable
de vérifier en temps polynomial que v est autorisée par C, ce qui est une hypothése raisonnable
dans la plupart des cas, alors le probléme de déterminer si un réseau de contraintes est consistant,
appelé probléme de satisfaction de contraintes (et sur lequel nous reviendrons au chapitre |3)), est
NP-complet.

Notons que la définition introduite ne précise pas explicitement comment sont spécifiés les tuples
relatifs aux contraintes. S’ils sont représentés de maniére explicite (c’est-a-dire par des tables as-
sociées a chaque contrainte), l’économie d’espace réalisée en utilisant ce cadre de représentation
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résulte du gain obtenu en décomposant la contrainte globale décrivant ’espace admissible en sous-
contraintes d’arité inférieure : si le réseau comporte e contraintes d’arité maximale r < n, portant
sur des variables dont le domaine est de taille maximale d, le coit spatial de la représentation est
de ed”, ce qui est potentiellement trés inférieur a la taille de la représentation explicite d™. Bien
entendu, le gain est nul si le réseau de contraintes comporte une contrainte d’arité n.

Parmi les réseaux de contraintes, ceux qui ne comportent que des contraintes binaires ont été
particuliérement étudiés dans la littérature. Il y a plusieurs raisons & cela. Tout d’abord, de nom-
breuses contraintes issues de problémes réels s’expriment de maniére relativement naturelle sous la
forme de contraintes binaires, ce qui fait des réseaux de contraintes binaires un cadre relativement
expressif. De plus, le gain obtenu en terme d’espace est relativement conséquent, ce qui est moins le
cas si I'on introduit des contraintes d’arité supérieure. Cela s’explique enfin par le fait qu’il existe
des algorithmes de résolution génériques trés efficaces, fondés sur des mécanismes de filtrage as-
sociés aux contraintes binaires [de Givry et all) 2005; |Cooper et Schiex, 2004; |Larrosa et Schiex]
2004; Mackworth, [1977a} Bessiére et Régin, [2001]. En outre, comme le fait remarquer |[Bessiére,
2006], la plupart des concepts nouveaux sont beaucoup plus faciles a expliquer et & présenter si les
contraintes sont binaires. On peut citer enfin un certain nombre de travaux relatifs & la traduction
de contraintes non binaires en contraintes binaires (voir par exemple [Smith, 2006, page 391]).

On peut aussi, par commodité ou par économie d’espace si l'on a affaire & des contraintes non
binaires, définir les contraintes en intension (contrairement a la forme explicite, dite en extension),
c¢’est-a-dire sous la forme : {(av,...,ax) | f(ai,...,ar) =1}, ou f est une fonction Turing-calculable
a valeurs dans B = {0, 1}. Dans ce cas, a Uinstar des langages de représentation logique que nous
allons introduire plus loin, la complexité spatiale est reportée sur la complexité temporelle liée
au calcul de I’ensemble de tuples tels que f(aq,...,a;) = 1. De nombreux travaux concernant la
spécification et le développement d’algorithmes liés aux contraintes k-aires définies en intension
(aussi appelées «contraintes globalesy) ont été effectués dans le domaine de la programmation par
contraintes, qui est devenu l'un des domaines historiques de l'intelligence artificielle.

Nous reviendrons sur ces notions de réseau de contraintes et algorithmes de résolution et de
filtrage dans le chapitre [5] consacré a la programmation par contraintes et au calcul de solutions
leximin-optimales.

3.1.3 Variables de décision binaires
3.1.3.1 Représentation logique

Parmi les espaces d’alternatives combinatoires, ceux qui sont fondés sur des variables de décision
binaires (c’est-a-dire dont le domaine de valeurs est B = {0,1}) ont une importance particuliére, et
ce pour plusieurs raisons. La premiére raison est que la binarité des variables permet 1’utilisation de
langages fondés sur la logique propositionnelle, qui est un langage puissant, relativement intuitif, et
liée au développement historique de l'intelligence artificielle et plus précisément de la représentation
des connaissances. La deuxiéme raison est que de nombreux problémes réels se modélisent de maniére
naturelle a 'aide de variables binaires, et ce en particulier dans le domaine du partage, comme nous
I’avons vu.

Introduisons avant de poursuivre quelques notions de logique propositionnelle et quelques nota-
tions qui nous seront utiles pour la suite.

Définition 3.5 (Langage propositionnel) Soit Var un ensemble de variables propositionnelles.
Le langage Ly, est le langage propositionnel fondé sur les variables propositionnelles de Var, les
symboles de constantes L et T, et les connecteurs logiques -, V, et N, c’est-a-dire tel que :
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> Vx € v, x est une formule de Lygy ;
> L et T sont des formules de Lyg, ;
> Y1 et g2 formules de Lyar, 01V 02, 01 N\ o et mp1 sont des formules de Lyg,.

Nous noterons de plus LJ‘ZM le langage E‘J;M restreint aux formules ne comportant pas de symbole
—. Notons que nous n’introduisons pas les symboles d’implication — et d’équivalence < dans la
définition du langage Ly,,, pour des raisons liées & la définition de L%T. Etant donnée une formule
p de E‘J;ar, nous noterons Var(yp) 1’ensemble des variables propositionnelles apparaissant dans ¢.

Les définitions suivantes sont classiques en logique propositionnelle. Un [littéral [ désigne une
variable propositionnelle x ou sa négation —x. Une clause est une disjonction de littéraux I1 V- - -Vi,,
un cube est une conjonction de littéraux I3 A --- A l,,, une formule est en forme normale négative
(NNF) si le symbole = n’apparait que devant une variable propositionnelle, elle est en forme normale
conjonctive (CNF) si elle s’écrit comme une conjonction de clauses Cly A --- A Cly,, et elle est en
forme normale disjonctive (DNF) si elle s’écrit comme une disjonction de cubes Cuy V - -V Cuy,.

Nous définissons de plus les notions d’interprétation et de modéle, correspondant aux notions
d’instanciation et d’instanciation consistante sur des variables binaires :

Définition 3.6 (Interprétation, modeéle) Soit Ly, le langage propositionnel fondé sur l'en-
semble de variables Var. Une interprétation sur Var est une instanciation v de Inst(Var), c¢’est-a-
dire une fonction de Var dans B.

Un modeéle de ¢ est une interprétation qui rend vraie la formule ¢ au sens de la théorie des
modeéles classique en logique propositionnelle. Si v est un modéle de @, nous noterons v E ¢, et
Uensemble des modéles de ¢ sera noté Mod(yp).

Puisqu’a toute formule logique ¢ correspond un ensemble de modéles, donc un ensemble d’ins-
tanciations sur les variables propositionnelles du langage, nous pouvons donc représenter un espace
d’alternatives combinatoire fondé sur des variables binaires par une formule logique :

Définition 3.7 (Représentation logique d’un espace d’alternatives) Soit un espace combi-
natoire gy fondé sur des variables binaires Var = {x1,...,xn}. Une représentation logique de
Uespace @Ay, est une formule propositionnelle ¢ € Ly, telle que Mod(p) = Sy

Il convient de commenter quelque peu cette définition. Tout d’abord, nous pouvons remarquer
que la formule représentant un ensemble de sous-ensembles d’objets n’est pas unique?. Pis encore,
sa taille peut varier énormément : considérons par exemple la formule en forme normale conjonctive
(xg VXA A (xBVxE). La formule en forme normale disjonctive qui lui correspond est (x§ Ax3 A
o AXETEAXBIV (XFAKEA - AXETIAXD) V-V (XEAXEA - AXETIAXB)V (AR A AXETEAXD).
Alors que la premiére formule a une taille de I'ordre de n, la seconde a une taille de 'ordre de n2".
1l convient donc de bien choisir la formule logique pour obtenir un gain en terme d’espace.

Ensuite, il est intéressant de remarquer ici que, tout comme pour les réseaux de contraintes
introduits ci-avant, le gain potentiel en espace apporté par I'expression des contraintes sous forme
logique a une contrepartie en terme de temps de calcul, puisque le probléme de recherche de modéle
d’une formule logique quelconque (ou en forme normale conjonctive) est NP-complet d’apres le
théoreme de Cook (voir [Cook), [1971], et le probléme [19] en annexe |A)).

2Elle Iest cependant a I’équivalence logique prés.
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3.1.3.2 Application a I’espace des allocations

Comme nous ’avons vu, la modélisation & base de variables binaires est particuliérement bien
adaptée au probléme de partage, car une alternative peut étre spécifiée de maniére intuitive par une
instanciation d’un ensemble de variables binaires alloc(o,1). Tout ensemble de partages peut donc
étre spécifié par une formule logique du langage propositionnel suivant :

Définition 3.8 (Langage [,%”"C) L’%l"c est le langage propositionnel défini par :
> lensemble Allocg v des variables propositionnelles alloc(o, i) en bijection avec ’ensemble des
couples objet-agent OX N,
> l'ensemble des connecteurs {—,V, A}.

En d’autres termes, le langage [fglec correspond au langage Lajioc,, , - L'ensemble des partages
admissibles (ou l'ensemble des contraintes d’admissibilité) pourra donc étre spécifié de maniére
compacte grace a la logique propositionnelle, par un ensemble de formules sur le langage

3.1.3.3 Représentation binaire de variables n-aires

Une autre raison de l'intérét de la modélisation d’espaces combinatoires & ’aide de variables
binaires est que 'on est capable de représenter n’importe quel type d’espace combinatoire & 'aide
de variables binaires, moyennant l'introduction de contraintes logiques. Il suffit pour cela d’intro-
duire un symbole propositionnel egal(x;, «) pour chaque couple (xj, &), ot x; est I'une des variables
initiales et o une des valeurs de son domaine : une telle variable propositionnelle correspond simple-
ment a ’affectation de la valeur « a la variable initiale x;. Il faut cependant assurer que les variables
X; ne prennent qu’une et une seule valeur parmi les «; de leur domaine. Cela peut étre spécifié a
I’aide d’une contrainte logique :

P = /\ \/ egal(x;j,a) A /\ —egal(x;j, o) V —egal(x;, ')

i=1 \ a€%x, (0 )EZZ, oo

L’espace des alternatives admissibles peut donc étre spécifié, a ’aide des symboles (xj, @), et d'une
formule logique ¢ = ¢’ A. Cette traduction implique U'introduction de b x k variables proposition-
nelles, si initialement le probléme était modélisé sous la forme de n variables de domaines de taille
k, ainsi que I'introduction d’une formule 1) comportant de I'ordre de n x k? variables.

On trouve quelques références concernant la traduction de variables n-aires en variables binaires
[Smith), 2006, page 393|, question qui a été étudiée principalement dans le contexte de la traduction
du probléme de satisfaction de contraintes dans le cadre du probléme [SAT] [Walsh, [2000]. Bien
entendu, le passage de variables n-aires aux variables binaires n’est pas sans effet en terme d’efficacité
sur la résolution du probléme initial.

3.1.3.4 Représentation logique et compilation de connaissances

Le succeés de la logique propositionnelle dans des domaines tels que la représentation des connais-
sances ou ’expression compacte de domaines combinatoires a fait naturellement émerger la question
de la complexité liée aux taches de raisonnement & base de logique. Cette question est cruciale, car
le fait de pouvoir exprimer des connaissances ou un espace combinatoire de maniére compacte n’est
pas trés utile si I'on s’avére incapable de raisonner sur cette information, & cause de la trop grande
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complexité liée & I’expression compacte. De cette constatation est né le domaine relativement récent
de la compilation de connaissances |Darwiche et Marquis, [2002].

La compilation de connaissances est centrée sur la notion de traduction d’une formule logique
dans un langage cible, ’objectif étant de reporter une partie de la complexité de la tache de raisonne-
ment sur la tache de traduction (qui peut étre exécutée hors-ligne). Les trois aspects fondamentaux
du langage cible d’expression de la formule logique sont les suivants : (1) sa compacité vis-a-vis du
langage propositionnel initial, (2) ensemble des requétes de raisonnement qui peuvent étre exé-
cutées en temps polynomial sur ce langage, et (3) ’ensemble des transformations qui peuvent étre
appliquées en temps polynomial sur une formule de ce langage.

Nous allons présenter succinctement quelques langages cibles dédiés a la compilation de connais-
sances (pour un apercu détaillé on pourra consulter [Darwiche et Marquis|, 2002|, dont cette sous-
section est largement inspirée). Ces langages sont tous des fragments de la logique propositionnelle,
et plus précisément, la plupart des travaux sur la compilation font I’hypothése que ces fragments
sont aussi expressifs que la logique propositionnelle elle-méme (c’est-a-dire que toute formule logique
peut étre compilée), et que ce sont des sous-ensembles du langage NNF (Negation Normal Form).

Les premiers langages considérés sont fondés sur la notion de platitude d’une formule du langage
NNF : une formule est considérée comme plate si elle ne contient que deux niveaux d’opérateurs
imbriqués. Cette propriété fournit la premiére grande famille de langages cibles de compilation, qui
contient entre autres les f-NNF (ensemble des formules NNF plates), les CNF et les DNF.

La seconde famille de langages cibles de compilation n’impose aucune restriction sur le degré
d’imbrication des opérateurs logiques, mais est fondée sur un ensemble de propriétés liées a l'agen-
cement des littéraux et des opérateurs dans la formule. Les trois propriétés suivantes fournissent
une premiére classe de langages :

> la décomposabilité : une formule ¢ en forme normale négative satisfait cette propriété si pour

toute conjonction 1 Apg apparaissant dans ¢, Var(p1)NVar(ps) = @ (les deux sous-formules
ne partagent aucune variable) ;

> le déterminisme : une formule ¢ en forme normale négative satisfait cette propriété si pour

toute disjonction 1 V @2, 1 A w2 E L (les deux sous-formules sont contradictoires) ;

> la régularité (smoothness) : une formule ¢ en forme normale négative satisfait cette propriété

si pour toute disjonction 1 V g2 Var(py) = Var(p2)

Les propriétés de décomposabilité, déterminisme et régularité définissent respectivement les
classes des formules DNNF, d-NNF et s-NNF. L’ensemble des formules en forme normale négative
vérifiant les propriétés de décomposabilité et déterminisme (resp. décomposabilité, déterminisme et
régularité) constitue la classe d-DNNF (resp. sd-DNNF).

Nous allons terminer cette courte revue des langages de représentation de connaissances par
I'un des langages les plus utilisés dans ce domaine : celui des diagrammes de décision binaires
(ou BDD pour Binary Decision Diagrams). Ce langage, introduit dans [Bryant, [1986], est, tout
comme les langages précédents, un sous-ensemble du langage NNF, et plus précisément il s’agit
d’un sous-ensemble du langage DNNF. Il s’appuie sur une représentation logique fondée sur un
opérateur particulier, 'opérateur if-then-else :=x7y1 : yo = (x Ay1) V (—x A yo). Cet opérateur se
représente graphiquement par un arbre enraciné en x et possédant deux feuilles yg et y1. Un arc
appelé low-edge (en pointillés) relie la racine a la feuille correspondant a la partie négative de la
formule yg, et un arc appelé high-edge (en trait plein) relie la racine a la feuille correspondant a la
partie positive de la formule y; :
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/

Toute formule logique quelconque peut étre traduite en forme normale if-then-else (INF), c’est-
a-dire en une formule logique ne comportant que des variables propositionnelles, les constantes L
et T, et des connecteurs if-then-else dont le premier opérande est une variable. Cette traduction
s’effectue par une expansion de Shannon, c’est-a-dire par une succession de traductions élémentaires
p~x?@(x — T):p(x < L), on x est une variable propositionnelle de ¢, et ot p(x < ¢) désigne
la formule ¢ dans laquelle on a remplacé x par la constante propositionnelle c. Formellement, cela
revient & construire un arbre de recherche (arbre de décision) associé a la formule logique, ¢’est-a-dire
& instancier dans un certain ordre les variables propositionnelles de .

Exemple 3.3 Nous allons illustrer & ’aide de ’exemple comment une contrainte sur I’ensemble
des partages possibles peut étre exprimée sous la forme d'un arbre de décision, puis sous la forme
d’'un BDD. Counsidérons par exemple que pour des raisons logistiques, le tracteur (tr) et les terres
cultivables (ch) forment un lot indivisible, ainsi que la tondeuse (to) et la maison (m). Une telle
contrainte peut étre exprimée simplement par une formule ¢ = A, ¢;, avec pour tout agent i :
1 = (alloc(tr, i) <> alloc(ch,i)) A (alloc(to, i) < alloc(m,i)). La formule ¢ peut donc étre éclatée
en n contraintes différentes s’exprimant chacune par une formule du type ¢ = (x1 <> y1) A (x2 <
y2). Cette formule peut étre représentée par un arbre de décision comme celui de la figure [3.1(a)
qui est fondé sur Pordre x1, y1, X2, y2 sur les variables logiques.

-
-
-
s
’
’
’
’
/
7 ’
’ /
/ ; / / ;

1 1 1

/ / /
0 1 0

(a) Un arbre de décision pour (x1 <> y1) A (X2 <> y2) (b) Un BDD pour (x1 <> y1) A (X2 < y2)
ordonné par x1 < y1 < X2 < y2.

!
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Figure 3.1 — Un arbre de décision et le diagramme de décision binaire réduit associé
pour la formule (x1 < y1) A (X2 < y2)

Les diagrammes de décision binaires sont fondés sur ’arbre de décision associé & une formule
et & un certain ordre des variables. La construction du BDD se fait par deux types d’opérations de
réduction :
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> en identifiant tous les sous-arbres isomorphes de I'arbre de décision initial (et en conséquence
aussi tous les neeuds terminaux 0 et 1);
> en supprimant tous les nceuds ayant le méme successeur pour ses deux arcs sortants low- et
high-edge.
Ainsi, par exemple, dans 'arbre de la ﬁgure les deux sous-arbres de racine xo sont isomorphes,
et peuvent donc étre réduits & un seul sous arbre. On aboutit donc par ces opérations de réduction
a un graphe acyclique dirigé possédant une racine et deux noeuds terminaux 0 et 1, et dont tous les
neeuds possédent deux arcs sortants. Si de plus le parcours des nceuds le long de tous les chemins se
fait toujours dans le méme ordre (comme c’est le cas dans le BDD de la figure [3.1(b)]), le BDD est
dit ordonné (c’est un OBDD). Si enfin le BDD ne peut plus étre réduit par les opérations décrites
ci-avant, le BDD est dit réduit (R(O)BDD).

L’intérét principal de cette représentation, outre le gain potentiellement conséquent en terme
d’espace utilisé, est fondé sur la propriété d’unicité du ROBDD : étant donné un ordre sur les
variables, il n’existe qu’un seul ROBDD associé a une formule logique donnée. Cette propriété
permet de tester en temps constant si une formule est insatisfiable ou §’il s’agit d'une tautologie :
les ROBDD représentant ces deux formules sont des graphes ne comportant qu’un seul nceud,
respectivement 0 et 1.

Pour avoir un apergu plus détaillé des diagrammes de décision binaires, on pourra consulter
l'article [Bryant), [1986] considéré comme fondateur du formalisme des BDD, ou un tutoriel proposé
dans |Andersen) |1999].

3.2 Représentation compacte de préférences

3.2.1 Cadre formel

3.2.1.1 Langage de représentation compacte de préférences

Comme nous ’avons fait remarquer dans I'introduction de ce chapitre, la structure combinatoire
de 'espace des alternatives rend impossible, outre la description explicite de ’ensemble des tuples
formant I'espace des alternatives admissibles comme nous I’avons vu ci-avant, mais aussi et surtout la
description explicite intégrale de la structure de préférences, c’est-a-dire la spécification de 'utilité de
chaque alternative, ou de la relation de préférence sur tous les couples d’alternatives. La description
de la structure de préférence nécessite donc I'introduction d’un langage de représentation compacte
de préférences.

Avant d’introduire cette notion de maniére formelle, nous avons besoin de quelques définitions
supplémentaires. La notion de langage de représentation compacte de préférences est fondée sur
un langage formel. Par langage formel, nous entendons de maniére générale tout langage récursi-
vement énumérable, c’est-a-dire engendré par une grammaire (pour une introduction aux langages
formels, on pourra consulter 'ouvrage [Alliot et all 2002]). Cependant, la plupart des langages de
représentation compacte de préférences seront fondés sur des langages classiques tels que la logique
propositionnelle ou l'arithmétique de N, ou bien seront définis par un ensemble. Un élément m
d’un tel langage formel sera appelé un mot, ou une formule si 'on est dans le cas de la logique
propositionnelle.

Equipés de ces notions, nous pouvons désormais introduire la définition d’un langage de repré-
sentation compacte de préférences :

Définition 3.9 (Langage de représentation de préférences) Un langage de représentation

Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage 91



Chapitre 3. Représentation compacte

de préférences ordinales (resp. cardinales) R est un couple (Lr,IRr), 0w :
> Lg associe a tout ensemble de variables 2 un langage formel LR(Z) ;
> Ir associe a tout ensemble de variables 2~ une fonction de Lr(Z") dans l’ensemble des
structures de préférence ordinales (resp. cardinales) sur Inst(Z").
Pour tout mot m de Lr(Z") nous noterons =73 (resp. wy) la structure de préférence ordinale
(resp. la fonction d’utilité) Tr(m) sur Inst(Z).

En d’autres termes, un langage de représentation de préférences est fondé sur deux composantes :
> un langage de représentation, dont la forme dépend de I'espace Inst(Z") a représenter,
> une fonction dont le réle est de traduire n’importe quel mot (ou formule) du langage formel
en la structure de préférence sur Inst(Z2") a laquelle correspond ce mot.
Notons que nous considérons que 'expression des préférences se fait sur 'ensemble des alternatives
Inst(Z), que celles-ci soient admissibles ou non. Cela nous permet de définir la notion de langage de
représentation de préférences de maniére indépendante a la définition des alternatives admissibles.

Exemple 3.4 Nous pouvons considérer par exemple un langage de représentation compacte de
préférences Rgimpie relativement simple (nous abrégeons LR impre €0 Lsimpie, €t IR ;. €1 Tsimple)
défini comme suit :
> Lgimple(Z) ={(S,v) | & C X et v e Inst(S)};
> Zsimple €st défini comme suit : pour tout couple (7, v) tel que ¥ C 2" et v € Inst(/) et
pour toute instanciation v' € Inst(2"),
o u(v) =1siv|, =v;
e u(v') = 0 sinon.
En d’autres termes, dans ce langage assez frustre, les préférences d’un agent sont représentées par
une instanciation particuliére sur un sous-ensemble . de variables. L'utilité de l'agent sera de 1
pour toute instanciation qui concorde avec ses préférences exprimées sur le sous-ensemble ., et de
0 sinon. Ainsi, sur I'exemple du repas, ’agent peut exprimer le fait qu’il veuille du vin rouge et
de la salade en entrée. Tout repas qui vérifie ces préférences lui conférera une utilité égale & 1.

3.2.1.2 Application au partage : espace combinatoire d’objets

Intéressons-nous au cas particulier de 'expression des préférences dans le probléme de partage
de biens indivisibles. Nous avons introduit dans le chapitre [I| ’hypothése de non exogénéité des
préférences (voir section . Cela signifie donc concrétement que les préférences sont exprimées
sur 'ensemble des parts possibles, autrement dit (). Il s’agit encore une fois d'un espace combi-
natoire, qui peut étre représenté & ’aide d’un ensemble de variables binaires :

Proposition 3.2 (Espace d’objets) Soit & un ensemble d’objets, et soit Var(0') l'ensemble de
variables binaires {o | o € O}. Alors p(0) est en bijection avec Inst(Var(0)) (appelé espace d’objets
associé o O).

La preuve de ce résultat est évidente : & tout sous-ensemble 7 C &' (nous employons la notation
7 afin de rester cohérent avec la définition des parts des agents utilisée dans le reste du document)
est associée une interprétation de Lyy,(g). Nous introduisons a cet effet la fonction v, définie comme
suit : () est Vinterprétation telle que v(mw)(0) = 1 si et seulement si o € 7. Cette fonction est
clairement bijective, donc a toute alternative v de l'espace Inst(Var(0)) correspond un ensemble
d’objets m =y 1(v).

Nous pouvons remarquer que puisque 1’on est capable de représenter tout sous-ensemble de &
par une instanciation sur un ensemble de variables binaires, nous pouvons donc représenter toute
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part 7 par une formule logique :

o(m) = /\o/\/\—o.

oem o¢m

Ainsi, tout ensemble de sous-ensembles de & peut étre représenté par une formule équivalente &
la disjonction des formules (), pour tout 7 faisant partie de 'ensemble. En conséquence, a tout
ensemble de sous-ensembles de & — c’est-a-dire en termes de partage & tout ensemble de parts —
correspond une formule logique ¢ (unique & ’équivalence logique prés) dont 'ensemble des modéles
correspond & l’ensemble des instanciations admissibles. Réciproquement, toute formule logique ¢
sur Ly,y(g) correspond & un ensemble de parts défini par vy H(Mod(p)).

Par la suite, nous emploierons quelques abus de notations pour simplifier la présentation des
différentes notions introduites. La premiére simplification sera d’identifier les objets de & avec les
variables propositionnelles de Var(&) (il nous arrivera d’employer la notation mathématique simple
o lorsque 'on parle d’un élément en tant qu’objet, et la notation mathématique & fonte grasse o
lorsque I'on désignera la variable propositionnelle correspondant & o) : ainsi, nous noterons Lg et
E} les langages respectifs Ly, et £‘J;m,( )" De plus, nous identifierons, lorsque cela ne préte pas
a confusion, l’ensemble Inst(€) des instanciations (interprétations) sur & a Iensemble p(&) des
sous-ensembles de &, a l'aide de la bijection v introduite ci-avant. Ainsi, une part 7 € (&) sera
identifiée par abus de notation a Uinterprétation (7)) € Inst(€). En particulier, nous emploierons
la notation 7 F ¢ pour y(m) F .

Exemple 3.5 Considérons le langage logique bati sur I'ensemble & = {01, 02,03, 04,05}. L’inter-
prétation v = (01 : 0,02 : 1,03 : 1,04 : 0,05 : 0) correspond au sous-ensemble {0z, 03}. Il s’agit par
exemple d’un modele de la formule ¢ = (02A03)V (01 AogA05), décrivant 'ensemble d’alternatives
suivant : {02,03}, {01,02,03}, {01,04,05}, {02,03,04}, {02,03,05}, {01,02,03,04}, {01,02,03,05},
{01,02,04,05}, {02,03,04,05}, {01,02,03,04,05}. On a par exemple {02, 03,05} F ©.

3.2.1.3 La représentation compacte de préférences

L’étude des langages de représentation compacte de préférences est un domaine traditionnel de
Iintelligence artificielle, et plus particuliérement des communautés représentation de la connais-
sance et raisonnement (KR) et incertitude en intelligence artificielle (UAI), simplement parce que
la problématique de I'explosion combinatoire liée a ’expression de connaissances ou de préférences
apparait de maniére naturelle lorsque l'on s’intéresse a la formalisation et & la simulation logicielle
du raisonnement humain. Ces communautés ont introduit de nombreux langages de représentation
compacte qui sont tous fondés sur I’exploitation de la structure particuliére des préférences humaines.
Certains de ces langages sont fondés sur la logique propositionnelle (voir la sous-section [3.2.2)), par-
tant du principe que les connaissances humaines se représentent de maniére assez intuitive et efficace

a laide de la logique. D’autres (voir entre autres les sous-section [3.2.3.2 et paragraphe [3.2.4.2)) sont
des modéles graphiques exploitant des propriétés locales sur 'expression des préférences.

1l est souvent difficile de juger précisément de la pertinence d'un langage de représentation
compacte, et surtout de son adéquation au probléme traité. Certains auteurs proposent néanmoins
un certain nombre de critéres plus ou moins formels (voir [Chevaleyre et al., [2006a; |Coste-Marquis
et al., 2004]) pour juger de la pertinence d'un langage R :

> Elicitation : Est-il difficile d’éliciter les préférences, c’est-a-dire de construire une formule du

langage Lr & partir de préférences réelles?

> Pertinence cognitive : Le langage R est-il proche de la maniére dont les humains expriment

leurs préférences 7
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> Puissance expressive : Le langage R peut-il exprimer tous les préordres possibles, toutes les

fonctions d’utilité possibles, etc.

> Compacité relative : Etant donnés deux langages R et R/, existe-t-il pour tout élément m de

Lz un élément m’ de Lx: dont la taille est une fonction polynomiale de celle de m, et telle
que Zr(m) = Zr/(m)?

> Complexrité computationnelle : Fst-il algorithmiquement difficile de comparer deux alterna-

tives, de déterminer si une alternative est non-dominée, ou encore de déterminer s’il existe
une alternative non dominée, vis-a-vis d’'un préordre ou d’une fonction d’utilité représentés
par une formule du langage R ?

Les deux premiers critéres cités sont trés clairement liés a la maniére dont ’étre humain exprime
naturellement des préférences. Le probléme de I’élicitation se pose en particulier dans le cas ou les
préférences sont numeériques : g'il est facile pour un humain d’énoncer une préférence entre une
bicyclette rouge et une bicyclette bleue, en revanche, il semble difficile d’affirmer que ’on préfére la
bicyclette rouge a hauteur de 8.4 par rapport & la bicyclette bleue.

La puissance expressive est un critére important : il est fortement souhaitable en général que
le langage puisse exprimer, si ce n’est n’importe quelle fonction d’utilité, au moins n’importe quel
préordre. Pour la plupart des langages classiques présentés ci-aprés, ce sera le cas.

Les deux derniers critéres ont respectivement trait & la complexité spatiale et temporelle des
langages de représentation. Si la quantité de mémoire utilisée pour représenter un préordre est
exponentielle, alors le gain espéré de la représentation compacte est perdu. De méme, les langages
pour lesquels la comparaison de deux alternatives est trop complexe risquent de s’avérer inutilisables
en pratique pour la recherche d’une alternative optimale.

Une étude des processus d’élicitation de préférences peut étre trouvée dans [Chen et Pul [2004] ;
cette question est étudiée de méme dans [Sandholm et Boutilier, 2006], dans le cadre particulier des
encheres combinatoires. La question de la pertinence cognitive est plus difficile a élucider et n’a été
que rarement étudiée & notre connaissance dans la littérature. En revanche, les questions concernant
la compacité relative et I'expressivité ont été largement étudiées dans la communauté de 'intelligence
artificielle et du choix social, soit & propos de préférences ordinales [Coste-Marquis et al.,|2004|, soit
pour des préférences logiques pondérées [Chevaleyre et al., 2006b], soit pour les langages de lots dans
la communauté des enchéres combinatoires [Boutilier et Hoosl 2001; Sandholm| [2002; |Chevaleyre
et al.. 2004; Nisan, 2006|. La complexité liée a 'expression compacte de préférences commence a étre
étudiée dans les mémes communautés. On peut citer notamment |Lang, 2004] qui étudie 'impact
des langages de représentation a base de logique sur la complexité du vote combinatoire, |Lipton
et al., |2004; Bouveret et Lang), [2005] qui s’intéressent a la complexité liée a ’absence d’envie dans
le partage de ressources (nous y consacrerons une partie du chapitre , ou encore |[Nisan, 2006}
Lehmann et al., [2006] qui traitent dans une moindre mesure de complexité liée a la représentation
compacte de problémes d’enchéres combinatoires.

3.2.2 Modélisation a base de logique

De nombreux langages de représentation de préférences sont fondés sur la logique proposition-
nelle. Comme nous 'avons déja fait remarquer, les raisons de ce succés sont diverses : nous pouvons
mettre en avant le lien historiques entre la logique propositionnelle et le développement de 'intelli-
gence artificielle, ou encore remarquer qu’il s’agit d’un langage trés expressif et relativement proche
de la maniére dont les humains expriment naturellement leurs préférences. On pourra trouver par
exemple dans [Lang, 2004, 2006] des vues d’ensemble des langages de représentation de préférences
a base de logique.
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Afin de ne pas perdre de vue le probléme de partage et de rester cohérents avec le reste du
manuscrit, nous définirons tous les langages de ce chapitre en supposant que nous avons affaire a
un espace combinatoire fondé sur un ensemble d’objets &.

3.2.2.1 Préférences dichotomiques

La plupart des langages de représentation logique de préférences sont fondés sur la notion de but :
dans ce contexte, un but est simplement une formule logique traduisant un désir ou une préférence
élémentaire. La maniére la plus simple de représenter des préférences en logique propositionnelle est
de ne spécifier qu'un seul but sous la forme d’une formule propositionnelle de L.

Définition 3.10 (Représentation logique d’une structure dichotomique) Le langage de re-
présentation logique dichotomique Rgiepo est défini par :
> Laicho(O) = Lo ;
> étant donnée une formule propositionnelle p de Lo, Zgicho(O)(p) est la structure de préférence
dichotomique définie par ¢ = Mod(p).

En d’autres termes, une alternative (c’est-a-dire une interprétation de L) est une bonne al-
ternative si et seulement si c’est un modeéle de . Par exemple, si ¢ = {o01,02,03} et ¢ =
(01 A o2 A —03) V (m01 A 02 A og), alors &4 = {{01,02},{02,03}}, et donc par exemple {02,053}
est préféré a {o1, 02,03}

Il est clair que ce langage est capable d’exprimer toutes les structures de préférence dichoto-
miques, car tous les ensembles de sous-ensembles de & peuvent étre représentés par une formule
propositionnelle.

3.2.2.2 Préférences ordinales

Base de buts simple Le langage de représentation dichotomique étant relativement fruste, il
peut étre raffiné en spécifiant un ensemble de buts GB = {G1,...,G,} (GB pour Goal Base). Nous
noterons GB4 une base de buts dont les formules sont dans L4, et GBy le langage correspondant a
'ensemble des bases de buts sur ¢. Etant donné un sous-ensemble 7 de @, nous noterons de plus :

> Sat(ﬂ', GB@) = {Gz ‘ TF Gl},

> nonsat(m,GBg) = {G; | 7 ¥ G;}

Etant donnée une base de buts, la maniére la plus basique de construire une structure de
préférences ordinale est de considérer la relation d’inclusion entre les ensembles de buts satisfaits :

Définition 3.11 (Langage Rpareto) Le langage de représentation de préférences Rpareto €st dé-
fini par :
> ﬁPareto(ﬁ) - gB@’ 5

> étant donnée une base de buts GBg, la structure de préférences ordinale -CBeo

= Porto €5t telle que :

GB
V(m, ') € (p(0))*, w =Pl T < sat(m,GBg) 2 sat(r', GBy).
Exemple 3.6 Considérons par exemple un espace d’alternatives fondé sur les objets 0 =
{01,02,03,04,05}, et la base de buts d’'un agent GBy = {01 V (02 A 03),04,04 V 05}. Alors,
si m = {o1,04} et @ = {09,03,05} nous avons >—P§fet0 7!/, car sat(m,GBg) = GBg et
sat(m’,GBg) = {01 V (02 N 03),04 V 05 }.
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Base de buts stratifiée Le langage Rpgreto €st capable de représenter tous les préordres sur
I’ensemble des alternatives. 11 est possible de raffiner ce langage quelque peu basique en introduisant
une relation de priorité sur les formules représentant les buts :

Définition 3.12 (Base de buts stratifiée) Une base de buts stratifiée sur O est un vecteur
GBZ}T‘” = (GBg1,...,GBp,), ot GBg ; est un multiensemble® de formules logiques de L.

Nous noterons comme pour les bases de buts non stratifiées QB‘}}T‘” P’ensemble des bases de buts
stratifiées sur Ls.

Cette notion de buts stratifiés est a la base d’un certain nombre de langages s’appuyant sur les
buts et leur priorité pour définir une relation de préférence.

Définition 3.13 (Langages a base de buts stratifiés) Les langages de représentation de pré-
férences 4 base de buts stratifiés Riest—out; Rdiscrimin €t Rieczimin Sont tous fondés sur un langage

strat
GBsirat,

Etant donnée une base de buts stratifiée GBgmt = (GBg,...,GBp ) sur Lg, les structures de
préférences induites par ces langages sont définies comme suit :
GBstrat . . . .
> Langage best-out : 7 =, 7 . 7' si et seulement si min{i | nonsat(m,GBg;) # D} >

min{i | nonsat(n’,GBg ;) # @}.
(nggTat
T >discrirrLin
sat(n’,GBg ;) et Vj < i, sat(m,GBg ;) = sat(n’',GBg ;). ™
Vi <n, sat(r,GBg ;) = sat(n’,GBg ).
(zzgzgrat
T >-discrirm'n

n' si et seulement si 3i < n tel que sat(m,GBg;) D
(;fgégrat
~discrimin

> Langage discrimin :

' st et seulement si

> Langage leximin : ' si et seulement si 3i < n tel que |sat(m,GBg;)| >

strat

sat(n',GBg ;)| et Vi < i, |sat(m,GBg ;)| = |sat(w’,GBg ;)|. ® ~ ... . 7' si et seulement si
t(x',GBy.)| et Vj < i, |sat(r,GBy t(x',GBy,; “Be™ & si et seulement si
Vi < n, |sat(m,GBg ;)| = |sat(n’,GBg ;)|.

En d’autres termes, le langage best-out compare les alternatives en considérant le niveau de
priorité du but non satisfait le plus prioritaire. Ce langage souffre, a 'instar de la fonction d’utilité
collective min (voir chapitre d’un «effet de noyade» : le langage est incapable de discriminer
deux alternatives dont le plus haut niveau de priorité ¢ du but non satisfait est identique, et inhibe
Veffet de toutes les formules de niveau j > i (ainsi que les autres formules de niveau ). Les critéres
discrimin et leximin raffinent 'ordre best-out sans patir de I'effet de noyade, en comparant par ordre
de priorité les ensembles sat respectivement selon un critére d’inclusion et de cardinalité.

Notons que les langages Rpest—out €6 Rierimin sont capables de générer l'ensemble des struc-
tures de préférence ordinales complétes, et que le langage Ryiscrimin PeUt engendrer ’ensemble des
structures de préférence.

Exemple 3.7 Considérons toujours un espace d’alternatives fondé sur les objets & =
{01,02,03,04,05}, et une base de buts stratifiée formée des multiensembles : GBp1 = {p1 =
01V (02 A 03), 2 = 04}, GBg 2 = {3 = 05,04 = 05,05 = 02 N 03} et GBg 3 = {¢s = 04 N O5}.
Considérons les deux alternatives m = {01, 04,05} et © = {02, 03,04}. Nous avons :

GBgs1 GBg2 GBgg
sat(m,.) | @1, 2 ©3 ©6
sat(n',.) | @1, p2 @4, 5 g

3Un multiensemble est un ensemble dans lequel les éléments peuvent étre dupliqués : {1,2,5,2,2}.
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strat
GBs!

/ / :
~iestout T > T €t ' sont incomparables selon

Cela nous donne les relations suivantes : m

GBsﬁt'rat GBst'rat

/ (2
—discrimin’ et >-lem'min T

3.2.2.3 Préférences cardinales

Base de buts simple L’équivalent cardinal du langage R pareto, fonndé sur l'inclusion entre buts
satisfaits, s’appuie sur le cardinal des ensembles de buts satisfaits :

Définition 3.14 (Langage Rcard) Le langage de représentation de préférences Roara €st défini
par :
> EC’ard(ﬁ) - gBﬁ 5

> étant donnée une base de buts GBg, la structure de préférences ordinale ugljfd est telle que :

Vi € p(0), u(r) = |sat(m,GBg)|.

Ce langage est capable de représenter ’ensemble des fonctions d’utilité & valeurs dans N, d’une
maniére relativement basique.

L’une des extensions classiques de ce langage est fondée sur la notion de distance entre alterna-
tives :

Définition 3.15 (pseudo-distance) Une pseudo-distance est une fonction d : p(0) x p(0) — N
telle que :

> Vr, ', d(m, ) =0 r="7;

> Vo, 7!, d(m,7") = d(n', 7).

Par exemple, la distance de Hamming est définie comme le nombre de symbole propositionnels
dont la valeur differe entre m et 7’/. De maniére plus basique, la distance binaire est définie comme
étant égale & 1 si les deux alternatives différent, et 0 sinon.

Les langages de représentation logique & base de distances sont une extension directe du langage
Rearda- Dans ce dernier langage, on essayait de satisfaire le maximum de formules. Dans les langages
& base de distances, on s’intéresse non plus 4 la satisfaction des formules de la base de buts, mais &
la «distance» entre I’alternative considérée et ces formules (plus une alternative est «loin» des buts,
moins elle est intéressante).

Définition 3.16 (Langage Rg) Le langage de représentation de préférences Ry associé a la fonc-
tion de pseudo-distance d est défini par :
> Ed(ﬁ) =0Bg ;
> étant donnée une base de buts GBy = {G1,...,Gp}, la structure de préférences ordinale udGBﬁ
est telle que :

v € p(0), u(r) = f(d(m, G1),...,d(m, Gp)),
ot f est une fonction de N dans V.
Notons que si d est la distance binaire et que f est égal & (di,...,dp) — p—> 5, d;, ce langage

est complétement équivalent au langage Rqrd, puisqu’il associe & chaque alternative la méme utilité
que celle associée & la méme alternative par Rgy.
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Buts pondérés A l'instar de I'introduction de priorités pour les langages ordinaux fondés sur les
bases de buts, il est possible de raffiner le langage R¢qrq en introduisant des poids sur les formules,
assortis de fonctions d’agrégation permettant de calculer 'utilité d’une alternative a partir des
formules satisfaites.

Définition 3.17 (Base de buts pondérée) Une base de buts pondérée sur & est un ensemble
GBZGZth@d de couples § = (p(0),w(9)), ou p() est une formule logique de Ly et w(d) une valeur
dans un espace de valuation totalement ordonné (¥, ).

. ) ighted -
Nous noterons comme a l'accoutumée GB,“"*“* 'ensemble des bases de buts pondérées sur L.

Définition 3.18 (Langage des buts pondérés) Le langage de représentation de préférences
Ruweighted €st défini par :

weighted
> Lweighted(ﬁ) = gBﬁ g ;

> la structure de préférences cardinale induite u

wetighted

28 1 ; .
weighted définie par :

v e p(0), u(r) = filf2({w(d) [ 7F (0)}), fs({w(d) [ 7 7 (0)})),

ot f1, fo et fs sont trois fonctions sur V.

Le calcul de l'utilité d'une alternative est donc calculé par agrégation séparée des poids des
formules satisfaites et des poids des formules insatisfaites. Dans le langage de représentation com-
pacte dédié au partage que nous introduirons a la toute fin de ce chapitre, la représentation des
préférences des agents est fondée sur un langage a base de buts pondérés, mais dans lequel on ne
prend en compte que les formules satisfaites (en d’autres termes, f1 = (z,y) — x).

Ce langage de représentation est capable d’exprimer toutes les fonctions d’utilité & valeurs dans
¥, La puissance expressive des restrictions (clauses, cubes, poids positifs uniquement,. ..) des lan-
gages a base de logique pondérée dans lesquels on ne considére que les formules satisfaites a été
étudiée en détail dans [Chevaleyre et al., 2006b].

Exemple 3.8 Considérons encore un espace d’alternatives fondé sur les objets 0 =
{01, 02,03,04, 05}, et la base de buts pondérée suivante : GBzmghted = {61 = (01V(02N03),5),02 =
(04,2),03 = (05,2),04 = (—05,3),05 = (02 A 03,10)}. Nous considérons deux langages de buts
pondérés : le premier est fondé sur les fonctions +, + et —, et le second sur les fonctions +, max et
—max. Nous considérons les deux alternatives m = {01, 04,05} et @ = {02, 03,04}, et nous notons
pour chaque alternative et chaque formule pondérée le poids de la formule barré si elle n’est pas
satisfaite, et non barré si elle est satisfaite :

51 (52 (53 54 (55 U(+, +, +) u(—i—, max, — max)
5 2 2 3 M |[5+2+2-3-10=-4 max{5,2,2} —max{3,10} = -5
15 2 % 3 10|5+2—-2+3+10=18 max{5,2,3,10} — max{2} =8

3

Langages de compilation de connaissances Concluons cette sous-section en notant ’existence
de cadres de représentation compacte de fonctions d’utilités, qui sont issus de la communauté de la
compilation des connaissances :
> Les diagrammes de décision algébriques (ADD), permettant de représenter des fonctions
pseudo-booléennes, c’est-a-dire des fonctions de B dans N : le principe de représentation est
assez similaire aux BDD, mais les nceuds terminaux contiennent des valeurs numériques. Pour
plus de précisions on pourra se référer a [Bahar et al.l [1993].
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> Les VNNF, qui généralisent le cadre des langages NNF au cas de fonction non exclusivement
booléennes, dont la généricité permet de représenter un grand nombre de cadres de représen-
tation compacte [Fargier et Marquis, 2007|, et dont ’approche n’est pas sans rappeler celle
du cadre PFU [Pralet| |2006].

3.2.3 Préférences ceteris paribus et CP-nets
3.2.3.1 Préférences ceteris paribus

Dans les langages de représentation de préférences a base de logique propositionnelle introduits
ci-avant, les préférences sur des alternatives étaient exprimées en termes de buts a atteindre (ou
éventuellement d’anti-buts si les pondérations étaient négatives). Si la notion de préférence entre des
formules logiques pouvait y apparaitre (sous la forme de priorités, ou d’utilités associées aux buts),
aucune sémantique spécifique n’y était pour autant associée. L’idée des préférences ceteris paribus
ou conditionnelles que nous allons introduire maintenant est de donner un sens précis & la notion de
préférence entre formules logiques. Nous allons expliquer de facon semi-formelle de quelle maniére
les structures de préférence sur des alternatives peuvent étre construites a partir de relations de
préférence informelle sur des formules logiques.

Les logiques des préférences du type ceteris paribus introduites dans |[Von Wright, 1963 sont
fondées sur la constatation suivante : les individus expriment souvent des préférences se référant
a des ensembles d’options, et non & des alternatives isolées. En terme de formules logiques, cela
signifie que les préférences des agents ne sont pas représentables par des formules complétes, mais
par des formules partielles. L’'interprétation de la relation de préférence sur ces formules pose alors
plusieurs problémes.

> Que signifie exactement ’expression «la formule ¢ est préférée a la formule )» pour un agent,

si @ et 1 ne sont pas mutuellement exclusives ?

> Comment interpréter la relation de préférence > sur les formules en terme de relation de

préférence > sur les alternatives?

Répondre & la premiére question revient & lever des ambiguités lices & la non-exclusion des
formules, en restreignant son application aux cas ol les deux formules ne sont pas satisfaites en
méme temps. Considérons par exemple la préférence suivante : «je préfére le tracteur a la tondeuse
a gazony (dans le probléme de I'héritage), noté tracteur>tondeuse. Rien ne s’oppose a ce que ’agent
ne regoive le tracteur et la tondeuse a gazon. La traduction intuitive est bien entendu la suivante :
tracteur A —tondeuse > tondeuse A —tracteur, c’est-a-dire que ’agent préfére avoir le tracteur sans
la tondeuse que la tondeuse sans le tracteur. Certains cas sont légérement plus compliqués, car une
formule peut étre la conséquence logique de l'autre (par exemple «je préfére avoir la tondeuse et le
tracteur que la tondeuse seule» : tondeuse A tracteur>tondeuse). Bien entendu, cette préférence doit
étre comprise comme tondeuse A tracteur > tondeuse A —tracteur. En résumé, la traduction d’une
préférence > 1) sur des formules non mutuellement exclusives s’interpréte comme @ \ ¥ > 1\ ¢,
avec ¢ \ ¥ = @ si @ A =) est inconsistant, et ¢ A =) sinon.

11 est possible d’enrichir quelque peu la relation > en tenant compte de contextes logiques. De
tels contextes permettent d’exprimer des préférences du type «si j'hérite des terres cultivables, alors
je préfére le tracteur & la tondeuse», qui ne sont valables que dans un contexte donné. On notera
A >, qui exprime AA o> AA . 1l reste maintenant a interpréter le sens de la relation > sur les
formules logiques en terme de structure de préférence ordinale sur les alternatives. Si les alternatives
concernées par les formules ¢ et 1 sont uniques, en d’autres termes si les formules sont complétes,
I'interprétation de > ne pose aucun probléme. En revanche, si ce n’est pas le cas, il faut lever les
ambiguités liées & la relation >. Par exemple, si 'agent dit «je préfére le tracteur & la tondeuse
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a gazony, il ne veut certainement pas dire « quoi qu’il arrive, je préfére le tracteur a la tondeuse
a gazon ». Ainsi, si on lui laisse le choix entre hériter du tracteur seul et toucher U'intégralité de
I'héritage (tondeuse y compris) sauf le tracteur, il y a fort & parier que la préférence exprimée sur
le tracteur et la tondeuse ne tiendra plus.

On peut traiter ce probléme en interprétant les formules « ceteris paribusy, c’est-a-dire «toutes
autres choses étant égales». Formellement, étant donnée une relation de préférence > sur les alter-
natives, et une préférence élémentaire ¢ > 1 sur deux formules logiques mutuellement exclusives,
~ satisfait la relation > ceteris-paribus si et seulement si, pour tout couple d’alternatives (m, '),
on a 7w = 7' si et seulement si :

> mF ¢ (donc 7 ),

> et Vo € Var(0) \ (Var(p) UVar(y)), tEo < 7' Fo.

En d’autres termes, une alternative est préférée & une autre relativement a une préférence ¢ > 1 si
et seulement si elle vérifie ¢ et ces deux alternatives sont identiques pour toutes les variables qui ne
concernent ni ¢ ni ¥. Notons qu’il existe d’autres interprétations possibles pour la relation ¢ > ¥
que celle introduite ici. Nous ne les détaillerons pas.

On peut ainsi définir la notion de relation ceteris paribus induite par un ensemble de préférences
GBcp élémentaires du type ¢ > 1 ou ¢ ~ 1 comme étant U'intersection de toutes les relations »=
sur les alternatives qui satisfont les relations > et ~ ceteris paribus. Il peut ne pas exister de telle
structure de préférence, s’il y a un cycle impliquant au moins une préférence stricte dans la base de
buts (du type {a > —a, -a > a}). Dans ce cas la base de buts est dite incohérente.

Nous résumons dans le tableau ci-dessous les trois étapes de construction d’une relation de
préférence ceteris-paribus a partir de préférences exprimées sur les formules :

) . Clarification du flou lié & la L . .
Expression humaine des . Interprétation ceteris paribus
non contradiction entre

préférences formules de la relation >

Relation de préférence sur
des formules logiques
mutuellement exclusives

Relation de préférence sur les
alternatives

Relation de préférence sur les
formules logiques

mr>7'ssimtE @\ Yet
> e\Y >\ Vo€ O\ (Var(y) U Var(y)),

(o) = 7'(0).

3.2.3.2 CP-nets

Un langage de représentation graphique de préférences ordinales fondé sur des préférences ceteris
paribus particuliéres a été introduit récemment dans la communauté de 'intelligence artificielle :
celui des CP-nets [Domshlak), |2002; Boutilier et al., 2004alb]. Ce langage est a la fois moins général
que le langage des préférences ceteris paribus, car il se restreint a une interprétation particuliére de
la préférence >, et a la fois plus général car il ne se limite pas & des préférences sur des variables
binaires. La notion fondamentale sur laquelle est construit ce langage est la notion d’indépendance
préférentielle entre variables :

Définition 3.19 (Indépendance préférentielle) Soient {.7,.7,, 7.} une partition de [en-
semble des variables de décision 2~ et > une structure de préférence ordinale sur l'espace com-
binatoire engendré par 2 . Alors ./, est préférentiellement indépendant de ., étant donné .7,
pour la relation = si et seulement si pour toute paire d’instanciations (vy,v)) sur %, toute paire
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d’instanciations (vy,v;) sur 7 et toute instanciation v, sur 7, :

(U, Vy, v2) = (U, 0y, 02) si et seulement si (Vg, vy, v2) = (U, Uy, V2).

Nous rappelons que la notation (vg, vy, v,) désigne l'interprétation identique & v, sur les variables
de ./, identique a v, sur les variables de .7, et identique a v, sur les variables de .#,. Dans
cette définition, .7, est interprété comme étant le contexte de la préférence (correspondant au A
introduit pour les préférences ceteris paribus), ./, est 'ensemble des variables sur lesquelles porte
la préférence, et 7, est 'ensemble des variables dont la préférence «ne dépend pasy, ¢’est-a-dire
I’ensemble des «toutes autres choses» dans les préférences ceteris paribus.

Le langage des CP-nets est un langage de représentation graphique s’appuyant sur la notion
d’indépendance préférentielle, ol 'ensemble .7, est restreint & un singleton. Les dépendances préfé-
rentielles entre variables y sont représentées par un graphe dirigé. On pourra noter ’analogie entre
ce formalisme et celui des réseaux bayésiens [Pearl| |1988|.

Définition 3.20 (CP-net) Un CP-net sur un espace combinatoire fondé sur les variables de dé-
cision & = {x1,...,Xn} est un couple (G,€), ou G est un graphe dirigé dont l’ensemble de
sommets est isomorphe & 2, et € est un ensemble de tables de préférences conditionnelles :
¢ ={C(x3) | xi € Z'}.

Pour tout x; € 2" Pa(xi), on note l'ensemble des variables dont les neeuds dans G sont les

parents du neud de x;. Chaque préférence conditionnelle C(x;) associe & toute instanciation v de
{xj € Pa(x;)} une relation de préférence stricte =351 sur Px;.

Exemple 3.9 Considérons & nouveau ’exemple de ’héritage dans lequel un agent doit exprimer
ses préférences sur cing «objetsy : la maison (m), les terres cultivables (ch), le tracteur (¢r) et
la tondeuse a gazon (to). De maniére informelle, voici quelles sont les préférences de l'agent : «le
tracteur ne m’intéresse pas, sauf si j'obtiens les terres cultivables», «dans ce cas-la, je ne veux pas
m’encombrer & la fois d’un tracteur et d'une tondeuse & gazon : le tracteur suffiray, et «la tondeuse
ne m’intéresse pas en soit, sauf si jJobtiens la maison et pas le tracteur, auquel cas il faudra bien
que je coupe mon herbey.

Ces préférences peuvent se traduire sous la forme d’'un CP-net impliquant des variables binaires,
présenté dans la figure 3.2l La relation de préférence induite par ce CP-net est présentée dans la

figure

—ch | —tr = tr

—
T () ()
—tr A —m | —to > to

@ —tr Am to >~ —to

tr A m —to > to
tr\Am —to > to

Figure 3.2 — Le CP-net associé aux préférences de I'exemple

La sémantique d’un CP-net (c’est-a-dire la fonction Z qui associe & un CP-net la structure de
préférence qui lui correspond) est fondée sur la notion de relation d’ordre cohérente avec les tables :
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ch/\m/\tr/\—\to‘

, \

’ch/\m/\tr/\to‘ ’ch/\ﬁm/\tr/\ﬁto

Y

’—wh/\m/\—dﬁr/\to“—{ch/\m/\—nﬁr/\to‘

ch AN—m Atr Ato

—|ch/\m/:—|tr/\—|to ch/\m/\'—nﬁr/\—'to
| b

’ch/\—'m/\—'t'r/\—'to‘

—|Ch/\m/\t7’/\—\t0‘ /

’ﬂch/\ﬂm/\ﬂtr/\ﬂto‘

ch AN —m A —tr A to

Y

ﬂch/\m/\tr/\to‘ ’ﬂch/\ﬂm'/\tr/\—'to‘
’ﬁchAﬁm/\ﬁtr/\to

\\/

’ﬁch/\—'m/\tr/\to‘

Figure 3.3 — Les préférences induites par le CP-net de la figure associé aux
préférences de 'exemple [3.9] La signification des arcs est la méme que dans la figure
page [21] : «est préféré ax.

Définition 3.21 (CP-net satisfiable) Soit (G,%) un CP-net sur un espace combinatoire fondé
sur les variables de décision 2" = {x1,...,Xn}, et soit = une relation de préordre strict sur l’en-
semble des instanciations possibles des variables de Z .

La relation > satisfait =X, avec v une instanciation de Pa(x;) si et seulement si pour toute

v 7
instanciation v, de 2\ <{Xi} U ijePa(xi){Xj}>7 et toute paire (vy,v)) d’instanciations de x; on
a (Vy,Vz,0) = (vy, v, v) lorsque vy (x;) >3t v (x;). La relation > satisfait la table C(x;) si et
seulement si elle satisfait =X pour toute instanciation v de Pa(x;).

Un CP-net est satisfiable si et seulement sl y a au moins une relation > qui le satisfait.

Cette définition spécifie comment les tables de préférences conditionnelles doivent étre interpré-
tées dans le graphe : pour chaque variable x, le CP-net spécifie une relation de préférence portant
sur son domaine, et dépendant de la valeur des parents de x dans le graphe. Une relation de préfé-
rence sur x et Pa(x) est «compatibley avec le CP-net si elle respecte la relation de préférences sur
P pour toute instanciation des parents de x.

De maniére générale, il peut exister plusieurs ordres qui satisfont un CP-net donné. La structure
de préférence induite par un CP-net est donc définie comme 'intersection de tous ces ordres, c’est-
a-dire :
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Définition 3.22 (Structure de préférence induite par un CP-net) Etant donné un CP-net
(G,€), la structure de préférence ordinale induite par (G,€) est telle que :

v >_§,’g]’36—)net v’ si et seulement si v = v dans toute relation = satisfaisant (G, ).

La plupart des travaux sur les CP-nets font 'hypothése d’acyclicité du graphe. On peut montrer
[Boutilier et al., 2004a] que dans ce cas précis (acyclicité du CP-net), le réseau est toujours satisfiable.
En outre, I'acyclicité du graphe implique des propriétés intéressantes sur la complexité des taches
associées au raisonnement sur la relation de préférence : ainsi, la comparaison d’alternatives et la
recherche d’une alternative non dominée sont computationnellement raisonnables [Boutilier et al.l

2004b].

En revanche, le gain computationnel obtenu par ce formalisme graphique a une contrepartie en
terme d’expressivité, puisque les CP-nets ne sont pas capables de représenter tous les préordres
possibles.

Certains travaux récents s’intéressent a ’extension de ce cadre de représentation de préférences.
Ainsi par exemple, [Brafman et Domshlak] 2002| introduit le cadre des TCP-nets, qui étendent le
cadre des CP-nets en introduisant des importances relatives entre variables. Ce cadre est fondé
sur un modéle graphique, tout comme les CP-nets, mais dont les arcs peuvent étre de trois types
différents :

> arcs de type dépendance préférentielle, dirigés et dont la sémantique est similaire & celle des

arcs des CP-nels ;

> arcs de relation d’importance entre variables, dirigés et exprimant le fait qu’une variable est

plus importante qu’une autre;

> arcs d’importance conditionnelle, non dirigés et exprimant une relation d’importance entre

variables, conditionnée par d’autres variables.

D’autres travaux se sont intéressés a la transposition des CP-nets dans le domaine des préférences
quantitatives. Les UCP-nets, introduits dans |[Boutilier et al., 2001], sont fondés sur le méme modele
graphique que les CP-nets, mais les tables de préférence conditionnelle contiennent des utilités au
lieu de contenir des relations de préférence. Le calcul de 'utilité d’une alternative compléte se fait
en utilisant la notion d’indépendance additive généralisée (GAT), que nous allons introduire dans la
prochaine sous-section.

3.2.3.3 Application au probléme de partage

On peut légitimement s’interroger sur la pertinence des langages a base de préférences condition-
nelle, et plus précisément du langage des CP-nets dans le cadre du partage. Nous avons montré dans
I'exemple de quelle maniére les CP-nets peuvent étre utilisés pour la représentation compacte
de préférences sur des objets. Cependant, 'exemple est-il vraiment réaliste 7

La principale limitation des CP-nets est la restriction de la portée des tables conditionnelles &
une variable unique. Cette restriction est valable dans le cas de problémes tels que celui du repas
(exemple :un agent peut naturellement exprimer le fait qu’étant donné le choix du plat, il préfére
un vin rouge & un vin blanc. Cependant, dans le cadres des problémes de partage, 'expression d'une
table de préférences conditionnelles revient & se prononcer sur l'attribution d’un objet ou non. Ce
n’est pas trés réaliste. Méme si un agent ne désire pas un objet o, il n’exprimera probablement pas
intuitivement cette préférence par —o > o (en outre, dans la plupart des problémes, 'agent peut
tout simplement mettre de c6té ou vendre un objet qu’il ne désire pas; il n’y a donc pas réellement
dans ce cas-1a de préférence «négativey). En revanche, il sera peut-étre plus enclin a exprimer le
fait qu’il préfere avoir un objet o' que l'objet o.
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Une telle préférence o' = o n’est pas représentable dans le cadre strict des CP-nets. Cepen-
dant, cette idée d’'importance relative entre la satisfaction des variables est a la base du cadre des
TCP-nets [Brafman et Domshlak), [2002] que nous avons briévement évoqué. Cette approche semble
particuliérement intéressante pour le probléme de partage. On pourrait ainsi envisager de construire
un nouveau cadre de représentation compacte de préférences dédié aux problémes d’allocations, et
fondés sur les relations d’importance relative et d’importance relative conditionnelle introduites
dans les TCP-nets. Cette ébauche de cadre semble a priori prometteuse.

3.2.4 Préférences additives généralisées

Si les langages de représentation de préférences introduits jusqu’ici tirent parti de la logique
propositionnelle pour représenter des relations de maniére compacte, les langages que nous allons
introduire dans cette section utilisent des indépendances additives entre variables dans le méme
but?*. L’exploitation de ces indépendances additives pour la représentation compacte de préférences a
conduit aux langages k-additifs pour le partage de ressources (donc dédiés aux espaces combinatoires
d’objets), et aux GAl-nets pour les espaces d’alternatives combinatoires fondés sur des variables
non binaires. Nous supposerons dans toute cette sous-section (sauf spécification contraire explicite)
que 'espace de valuation des utilités ¥ est numérique (R ou N par exemple).

3.2.4.1 Langages de lots k-additifs

La maniére la plus simple d’exprimer des utilités sur un espace d’objets sans tomber dans le
piége combinatoire est de supposer une indépendance additive entre les objets : en d’autres termes,
on suppose que V(m1,m2) € p(0) X p(0), u(m Ums) = u(m) +u(me) —u(m Nme). De telles fonctions
d’utilité sont dites modulaires |[Chevaleyre et al., 2005b; Rosenschein et Zlotkin| [1994], et peuvent
étre représentées uniquement par 'attribution d’une utilité a ’ensemble vide et & tous les singletons
d’objets. En effet, on peut vérifier aisément le fait que, pour une fonction d’utilité modulaire w :

u(m) = u(@) + Y _u({o}).

ocT

Si de plus u(@) = 0 (ce que 'on suppose habituellement), la fonction d’utilité est dite additive.

Si ’hypothése de modularité de la fonction d’utilité permet d’éviter 'explosion combinatoire,
en revanche, elle exclue toute possibilité d’expression de dépendances préférentielles du type com-
plémentarités ou substituabilités entre les variables. Afin de pallier ce défaut, la classe des langages
k-additifs autorise ’expression d’utilités sur des ensembles d’objets, mais en limitant la taille maxi-
male k des lots sur lesquels exprimer les utilités élémentaires, et en conservant l'interprétation
additive de l'utilité :

Définition 3.23 (Langage k-additif) Un langage d’expression de préférences k-additif est défini
par :
> Lk_qdd : un élément de Li_uq4(0) est un ensemble A de couples (w, ), o T est un sous-
ensemble de O de taille au plus k, el ax un nombre de l'espace de valuation ¥V ;
> Zi_qdd © la fonction d’utilité uk//iadd est définie par

u',ffadd(ﬂ) = Z oy (avec o = 0 si 7 n’apparait pas dans A ).

7' Cr

“En cela, ils se rapprochent, dans un contexte légérement différent, des formalismes fondés sur les réseaux de
contrainte.
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Toute fonction d'utilité exprimée sous forme explicite (bundle form, dans la terminologie des
problémes d’allocation de ressources), ¢’est-a-dire associant a chaque sous-ensemble de & une utilité,
est exprimable dans un langage k-additif. Il suffit, pour représenter une fonction d’utilité u sous
forme explicite, de calculer les coefficients o de maniére inductive [Chevaleyre et al.l [2004] :

> ap = u(d);

> oy = u(m) — Z o, pour tout m C & avec m # .

' Cm
Les coefficients o peuvent s’exprimer sous la forme équivalente (non inductive) suivante :

at =Y ()M lu(a).

' Cr
.

La fonction qui a toute fonction d’utilité u associe la fonction ensembliste 7 — o est appelée
transformation de Mdébius. Cette transformation, qui associe a toute fonction d’utilité sa forme k-
additive, est étudiée dans le domaine des mesures floues |Grabischl [1997| afin de réduire la complexité
de représentation des mesures discrétes.

Une fonction d'utilité quelconque u est dite k-additive si sa transformée de Mdbius (unique)
est telle que pour tout ensemble 7 de taille supérieure strictement a k, on a o = 0. Cette notion
de transformation de M6bius met en évidence le fait qu'un langage k-additif n’est complétement
expressif que si k = |0, car un tel langage n’est capable d’exprimer que les fonctions dont la
transformée de Mobius est telle que a = 0 pour tout 7 de taille strictement supérieure & k. A titre
d’exemple, on pourra vérifier que la fonction d’utilité telle que (&) = 1 et u(w) = 0 pour tout
m C O n’est pas exprimable dans un langage k-additif tel que k < |0|.

On pourra remarquer de plus qu'un langage k-additif n’est ni plus compact ni moins compact
que la représentation explicite : si la représentation de certaines fonctions d’utilités requiert expo-
nentiellement moins d’espace dans un langage k-additif que ne le requiert la représentation explicite,
d’autres fonctions d’utilités exigent un espace exponentiellement plus important dans un langage
k-additif que pour la représentation explicite. Les langages k-additifs ne sont donc adaptés que pour
la représentation de certains types de fonctions d’utilité qui font apparaitre de maniére naturelle
une structure additive.

Exemple 3.10 Il est possible d’exprimer des notions de complémentarité et de substituabilité
entre les objets dans un langage k-additif. Revenons sur I’exemple de ’héritage, et les préférences
exprimées par I’agent dans ’exemple L’agent doit pouvoir étre capable d’exprimer une complé-
mentarité entre les terres cultivables et le tracteur, entre la maison et la tondeuse, mais en revanche
une substituabilité entre le tracteur et la tondeuse (avoir les deux n’intéresse pas vraiment l'agent).
L’agent commence par exprimer ses utilités sur les objets individuels, par exemple : ay.,y = 10,
)y = 2, oy = 1 et ayy,y = 15. Puis il peut exprimer des complémentarités ou des substitua-
bilités entre les objets, en donnant des utilités a des groupes d’objets : a4 cny = 8, Qg 0y = —8,
Qltrm} = 7, Qftom} = 10.

On voit apparaitre de maniére naturelle les complémentarités : s my > m) + 401, Uireny >
iy + aqeny- La substituabilité entre la tondeuse et le tracteur est exprimée par un poids négatif
sur ce lot.

3.2.4.2 Indépendance additive généralisée, GAl-nets et CSP valués

GAlI-nets La notion d’indépendance k-additive pour les langages impliquant des variables bi-
naires a une correspondance pour des langages sur des domaines combinatoires impliquant des va-
riables non binaires. La notion d’indépendance additive généralisée (GAI) a été appliquée de maniére
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explicite a la représentation des utilités dans [Fishburn, [1970] et plus récemment dans [Bacchus et
Grove, [1995]. L’idée est de transposer la notion d’indépendance probabiliste a la base du formalisme
des réseaux bayésiens [Pearl, |1988|] a la représentation des fonctions d’utilité.

Définition 3.24 (GAI-décomposition) Soit 2" = {xi,...,Xn} un ensemble de variables. Soient
A, ..., 2 k sous-ensembles de [1,n] tels que Ule %2 =[1,n].

Une fonction d’utilité sur Inst(Z") GAl-décomposable selon {£7,...,%25} est définie par la
donnée de fonctions u; : Inst(Z2;) — V¥, telles que :

k
u(v) = Zul(vlg) pour toute instanciation v.
i=1

Notons que la notion de GAI-décomposition est plus précise que la notion de k-additivité sur les
lots. La k-additivité signifie simplement que 'on est capable de représenter une fonction d’utilité
sur un ensemble de lots en ne spécifiant que les poids que pour des lots de taille inférieure ou égale
a k. La notion de GAI-décomposition est plus forte : une fonction d’utilité GAI-décomposable est
construite précisément a partir de sa décomposition en sous-fonctions.

Un modeéle graphique est associé aux GAI-décompositions : le modeéle des GAl-nets [Gonzales
et Perny, 2004].

Définition 3.25 (GAI-net) Soient 2" = {xi,...,Xn} un ensemble de variables, et u une fonction
d’utilité sur Inst(2) GAI-décomposable selon {24,...,2%}. Un GAl-net représentant u est un
graphe G = (V, E) tel que :
> V={2A4,...,2};
> pour tout arc (25,25) € E, ZiN % # O ;
> pour toul i € [1,n], le sous-graphe G; = (Vi, E;) induit par les sommets de G contenant i,
défini par V; = {%; | i € 2} et B; = {(25, %) | (2, 2)) € V? et (2;,Z;) € E}, est un
sous-arbre connexe de G (propriété d’intersection courante).
Les neeuds de G sont appelés des cliques (ou clusters), et chaque aréte (25, Z;) est appelée séparateur
el étiquetée avec Z; N Z;.

Cette notion de GAl-net est similaire a celle de graphe de jonction dans les réseaux bayésiens.
Dans le cas général le GAl-net correspondant & une fonction d’utilité GAI-décomposable n’est pas
acyclique, ce qui rend les taches liés au raisonnement sur les préférences (élicitation, agrégation de
préférences. . .) plus difficiles. C’est pourquoi la plupart des travaux sur le sujet se restreignent a des
GAl-trees, c’est-a-dire des GAl-nets acycliques.

Notons toutefois que tout GAl-net non acyclique peut étre transformé en GAl-tree, comme le
signale [Gonzales et Pernyl [2004]. L’opération, correspondant & la transformation d'un graphe de
jonction en arbre de jonction [Jensen et al., [1994|, procéde en plusieurs étapes :
> la construction du graphe Gg, de dépendance entre variables, dont I’ensemble des sommets
correspond aux variables de 2, et (xj,X;) est une aréte de Gy, si et seulement si 327 tel que
{i.it c 2;

> la triangulation du graphe G, [Robertson et Seymour, |1986], par la recherche d’un ordre
d’élimination optimal (éventuellement de facon heuristique, car il s’agit d’un probléme NP-
difficile) ;

> la construction des nouvelles cliques & partir du graphe triangulé.

On pourra aussi noter 'existence d’un algorithme de construction d’un arbre de jonction qui ne
fait pas appel & la triangulation du graphe de dépendances, mais & des recherches successives de
coupes minimales [Koster, |1999]. Enfin, nous pouvons citer les travaux |Jégou et Terrioux, 2003;
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de Givry et all [2006] issus de la communauté des problémes de satisfaction de contraintes, qui sont
trés proches des travaux sur les GAl-nels en ceci qu’ils exploitent une décomposition arborescente
du graphe de contraintes associé & un réseau de contraintes pour faciliter la résolution du probléme.
La notion de décomposition arborescente est formellement identique & la notion de transformation
d’un graphe de jonction (ou d'un GAl-net) en arbre de jonction (ou GAl-tree).

Exemple 3.11 Sile modéle des GAl-nets est un formalisme dédié aux variables non exclusivement
binaires, il peut trés bien s’appliquer en particulier aux variables binaires, et donc aux problémes
de partage. Revenons sur le probléme de I’héritage, 'agent ayant les mémes préférences que dans
I’exemple Ces préférences sont naturellement GAI-décomposables, exactement de la méme ma-
niére qu’elles sont exprimables dans un langage 2-additif. Les utilités associées aux objets et aux
2-lots de 'exemple fournissent directement les tables correspondant aux relations GAI (unaires
et binaires) :

ch|0] 1 m| 0| 1 tr || 0|1 to || 0|1

up || 0| 10 ug || 0| 15 ug || 0| 2 ug || 0| 1
ch||]0]0]1]|1 tr 0|01 1 mi{0]0]1]|1 mi{0]0]|1]| 1
tr ||O0]1]0]|1 tollO]1]|]0] 1 tr J|O[1]0]1 to]l0[1]0] 1
us |0 00| 8 ug || 0] 0|0 | —8 ur 0100 |7 ug || 00| 0] 10

Ces préférences produisent par exemple le GAl-net présenté sur la figure (les noeuds circu-
laires correspondent aux clusters, et les noeuds rectangulaires sont les séparateurs entre les clusters).
Ce GAI-net peut étre transformé en le GAl-tree présenté sur la méme figure, par triangulation et
calcul des cliques maximales.

ch,tr @

Figure 3.4 — Le GAl-net et son GAl-tree correspondant pour exemple

Pour clore cette bréve introduction aux GAI-netls, nous pouvons noter I'existence de travaux
récents portant sur la transcription de structures de préférences exprimées dans un langage compact
ordinal en fonctions d’utilités additives généralisées. Nous pouvons citer par exemple [Brafman et al.|
2004], qui introduit un certain nombre de résultats sur la transcriptions de TCP-nets sous la forme
numérique additive généralisée.

CSP valués La notion d’indépendance additive généralisée et ’outil graphique des GAl-nets ont
de nombreuses similitudes avec un cadre de représentation de problémes combinatoires que nous
avons déja évoqué : celui des problémes de satisfaction de contraintes. En effet, comme nous ’avons
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signalé précédemment, le fait d’exprimer des contraintes portant sur des sous-ensembles de variables
correspond & une décomposition de I’espace combinatoire en plusieurs entités indépendantes (dans
le sens ou la satisfaction d’une contrainte particuliére sur un sous-ensemble n’a aucune influence
sur la satisfaction d’une autre contrainte si cette autre contrainte ne partage aucune variable avec
la premiére).

Jusqu’a peu, l'idée de préférence était complétement absente du cadre des problémes de satis-
faction de contraintes, mais ’extension de ce cadre aux contraintes valuées a comblé ce manque, en
permettant l'expression de préférences sur la satisfaction des différentes contraintes. Cette exten-
sion a mené & Uintroduction de deux cadres différents |Bistarelli et al. [1999] : les Semiring-CSP
|Bistarelli et al., 1995, 1997, et les CSP valués (VCSP) [Schiex et al. 1995, [1997]. Nous présentons
trés rapidement le deuxiéme cadre.

Définition 3.26 (Réseau de contraintes valué) Un réseau de contraintes valué est un quintu-
plet (Z°,D, €,V ,p), ot :

> (2,D, %) est un réseau de contraintes classique ;

> (¥, >, @) est une structure de valuation ;

> @ est une fonction de valuation fondée sur un ensemble de fonctions {p. | ¢ € €} telles que

e Inst(Z () \ Z(c) =V

La notion de réseau de contraintes classique a été introduite dans la définition en début
de chapitre, et la structure de valuation est identique & celle introduite dans la définition du
chapitre [I} Le role des fonctions ¢, est d’associer a chaque instanciation violant la contrainte ¢ un
colt dans ¥, représentant en quelque sorte la «gravité» du non-respect de la contrainte (I’élément
T de la structure de valuation correspond a une instanciation interdite, donc & une contrainte qu’il
faut absolument respecter). On voit donc ici que méme si la structure de valuation est identique a
celle introduite pour les structures de préférence, la sémantique qui lui est associée est ici toutefois
légérement différente, car on ne parle plus d’utilités (qu’il faut maximiser donc), mais de cotts de
violation de contraintes (cott & minimiser). Cette légere différence est toutefois peu importante en
pratique, et il suffit d’assimiler le colit & une «désutilité» associée & la violation d’une contrainte.

La valuation val d’une instanciation v est calculée par agrégation des valuations de toutes les
contraintes violées par v :

val(v) = @ ee(v)2°(c))-

c tel que
V| 2 () elnst(Z (c))\Z(c)

Bien entendu, on ne peut s’empécher de remarquer la similitude formelle entre ce cadre et celui
des utilités additives généralisées, bien que ces deux formalismes soient utilisés dans des contextes
différents : satisfaction de contraintes pour les réseaux de contraintes valués (donc recherche de solu-
tions minimisant le cofit des contraintes violées), et élicitation ou agrégation de fonctions d’utilités
pour les GAl-nets. Les réseaux de contraintes valués ont, tout comme les utilités GAI-décomposables,
un formalisme graphique associé, fondé sur la notion de graphe de contraintes (ou hypergraphe de
contraintes) et correspondant au graphe de dépendances entre variables dans les GAl-nets. De plus,
comme nous 'avons fait remarquer, 'intérét pour la décomposition arborescente (le calcul d’un
arbre de jonction) est le méme dans les graphes de contraintes que dans les GAl-nets.

Notons pour clore cette section sur les CSP valués que des travaux récents s’intéressent a la
définition d’un cadre de modélisation et de résolution beaucoup plus générique que celui des CSP
valués; qui intégre a la fois la notion de faisabilité d'une solution, la notion de plausibilité (faisant
référence au concept de croyance), et enfin d’utilité. Le détail de ces travaux apparait dans la thése
[Pralet, [2006].
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3.2.5 Langages d’enchéres combinatoires

Les enchéres combinatoires sont un autre exemple de domaine d’étude récent dans lequel le besoin
de représentation compacte de préférences est de premiére importance, ce qui le situe a 'interface
entre I’économie, la représentation des connaissances, la complexité et 'algorithmique. Comme
indiqué dans la description de ce probléme (voir 'application [5| dans l'introduction), les enchéres
combinatoires se distinguent des enchéres classiques par le fait que les acheteurs ont la possibilité
de miger sur des lots d’objets, en plus de miser sur des objets indépendants. Cela transforme donc
le probléme initial, ou les préférences des agents étaient représentés par des mises sur des objets
individuels (donc au plus m valeurs a exprimer), en un probléme par nature combinatoire, puisque
I'espace des alternatives sur lequel les agents doivent miser (en d’autres termes exprimer leurs
préférences) est un espace d’objets, donc de taille 2.

Le probléme central des enchéres combinatoires est le Winner Determination Problem :

Probléme 1: Winner Determination Problem

INSTANCE : Un ensemble d’agents .4, un ensemble d’objets ¢, un ensemble de fonctions d’utilité
(f1,---, fn) exprimées sous forme de mises dans un langage d’enchéres combinatoires,

et un entier K. R
QUESTION : Existe-t-il un partage 7™ des objets qui satisfait la contrainte de préemption et tel

que 371, fi(m) = K7

Bien entendu, nous avons adapté la définition de ce probléme au formalisme que nous avons
introduit jusqu’ici, et on pourra trouver dans la littérature un ensemble de formulations légére-
ment différentes de celle-ci. Nous nous devons d’ajouter quelques précisions sur cette définition.
Par «langage d’enchéres combinatoires», nous entendons tout langage qui peut étre utilisé par les
agents pour exprimer des mises sur un ensemble de lots (autrement dit, tout langage numérique
sur p(0)), tels que ceux que nous allons introduire dans cette sous-section. Comme nous allons le
voir, les utilités individuelles représentent le prix que les agents sont préts & payer pour un ensemble
d’objets donné. Maximiser la somme des utilités individuelles revient donc & maximiser le revenu
du commissaire-priseur (ce qui est un point de vue résolument utilitariste classique).

Nous allons présenter brievement le paradigme dominant en matiére de langages d’enchéres
combinatoires |Nisan| 2006]. Ces langages sont utilisés de maniére explicite ou implicite dans la
plupart des travaux portant sur le Winner Determination Problem [Sandholm, |1999; Fujishima
et all {1999]. On pourra trouver une classification générale des langages d’enchéres combinatoires
dans [Nisan, [2000].

3.2.5.1 Langages OR et XOR

La plupart des langages permettant d’exprimer des préférences sur des espaces combinatoires
d’objets que nous avons introduits ci-avant étaient fondés sur les objets comme «unité de base».
Ainsi par exemple 'un des plus simples de ces langages, le langage additif, s’appuie sur ’ensemble
des valuations attribués aux singletons d’objets. L’utilité d’un lot non réduit & un singleton se déduit
ensuite par calcul & partir de ces valuations.

Dans le domaine des enchéres combinatoires, le point de vue est légérement différent puisque la
plupart des langages que 1'on peut trouver dans ce domaine sont centrés sur la notion de lot. En
d’autres termes, ces langages sont fondés sur le principe que les acheteurs formulent un ensemble
de mises® correspondant & des lots d’objets, mais n’ont que faire des objets individuels contenus

®Nous traduisons par «mise» le terme «bid» classique dans les enchéres combinatoires, et par «lot» le terme
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dans les lots. Un autre aspect des langages dédiés aux enchéres combinatoires est que l'espace de
valuation correspond en général a 'ensemble des prix que les agents associent aux lots d’objets : en
d’autres termes, 1'utilité d’'un agent pour un lot donné est le prix que cet agent est disposé & payer
pour ce lot®. Nous supposerons donc dans notre présentation des langages d’enchéres combinatoires
que l'espace de valuation est RT.

Le langage le plus basique des enchéres combinatoires est le langage des mises atomiques : chaque
agent n’a le droit de soumettre au commissaire-priseur qu’une seule mise, c’est-a-dire la donnée d’un
seul couple (lot, valuation).

Définition 3.27 (Langage des mises atomiques) Le langage de représentation de préférences
Ratpids €st défini par :

> 'Cat.bids(ﬁ) = p(ﬁ) x Rt ;

> pour toute mise (m,w), la structure de préférences cardinale induite ugtr.’ll)li}()is est définie par :

- /
v’ € p(0), u(x’) :{ wo s 2w

0 sinon.

Le langage des mises atomiques, aussi appelé single-minded bids language dans [Lehmann et al.,
1999|, est assez fruste et est trés clairement incapable d’exprimer méme une fonction d’utilité addi-
tive.

Dans les langages d’enchéres combinatoires classiques, on ne limite plus I'expression des préfé-
rences a une seule mise atomique par agent, mais on suppose que chaque agent est capable d’en
exprimer un nombre arbitraire. Les différentes maniéres d’interpréter cette multiplicité de mises
atomiques conduisent a des langages différents. Le premier d’entre eux est le langage OR. Dans ce
langage, la valeur d'une part est calculée en cherchant I’ensemble de lots mutuellement exclusifs
contenus dans cette part, qui maximise la somme des prix associés.

Définition 3.28 (Langage OR) Le langage de représentation de préférences Rog est défini de la
maniére sutvante :
> un élément de Lor est un ensemble fini Mor de mises atomiques, noté
(7‘1’1,101) OR ... OR (Wp,wp) 5
> pour tout ensemble de mises Mor = (w1, w1) OR ... OR (mp,wp), la structure de préférences

cardinale induite u’ol/’gR est définie par :

vrep(0), u(m) = max > w(r),
T'eW
, { wy st Ik, w) € Mor tel que ™ = my,
avec w(m') = :
0 stnon.

1’idée sous-jacente a la notion de mise OR est qu'un agent désire acquérir n’importe quel nombre
de lots parmi les mises atomiques de la mise OR, et ce pour la somme des prix respectifs de ces
mises. On remarquera qu’une mise OR correspond exactement a un ensemble de mises atomiques
soumises par des enchérisseurs différents.

Ce langage de représentation de préférences est beaucoup plus expressif que celui des mises
atomiques, puisqu’il est capable de représenter n’importe quelle fonction d’utilité u qui ne comporte
pas de substituabilités (c’est-a-dire telle que u(m U ") > u(m) 4+ u(n')).

«bundle».
SRemarquons toutefois que cet aspect n’est pas particulier aux enchéres combinatoires, puisque de maniére générale
le prix qu’un agent est prét & payer pour une alternative est un bon indicateur de son utilité pour cette alternative.
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En revanche, ce gain d’expressivité se paie au prix fort, puisque le calcul de la valuation d’un lot
quelconque est NP-complet. Cependant, ce saut de complexité n’est pas un trés gros probléme en
pratique, car il est noyé dans le Winner Determination Problem global sans augmenter sa complexité.

Un autre langage est classique dans le domaine des enchéres combinatoires : le langage XOR
[Sandholm), (1999} 2002|. Contrairement au langage OR, il est complétement expressif (dans la limite
de préférences monotones uniquement), et permet en particulier d’exprimer des substituabilités entre
objets. Le langage XOR se distingue du langage OR en ceci que les lots sont tous mutuellement
exclusifs, méme s’ils ne possédent aucun objet en commun. La signification sous-jacente a ce langage
est qu’'un agent ne désire qu’un et un seul lot parmi ceux de ses mises.

Définition 3.29 (Langage XOR) Le langage de représentation de préférences Rxor est défini
de la maniére suivante :
> un élément de Lxor est un ensemble fini Mxor de mises atomiques, noté
(Wl,wl) XOR ... XOR (Wp,wp) y
> pour tout ensemble de mises Mxor = (m1,w1) XOR ... XOR (mp,wp), la structure de

préférences cardinale induite u'//g]?z’a est définie par :

Vi € p(0),u(r) = max W.
(7 wk)EAXOR
7rk§7r

Notons que si ce langage est pleinement expressif, en revanche il est incapable d’exprimer de
maniére compacte toutes les fonctions d’utilité représentables succinctement dans le langage OR.
Ainsi, par exemple, une simple fonction d’utilité additive sur m objets, dont la représentation
nécessite une mise OR de taille m, ne peut pas étre représentée par une mise XOR de taille inférieure
a2m.

3.2.5.2 Combiner les langages OR et XOR

La combinaison des langages OR et XOR est une extension naturelle des travaux sur la repré-
sentation compacte de mises. Cette combinaison permet d’allier 'expressivité du langage XOR a la
compacité du langage OR. Le premier des langages fondé sur ce principe est le langage OR-of-XOR
[Sandholm) 1999] :

Définition 3.30 (Langage OR-0of-XOR) Le langage de représentation de préférences Roox est
défini de la maniére suivante :
> un  élément de Loox est un ensemble fini  Moox de mises XOR

Moox = Miop OR ... OR MYyn, avee, pour tout k, MEop =
(7}, w(n})) XOR ... XOR (zk jw(xk));
Moox

> pour tout ensemble de mises .Moox, la structure de préférences cardinale induite up ¢~ est
définie par :

n

V€ p(0), u(n) “122;{)67’;110(@)’
avec P l'ensemble des séquences de lots (my,...,mp) tels que
o Vi, dj tel que m; = 7r;» (autrement dit 7; apparait dans la i mise XOR) ou m; = @,
o Vi£j, mNT=0.

En d’autres termes, un enchérisseur qui exprime une mise OR~0of-XOR ne désire qu’au plus un
lot par mise XOR, les lots sélectionnés pour chaque mise XOR étant mutuellement exclusifs. Le
langage OR-0of-XOR généralise a la fois le langage OR et le langage XOR.
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Exemple 3.12 L’agent concerné par le probléme de 'héritage (probléme peut exprimer de
maniére naturelle ses préférences sous la forme OR-of-XOR. 1l peut exprimer notamment le fait
qu’il ne veuille qu'un seul bien immobilier, et qu'un seul bien parmi la tondeuse et le tracteur :
(({ch},5 000 €) XOR ({m},60 000 €)) OR (({to},500 €) XOR ({tr},3 000 €)). Par exemple, si
I’agent obtient les terres cultivables (ch) et le tracteur (t¢r), il évaluera ce lot a 8 000 €. S'il obtient
en plus la maison, le lot sera évalué a 63 000 € (dans ce cas, les terres cultivables ne comptent plus
car elles sont éliminées par la maison dans la mise XOR correspondante).

Si l’agent voulait exprimer ces mémes préférences dans le langage XOR, il lui faudrait une mise
de taille 8 :

({ch},5000€) XOR ({m},60000€) XOR  ({to},500€) XOR
({tr},3000€) XOR ({ch.to},5500€) XOR ({ch,tr},8000€) XOR
({m, to},60 500 €) XOR ({m,tr},63 000 <€).

La combinaison duale des langages OR et XOR existe aussi, sous la forme du langage XOR-of-
OR. Bien que moins utilisé dans le domaine des enchéres combinatoires, en raison de son aspect
légérement moins intuitif que le langage OR-of-XOR, notons tout de méme qu’il permet de repré-
senter de maniére plus succincte que ce dernier langage un ensemble de fonctions d’utilité telles
que les fonctions monochromatiques (de maniére informelle, les fonctions d’utilité telles que, chaque
objet ayant une couleur bien définie, ’agent ne désire que des objets de couleur identique).

Nous citerons enfin deux autres extensions des langages fondés sur des combinaisons des langages
OR et XOR. Le langage OR/XOR est fondé sur une combinaison arbitraire de mises formées a partir
de ces deux opérateurs. Formellement, une formule du langage OR/XOR est une mise atomique ou
formule du type #1 OR M5 ou M1 XOR Mo, avec M) et Mo des formules du langage OR/XOR.
Les langages OR, XOR, OR-of-XOR et XOR-of-OR sont des cas particuliers de ce langage générique.

Un dernier langage d’importance dans le domaine des enchéres combinatoires [Fujishima et al.l
1999; Nisan, 2000] est le langage OR*. Ce langage est fondé sur le langage OR, avec lequel il
partage la méme syntaxe, mais il permet de simuler des mises mutuellement exclusives par l'intro-
duction d’objets factices. Le roéle de ces objets est simplement d’empécher 'attribution simultanée
de deux lots, et ainsi de simuler des mises XOR. Par exemple, si un agent désire placer la mise
(71, w1) XOR (w2, w2), il peut introduire un objet factice d («d» pour dummy) et exprimer la mise
précédente par une mise OR : (w1 U{d},w1) OR (mo U{d}, ws). L’intérét principal de ce langage, et
la raison de son succés dans le domaine des enchéres combinatoires est qu’il permet de simuler des
mises du type XOR, tout en gardant une syntaxe identique & celle du langage OR, permettant ainsi
a une instance du Winner Determination Problem exprimée dans le langage OR* d’étre traitée par
un solveur dédié aux instances exprimées dans le langage OR. Notons que ce langage est celui qui
est utilisé par le générateur CATS [Leyton-Brown et al., 2000], devenu une référence en terme de
génération d’instances du probléme d’enchéres combinatoires.

3.2.5.3 Langages logiques pour les enchéres combinatoires

Si le paradigme dominant dans le domaine de la représentation de préférences dans les enchéres
combinatoires est fondé sur les langages OR et XOR et leurs combinaisons, d’autres travaux récents
du domaine s’appuient sur des langages a base de logique propositionnelle pondérée |[Boutilier et
Hoos, 2000} 2001]. Ces langages logiques ressemblent a la fois aux langages que nous avons introduits
plus to6t dans ce chapitre s’appuyant sur la logique propositionnelle et aux langages de lots introduits
dans cette section. En effet, ils permettent d’exprimer & la fois des combinaisons logiques pondérées
d’objets simples et des combinaisons logiques de lots, cumulant les avantages de ces deux approches.
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Décrivons rapidement le langage logique introduit et décrit en détails dans [Boutilier et Hoos),
2001]. Ce langage étend le langage logique a base de buts pondérés introduit dans la définition
en ceci qu’il permet d’attribuer des valuations & des sous-formules, et non uniquement & des formules
entiéres. En d’autres termes, si, dans le langage & base de buts pondérés, les préférences d’un agent
étaient représentées par un ensemble de formules logiques pondérées (¢1,w1),. .., (¢p, wp), dans ce
nouveau langage, les préférences d’un agent sont représentées par une formule d’un langage Laowr
(«GW Ly» pour Generalized Weighted Logic) dont la syntaxe est la suivante :

> pour tout 0 € & et w € RT, (0, w) est une formule de Lowp ;

> pour toutes formules by et bo de Lowy et tout w € RY, (by A bg,w) et (by V ba,w) sont des

formules de Low 1, (|Boutilier et Hoos, |2001] introduit de plus un opérateur logique ou-exclusif
que nous n’introduisons pas ici pour simplifier).

L’utilité d’un lot est calculée par agrégation des poids de toutes les sous-formules satisfaites.
Ainsi, par exemple et de maniére informelle, 1'utilité d’un lot 7 vis-a-vis d’une formule du type
(b1 A by, w) est calculée en agrégeant :

> l'utilité de m vis-a-vis de by ;

> l'utilité de 7 vis-a-vis de by ;

> w sl 7w «satisfaity by A bs.

Comme nous l’avons fait remarquer ci-avant, ce langage cumule les avantages de 1’approche
fondée sur les objets et de ’approche fondée sur les lots, en autorisant la combinaison logique de
formules pondérées (qui peuvent s’apparenter a des mises). Cette expressivité a probablement une
contrepartie en terme de difficulté de résolution du Winner Determination Problem, bien que cette
difficulté ne semble pas encore avoir été réellement mise en évidence de maniére empirique. L’article
|[Boutilier et Hoos, 2001| s’oriente en tout cas vers un algorithme de résolution fondé sur la recherche
locale stochastique, plutét que sur une approche exacte comme dans ’approche traditionnelle des
enchéres combinatoires.

3.2.6 Conclusion sur les langages de représentation de préférences

Nous avons tenté de présenter une vue d’ensemble de ’ensemble des langages d’expression com-
pacte classiques de la littérature sur la représentation des préférences. Nous avons distingué plusieurs
types de langages :

> les langages & base de logique, trés expressifs et intuitifs, et relativement adaptés dans le cadre

du partage;

> les langages & base de préférences ceteris paribus, qui offrent une alternative aux langages

logiques relativement élégante et intéressante d’un point de vue cognitif, mais qui ne sont pas
toujours trés pertinents dans le cadre des problémes de partage;

> les langages fondés sur I'indépendance additive généralisée, dont les langages de lots k-additifs

sont étudiés dans le cadre du partage;

> les langages d’enchéres combinatoires, centrés sur I’expression de mises sur des lots.

Nous avons résumé ’ensemble de ces langages dans le tableau (3.1

3.3 Représentation compacte des problémes de partage équitable

Nous avons jusqu’ici dressé un apergu des principaux langages de représentation compacte d’es-
pace combinatoires et de préférences sur ces espaces, et nous avons briévement discuté de la perti-
nence de ces langages dans le cadre des problémes de partage. Nous allons dans cette section nous
appuyer sur ces langages pour définir deux langages de représentation compacte de problémes de
partage équitable.
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Langage H syntaxe type var. binaires
Langages logiques
Dichotomique Lo dichotomique oui
Pareto aB s ordinale oul
Leximin,
discrimin, gBstrat ordinale oui
best-out
Card gB s cardinale oul
Distances aBs cardinale oui
Logique pondérée ngf”ghted cardinale oui
Préférences ceteris paribus
Ceteris Paribus relations entre formules A : > ordinale oui
CP-nets Graphe dirigé, tables de préférences CP ordinale non
Graphe dirigé possédant 3 types d’arcs, .
TCP-nets tables de préférences CP ordinale ot
UCP-nets Graphe dirigé, tables d.e .pJ)références Cp cardinale o
avec des utilités
Additivité généralisée
Additif Utilités u(o) cardinale oui
k-additif Utilités u(m), pour |7| < k cardinale oui
GAl-net Graphe, tables de valuations GAI cardinale non
CSP valué Spécification de contraintes valuées cardinale non
Langages de lots pour les
enchéres combinatoires
OR (m,w1) OR (72, w3) cardinale oui
XOR (m1,w1) XOR (ma, w2) cardinale oui
OR-of-XOR,
XOR-of-OR, Combinaisons de mises OR ou XOR cardinale oui
XOR/OR
ogu}qu(}% pqn/deree Combinaisons loglques ponder/eeis de cardinale ou
généralisée sous-formules logiques pondérées

Tableau 3.1 — Liste des langages de représentation de préférences introduits dans ce

chapitre.
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Comme nous ’avons signalé dans I'introduction du manuscrit, les problémes de partage équitable
n’ont été que rarement — et trés récemment — étudiés sous 'angle de la représentation compacte
(et de la complexité). Le besoin de représentation compacte dans les problémes de partage nait du
dilemme suivant, qui a été formulé par plusieurs théoriciens du choix social. (a) Soit on autorise les
agents & exprimer n’importe quelle relation de préférence sur ’ensemble de tous les sous-ensembles
d’objets, et I'on a a faire face & une représentation exponentiellement large. C’est le point de vue de
|Herreiner et Puppel [2002], qui suppose que les agents ont des préférences linéaires (un ordre strict)
sur l’ensemble p(&), et propose des procédures relativement intéressantes pour traiter avec ce genre
de préférences. Cependant, comme nous ’avons vu dans l'introduction, I’explosion combinatoire liée
a l'expression des préférences rend de telles procédures inutilisables en pratique. (b) La deuxiéme
solution est de limiter de maniére drastique I’ensemble des préférences exprimables, en supposant
typiquement l'indépendance additive entre les objets. C’est la voie suivie par |[Brams et al.| 2003]
et [Demko et Hill, |1998|. Cependant, comme nous ’avons vu dans ce chapitre, il est possible de
concilier les deux approches : c’est 'objectif de la représentation compacte.

Nous allons nous intéresser a la représentation compacte de deux problémes de partage équitable
particuliers, correspondant aux deux visions de l’équité présentées dans le chapitre [Il Le premier
de ces problémes est lié & la propriété d’absence d’envie. L’absence d’envie est une propriété trés
intéressante, mais n’est cependant pas suffisante pour assurer la qualité du partage : il faut un critére
d’efficacité. Nous nous intéresserons donc en particulier au probléme de recherche d’un partage
Pareto-efficace et sans envie. Nous aborderons ce probléme sous l'angle des préférences les plus
simples qui soient, c’est-a-dire les préférences dichotomiques représentées sous forme logique, et en
présence de la contrainte de préemption uniquement. Nous verrons que dans ce cadre, ’absence
d’envie et la Pareto-efficacité s’expriment comme des propriétés logiques simples.

Le second probléme auquel nous allons nous intéresser est le probléme de maximisation d’une
fonction d’utilité collective, lorsque les agents ont des préférences numériques exprimées sous forme
logique. Nous fournirons un cadre de représentation compacte générique pour ce probléme, cadre
dont I'intérét sera d’étre assez expressif pour représenter un large spectre de problémes de partage
de biens indivisibles.

3.3.1 Pareto-efficacité et absence d’envie en présence de préférences dichoto-
miques : représentation logique

Nous allons donc nous intéresser dans un premier temps & la structure de préférences dichoto-
mique (voir définition . Comme nous ’avons vu, une structure de préférences dichotomique
est une structure de préférences ordinale dégénérée, pour laquelle il n’existe que deux niveaux de
satisfaction pour les alternatives : un ensemble de «bonnesy alternatives (noté ¢), et un ensemble
de «mauvaisesy alternatives. Toute bonne alternative est strictement meilleure qu’une mauvaise
alternative ; mais les bonnes alternatives sont indifférentes entre elles, de méme que les mauvaises
entre elles.

Comme nous ’avons vu dans la section [3.2.2.1] il existe une maniére évidente d’exprimer une
structure de préférences dichotomique de maniére compacte sur un ensemble de parts d’un ensemble
d’objets @ : il suffit d’introduire une formule propositionnelle ¢ sur le langage L, tel que Mod(p) =
9.

Exemple 3.13 & = {01,02,03} et 4 = {{01,02},{02,03}}. On peut remarquer que la relation de
préférences = correspondant & cet ensemble ¢ n’est pas monotone. Alors ¢ = (01 A 0oz A —03) V
(—01 A o2 Aog) représente =, de méme que ¢’ = 02 A ((01 A—03) V (—01 A03)), qui est logiquement
équivalente a ¢.
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On peut légitimement se demander quel intérét on peut porter & un langage de représentation
de préférences aussi frustre. Tout d’abord, I’hypothése de dichotomie des préférences est raisonnable
dans un certain nombre de problémes, comme par exemple les problémes pour lesquels les agents ne
désirent qu’un seul objet ou ensemble d’objets. Cependant, I'intérét principal de cette structure de
préférences est «computationnel». Sa relative simplicité permet d’exprimer la plupart des propriétés
ayant trait au partage comme des propriétés logiques, et de se ramener ainsi & des grands problémes
classiques de la logique propositionnelle, comme nous allons le voir. Cependant, malgré la simplicité
de cette structure de préférences et de son langage de représentation compacte associé, nous allons
voir que ce langage concentre toute la complexité du probléme de partage liée a la représentation
compacte, a 'efficacité et & I’absence d’envie : en d’autres termes, il n’est pas plus facile de résoudre
un probléme de partage avec des préférences dichotomiques qu’avec des préférences plus générales
munies de leur langage de représentation compacte raisonnable. La structure de préférences dicho-
tomique et son langage logique associé constituent donc un point d’entrée idéal pour 1’étude de la
complexité de 'existence d’un probléme de partage efficace et sans envie.

Introduisons un résultat facile & obtenir mais utile pour la suite :

Proposition 3.3 Soit =; une structure de préférences dichotomique sur p(0). Alors les affirma-
tions suivantes sont équivalentes :

1. =; est monotone;
2. G est supérieurement clos, c’est-a-dire que . € 4; et ' D . implique que ' € ;.
8. = peut étre représentée dans Ryicho par une formule propositionnelle positive.

Démonstration (1) = (2). Supposons que =; est monotone ; soient . € 4; et ./ D
<. Alors nous avons forcément . =; .7, et donc .’ € ¥; (puisque . € ;).

(2) = (3). Supposons que ¥, est supérieurement clos, et considérons l’ensemble
minc (%) de tous les ensembles de ¢ minimaux pour Uinclusion. Alors la formule ¢; =
\/y’Eminc(%) (/\06,7 0) représente >; pour les raisons suivantes. Pour tout ./ € ¥, il existe
un ensemble .7 € minc(%;) tel que . C .#’. Donc la conjonction correspondante dans ¢
est satisfaite, et donc ¢; est satisfaite. Réciproquement, pour tout ensemble ./ & ¥, il
n’existe aucun . C minc (%) tel que .7 € ./, En conséquence, aucun des cubes de ¢;
n’est satisfait, et donc la formule ¢; est insatisfaite. De plus, ; est clairement une formule
propositionnelle positive.

(3) = (1). Supposons que =; peut étre représentée par une formule propositionnelle
positive ¢;, et soient . et .’ deux ensembles d’objets tels que .¥ C .. Si .¥ € ¥;, alors
tres clairement ./ »=; .. Si . € 4, alors ./ € Mod(y;). Puisque ¢; est positive, alors on
a aussi ' € Mod(p;). En conséquence, .¥" € 4, et donc au final . =; .. A

La donnée des agents, des objets, et des formules logiques représentant les préférences des agents
suffit donc & définir une instance du probléme de partage équitable de biens indivisibles avec pré-
férences dichotomiques. Nous supposerons donc & partir de maintenant que les instances P de ce
probléme sont représentées sous la forme (A7, O, (¢1,...,¢n)) au lieu de spécifier A", O et 'en-
semble des relations de préférence (=1,...,>p).

Soit P = (A, 0,(p1,...,¢,)) un probléme d’allocation avec préférences dichotomiques. Les
formules ¢; impliquent toutes les mémes variables propositionnelles sur &. Dans la suite de la
construction du modeéle, nous allons avoir besoin de différentier les variables entre les formules.
Nous allons donc transposer les préférences des agents dans le langage E%”OC. Plus concrétement,
pour chaque 7 € .4, nous notons ¢; la formule ¢; dans laquelle on a remplacé chaque variable o
par le symbole alloc(o, i).

116 Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage



3.3. Représentation compacte des problémes de partage équitable

Exemple 3.14 Considérons le probléme de partage suivant : A" = {1,2,3}, & = {01,02,03},
w1 = 01V (02 A 03), g2 = 01 et 3 = 01 V 02. Toutes les formules sont positives, et donc les
préférences sont monotones. Par exemple, ¢4 est ’ensemble composé de tous les sur-ensembles de
{01} et tous les sur-ensembles de {02, 03}. Nous avons alors :

¢] = alloc(o1,1) V (alloc(oz,1) A alloc(og, 1));
5 = alloc(oz, 2);
¢35 = alloc(o1, 3) V alloc(oz, 3).

Comme nous ’avons précisé en tout début de section, nous nous limitons pour ce modéle aux
problémes de partage sans autre contrainte que la contrainte de préemption. Cette contrainte
peut bien entendu étre représentée sous forme logique, & 'aide de la formule suivante : I'p =
Noceo /\#j —(alloc(o,1) A alloc(o,j)). En d’autres termes, les seuls partages admissibles sont ceux
qui correspondent a un modele de Allocg, 4 qui satisfait au plus un des alloc(o, i) pour tout o € 0.
Nous pouvons donc associer & toute interprétation M € Mod(I'p) un partage 7 défini simplement
par m; = {x | M F x;}. Cette transformation est clairement bijective, et donc nous pouvons associer
A tout partage 7 une interprétation de Mod(I'p), que nous noterons F(7).

Exemple 3.14.a Reprenons le probleme de partage présenté dans 'exemple [3.14, Par souci de
place, nous abrégerons, dans cet exemple et dans le suivant uniquement, alloc(oy,j) en oJi. Nous
avons :

L’interprétation M telle que M n’instancie que o1, 03 et 0§ & vrai est trés clairement un modéle
de I'p. Ce modéle correspond a 'allocation F~'(M) = 7, avec m; = {01,03}, T2 = @ et 13 = {02}.

3.3.1.1 Absence d’envie

Nous allons maintenant montrer comment le probléme de recherche d’un partage sans envie
peut étre transformé en un probléme de recherche de modéle dans une formule propositionnelle.
Soit gp}f‘i la formule obtenue & partir de ¢} en substituant chaque symbole alloc(o,i) dans ¢}
par le symbole alloc(o,j) : par exemple, si p7 = alloc(o1,1) A (alloc(og,1) V alloc(og, 1)) alors
Pon = alloc(ol,2) A (alloc(oz2,2) V alloc(os, 2)). Remarquons que l'on a bien entendu P =¥

Nous introduisons le lemme suivant, qui est évident mais trés utile :

Lemme 1 Pour tout (i,7), mj € % si et seulement si F(7) F gp}‘.”,

En particulier, lorsque i = j on a m; € %; si et seulement si F(7) F ¢}.

Démonstration Par définition de F, m; € % si et seulement si {o | F(7) F
alloc(o,j)} € ¥, c’est-a-dire {o | F(7T) F alloc(o,j)} F ;. Cette derni¢re relation est
équivalente & {alloc(o,i) | F(7) F alloc(o,j)} F ¢}, et enfin a {alloc(o,j) | F(7) F
alloc(o,j)} F ©}); par definition de o7, Nous pouvons donc en déduire le résultat. A

A l’aide de ce lemme, nous pouvons maintenant exprimer la propriété d’absence d’envie comme
une propriété de satisfiabilité d'une formule logique :
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Proposition 3.4 Soit P = (AN, 0, (¢1,...,¢n)) une instance du probléme de partage avec préfé-
rences dichotomiques sous forme propositionnelle, et soient ‘P;u la formule et F' la bijection définis
ci-avant. Soit :

Ap= A v | A-ej

i=1,m i#i
Alors T est sans envie si et seulement si F'(T) F Ap.

Démonstration Soit 7 une allocation. 7 n’est pas sans envie si et seulement s’il
existe une paire d’agents (i, j), avec ¢ # j, telle que m; >; m;, c’est-a-dire m; € 4; et m; € 94,
ce qui est & son tour équivalent & F(7) F 7 et F(7) ¥ ¢f d’aprés le lemme [1} Donc 7
est sans envie si et seulement si F(7) F Ap. A

La recherche d’allocations sans envie peut donc se ramener & un probléme de recherche de
modeéles : {F~Y(M) | M ETp AAp} est ensemble des allocations sans envie pour P. Remarquons
bien que I'> A Ap a une taille polynomiale (précisément, quadratique) en la taille des données
d’entrée. Cette remarque est importante pour les résultats de complexité du chapitre

Comme nous Pavons déja fait remarquer, rechercher un partage sans envie (sans requérir aucune
autre propriété sur le partage) n’est pas trés intéressant, car une telle allocation existe toujours : il
suffit de considérer le partage qui donne une part vide & tous les agents. Cependant :

> le probléme de déterminer s’il existe une allocation sans envie vérifiant une propriété don-

née exprimable par une formule logique de taille polynomiale (par exemple la propriété de
complétude du partage) peut se réduire & un probléme de satisfiabilité ;

> le probléme de recherche (resp. de décompte) de tous les partages sans envie se raméne & un

probléme de recherche (resp. de décompte) de tous les modeéles de la formule Ap A I'p.

Exemple 3.14.b Revenons sur le probléme de 'exemple Nous avons :

Ap = [(0] V (05 Aog)) V (=(0F V (03 A 03)) A—=(03 V (03 A 03)))]
A [0f V(o1 A —03)]
A [(0% Vo3)V (—(o] Vo3) A—(of Vo3))]
MOd(F'P A AP) = {{Oé}v {0.f1$> Og}v {Og? O%}v {Og}a {03}7 {Og}> @}
I y a donc 7 allocations sans envie, qui sont les suivantes : (o3,—,—), (03,—,02), (—,03,02),
(—=,03,—), (—,—,02), (—,—,03) et (—,—,—). Notons qu’aucune d’entre elles n’est sans envie.

3.3.1.2 Partages efficaces

De maniére similaire & la propriété d’absence d’envie, la propriété de Pareto-efficacité peut étre
traduite en une propriété logique. L’expression logique de cette propriété requiert la définition de
la notion de sous-ensemble maximal (-consistant d’un ensemble de variables.

Définition 3.31 Soient A = {«a1,...,am} un ensemble de formules et 3 une formule. ¥ C A
est un sous-ensemble maximal B-consistant de A si et seulement si (a) N\ N\ [ est consistant et
(b) il neziste aucun ensemble /" tel que ¥ C " C A et NS N[ est consistant (satisfiable).
Soit MaxCons(A, ) Uensemble de tous les sous-ensembles mazimauz [3-consistants de A. Nous
noterons de plus MaxCons(A) l'ensemble de tous les sous-ensembles mazimauz-consistants de A,
c’est-a-dire l'ensemble MaxCons(A,T).
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Proposition 3.5 Soit P = (AN, 0, (¢1,...,¢n)) un probléme de partage. Soit p = {¢},..., ¢k}
. Alors T est Pareto-efficace pour P si et seulement si {¢F | F(7) E ¢!} est un sous-ensemble
maximal I'p-consistant de ®p.

Démonstration Soit 7 une allocation. Soit Sat(7) I'ensemble des agents satisfaits
par 7, c'est-a-dire, d’apres le lemme , ensemble {i | F(7) F ¢}}. Pour tout i € Sat(7T),
F(7) E ¢} par définition de Sat(7T), et F(7) F I'p par définition de F(7). Donc F(7) F
Tp AN{pr | i€ Sat(T)} = Tp AN{¢f | F(T) E ¢}, En conséquence A{¢} | F(T) E
o} ANT'p est consistant.

Par définition, 7 est Pareto-dominé si et seulement s’il existe une allocation 7’ telle
que Sat(7') 2 Sat(7). En conséquence, si 7 est Pareto-dominé, il existe un sous-ensemble
consistant .# C ®p (correspondant a {p} | F(7') E ¢!}) tel que {¢f | F(7) F ¢} C ..
De plus, puisque 7' est un partage, A% A 'p est consistant.

Réciproquement, soit . C ®p tel que {¢f | F(7) F ¢} € % et NS ATp est
consistant, et soit M un modéle de A\.# A I'p. Par définition, 7' = F~1(M) est une
allocation bien définie (car M est un modeéle de ®p), et 7/(i) € ¥ pour tout ¢} € ..
Puisque {¢} | F(7) F ¢f} C .7, on a Sat(7') 2 Sat(7). Donc 7 est Pareto-dominé. A

Ce résultat simple suggeére que les partages efficaces peuvent étre calculés a partir de I’ensemble
de formules logiques ®p du probléme, plus précisément en calculant les sous-ensembles maximaux
I'p-consistants de ®p ; nous les appellerons {.71,...,.%,;}. Pour chaque .7}, soit M; = Mod(\ .%; A
I'p) et soit M = UL M;. Alors F~1(M) est 'ensemble de toutes les allocations efficaces pour
®p. On peut remarquer qu’il y a en général un nombre exponentiel de sous-ensembles maximaux
I'p-consistants de ®p (et donc en conséquence un nombre exponentiel de partages efficaces). Cette
affirmation peut étre néanmoins tempérée, car (a) il y a en pratique de nombreux cas pour lesquels
le nombre de sous-ensembles maximaux consistants est faible; (b) on ne cherche généralement pas
toutes les allocations efficaces; si I’'on n’en cherche qu’une seule, elle peut étre trouvée par calcul
d’un sous-ensemble maximal I'p-consistant de ®p.

Exemple 3.14.c Dans l’exemple les sous-ensembles maximaux I'p-consistants de ®p
sont A1 = {¢], 05}, S = {o], 5} et A = {5, 05} N1 ATp n’a quun seul mo-
dele : {alloc(oz2,1),alloc(og,1),alloc(o1,2)}. A% AT'p a deux modeles : {az,alloc(oz,3)} et
{alloc(o02,1), alloc(os, 1), alloc(01,3)}. A 3 AT'p a un seul modéle : {alloc(oq,2), alloc(oz,3)}.
En conséquence, les quatre allocations efficaces pour P sont ({02,03},{01},—), ({o1},—,{02}),
({o2,03}, —, {o1}) et (—,{o1},{02}). Aucune d’entre elles n’est sans envie.

3.3.1.3 Partages efficaces et sans-envie

Rassemblons maintenant toutes les notions introduites. Puisque les partages sans envie cor-
respondent aux modéles de Ap et que les allocations efficaces correspondent aux modéles des
sous-ensembles maximaux ['p-consistant de ®p, la propriété 'existence d'un partage efficace et
sans-envie (EEF pour Efficient and Envy-Free) est équivalente a la condition suivante : il existe un
sous-ensemble . mazimal T'p-consistant de Op tel que \ & ANT'p A Ap est consistant. Dans ce cas,
les modéles de cette derniére formule correspondent aux partages EEF. De maniére intéressante, il
s’agit d’une instance d’un probléme connu dans le domaine du raisonnement non-monotone :

Définition 3.32 Une théorie des défauts supernormale’ est un couple D = (B,A) avec A =
{ag,...,an}, tel que aq, ..., et B sont des formules propositionnelles. Une formule proposi-

"Les défauts «supernormaux» sont aussi appelés «défauts normaux sans prérequis» (voir par exemple [Reiter)
1980])
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tionnelle 1) est une conséquence sceptique de D, ce qui est noté D VY 1), si et seulement si pour

tout .7 € MaxCons(A,B) on a NS NG FE .

Une théorie des défauts est un cadre logique dédié a la modélisation de taches de raisonnement
du type «lois générales a exceptionsy. De maniére informelle, I’ensemble des défauts supernormaux
correspond a un ensemble de formules logiques, que nous tenons pour vraies si rien ne nous en
empéche. Le G de la théorie est une formule logique qui est appelée un «faity», tenu pour vrai. Sa
présence nous ameéne 4 nous interroger sur I’ensemble des formules de notre base de croyance A
qui sont cohérentes avec le fait. Les sous-ensembles maximaux [-consistants de A sont les sous-
ensembles maximaux dans notre base de croyance que le fait ne «remet pas en cause». La question
de l'inférence sceptique correspond donc a déterminer si l’on peut déduire une formule & partir du
fait G et en changeant le moins possible I’ensemble de nos croyances.

Le lien avec ’absence d’envie et Defficacité dans les problémes de partage n’est pas évident. Et
pourtant, nous avons la proposition suivante :

Proposition 3.6 Soit P = (AN, 0,(¢1,...,¢n)) une instance du probléme de partage équitable
avec préférences dichotomiques. Soit Dp = (I'p, ®p). Alors il existe un partage efficace et sans
envie pour P si et seulement si D |7 =Ap.

Démonstration Soit P = (A, 0, (¢1,-..,¢n)) une instance du probléme de partage
équitable avec préférences dichotomiques. Soit 7 une allocation Pareto-efficace et sans
envie, et .~ = {¢} | F(7) F ¢;}. Alors F(7) F Ap d’aprés la proposition [3.4 Nous
avons aussi F(7) F . par définition de ., et donc F(7) F \.# A Ap, ce qui prouve
que A\ A Ap, ou en d’autres termes, que A % F =Ap. De plus, . est un sous-ensemble
maximal I'p-consistant de ®p d’aprés la proposition . Ainsi . € MaxCons(®p,I'p),
et N ATp # —Ap, ce qui implique (I'p, ®p) L7 —=Ap par définition de [£Y.

Réciproquement, supposons que (I'p, ®p) %V - Ap. Alors il existe un ensemble .¥ €
MazCons(®p,T'p) tel que A ATp A Ap a un modele M. D’apres la proposition [3.5]
F~Y(M) est un partage Pareto-efficace (puisque M est un modéle de A .7 AT'p), et d’aprés
la proposition F~1(M) est sans envie (puisque M est un modéle de Ap). A

Ce lien plutdt inattendu avec le raisonnement non monotone a de nombreuses implications.
Tout d’abord, les allocations EEF correspondent aux modéles de A% A T'p A Ap avec ¥ €
MaxzCons(®p,I'p). Cependant, ’ensemble MaxCons(®p,I'p) peut étre exponentiellement large,
ce qui nous dissuade de commencer par calculer les allocations efficaces et de filtrer ensuite celles qui
ne sont pas sans envie, et plaide plutot en faveur du calcul des allocations EEF en une seule passe,
en utilisant des algorithmes issus du raisonnement a base de défauts. Ainsi, le partage équitable
peut éventuellement bénéficier du travail algorithmique sur la logique des défauts et sur des do-
maines connexes tels que la révision des croyances. De plus, les critéres alternatifs pour la sélection
des extensions en raisonnement a base de défauts (tels que la cardinalité, les poids ou les priorités)
correspondent & une alternative & la propriété d’efficacité dans les problémes de partage.

3.3.1.4 Conclusion sur le probléme avec préférences dichotomiques

Nous avons donc introduit dans cette sous-section un langage de représentation compacte dédié
a la représentation compacte d’un probléme de partage de biens indivisibles avec des préférences
dichotomiques. Ce langage est fondé sur la définition d’une instance comme un ensemble d’agents,
un ensemble d’objets et un ensemble de formules logiques. Dans ce cadre, les propriétés d’absence
d’envie et de Pareto-efficacité s’expriment de maniére logique, ce qui nous a permis de dresser un
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paralléle intéressant entre le probléme d’existence d’un partage Pareto-efficace et sans envie et le
probléme d’inférence sceptique en raisonnement des défauts. Ce paralléle sera a la base de ’analyse
de la complexité de ce probléme, que nous effectuerons au chapitre

3.3.2 Un langage générique pour le probléme de partage de biens indivisibles

Le précédent langage que nous avons introduit était dédié & la représentation compacte de
propriétés ordinales du partage telles que la Pareto-efficacité et ’absence d’envie. Les préférences
dichotomiques se prétaient bien a cette modélisation : d’une part ce sont les structures de préférence
ordinales les plus basiques, d’autres part, elles se prétent bien & la représentation compacte par le
biais de la logique propositionnelle, et enfin, comme nous le verrons au chapitre suivant, elles per-
mettent d’aborder de maniére simple le probléme de la complexité liée & la représentation compacte,
a l’absence d’envie et & la Pareto-efficacité.

Nous allons maintenant nous intéresser a la définition d’un langage générique pour représenter les
problémes de partage de biens indivisibles. L’objectif de ce langage est d’étre intuitif et expressif.
Nous allons nous fonder pour sa définition sur ’ensemble des notions introduites au chapitre
notamment sur la définition générique d’'une instance du probléme de partage de biens indivisibles
(voir la définition [1.37)).

Le langage de représentation compacte que nous allons introduire ici est fondé sur :

> une représentation logique des contraintes d’admissibilité ;

> des agents ayant des préférences numériques exprimées sous la forme de formules pondérées ;

> une modélisation welfariste du bien-étre social, c’est-a-dire & 'aide d’une fonction d’utilité

collective.

Ce langage de représentation a été décrit en détails dans [Fargier et al.l 2004a; Bouveret et al.,
2005ayb]. 11 est fondé sur les mémes éléments de base que dans la définition , c’est-a-dire :

> un ensemble fini d’agents A" = {1,...,n};

> un ensemble fini d’objets &, de taille p .

De méme, on définit toujours un partage comme un vecteur 7 = (71,...,7T,), ou m; C O est la
part de ’agent 1.

3.3.2.1 Contraintes

Dans le chapitre[I], nous avons supposé que la spécification des alternatives admissibles se faisait
a 'aide d’'un ensemble de contraintes, définies — dans la définition — comme un ensemble de
tuples de 0™. Nous avons vu dans ce chapitre qu’il existait un moyen simple de représenter un tel
ensemble, par le biais de la logique propositionnelle et du langage .C“ﬁ”"c. Nous spécifierons donc dans
notre langage ’ensemble des partages admissibles a 1’aide d’un ensemble de contraintes exprimées
sous forme logique :

Définition 3.33 (Contrainte, partage admissible) Une contrainte est une formule de L“ﬁ”“.

L’ensemble des partages admissibles vis-a-vis d’un ensemble de contraintes € exprimées comme
des formules de LY est l'ensemble of = {7 |VC € €, h™1(7) E C}, avec h la bijection introduite

dans la preuve de la proposition [3.1] page [84)

Ce langage permet de représenter de maniére compacte la plupart des contraintes usuelles :

> La contrainte de préemption globale s’exprime comme un ensemble de nx (n—1) xp contraintes
(ou comme une contrainte unique, comme nous I'avons vu dans le langage dédié aux préfé-
rences dichotomiques) : V(i, j,0) € A2 x O tels que i # j, —(alloc(o,i) A alloc(o, j)).
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> Une contrainte d’exclusion sur un ensemble d’objets .#,.. s’exprime comme un ensemble de
n contraintes : Vi € A", =\, alloc(o,i).
> Plus généralement, on peut exprimer facilement des contraintes de dépendance entre les
objets a l'aide de formules logiques générales. Par exemple, —alloc(oq,i) V (alloc(oy,i) A
(alloc(oz,i) V alloc(os,i))) exprime le fait que si un objet o1 est attribué a l’agent 4, alors
cet agent doit recevoir I'un des objets o2 et os.
S’il est facile d’exprimer la plupart des contraintes usuelles dans ce langage de représentation,
il est en revanche difficile (et, de maniére générale, impossible) de représenter des contraintes de
volume de maniére compacte dans ce langage. De telles contraintes pourraient bien entendu étre
représentées par un ensemble de contraintes d’exclusion, mais une telle traduction peut nécessiter
un nombre de contraintes exponentiel en p. Lors de notre analyse des classes de complexité dans
le chapitre [4], nous nous autoriserons ponctuellement ’extension de ce langage de représentation de
contraintes permettant I’expression de contraintes de volume. Nous introduirons la méme extension
dans l'implantation informatique du modele, présentée dans le chapitre [6]

Ce langage d’expression de contraintes améne une autre remarque, liée & la nature des contraintes
elle-méme. Nous avons défini la notion de contrainte comme un sous-ensemble de ’ensemble des
partages admissibles, autorisant ainsi la définition de contraintes s’appliquant spécifiquement a
des agents. Il est naturel de s’interroger sur la pertinence de cette définition, alors que la plu-
part des contraintes naturelles s’appliquent de maniére homogéne a tous les agents (par exemple,
des contraintes physiques ou légales interdisant I’attribution simultanée de deux objets au méme
agent s’appliquent probablement & tous les agents), et donc pourraient étre exprimées de maniére
plus naturelle et plus compacte sur le langage L4, et non sur ’ensemble des partages possibles,
langage pour lequel 'expression de telles contraintes nécessite l'introduction de n contraintes (ou
d’une contrainte impliquant une conjonction de taille n) identiques au numéro agent preés (voir par
exemple l'expression d’une contrainte d’exclusion ci-dessus). Nous avons cependant fait le choix
d’une plus grande expressivité en autorisant I’expression de contraintes s’appliquant spécifiquement
& certains agents, sachant que ce choix, s’il implique une représentation légérement moins compacte
que si nous avions exprimé des contraintes sur l’ensemble des lots, n’entraine pas une augmentation
exponentielle de la taille de la représentation, et plus généralement, n’entraine pas d’augmentation
de la complexité du probléme de partage.

3.3.2.2 Demandes pondérées et préférences individuelles

L’espace des alternatives étant défini, il nous faut maintenant spécifier la maniére dont les agents
expriment leurs préférences. Dans la modélisation que nous avons choisie, qui s’inspire du welfarisme,
les préférences des agents sont représentées par des fonctions d’utilité. Il reste & préciser comment
sont construites ces fonctions d’utilité.

Parmi les langages de représentation de préférences présentés ci-avant, le langage Rieighted @
base de buts pondérés (définition fournit un bon compromis entre la concision, la puissance
d’expression, et l'utilisation intuitive. Nous considérerons donc que les préférences des agents sont
exprimées sous la forme d’une base de buts pondérée sur le langage propositionnel Ly fondé sur
I’ensemble d’objets. Nous limiterons cependant le langage & l'agrégation des demandes satisfaites,
et nous ne prendrons donc pas en compte les demandes non satisfaites.

Définition 3.34 (Demande pondérée) Une demande pondérée est un couple § = (p(5),w(d)),
avec :
> @(0) une formule de Lg,
> w(d) € Yind, 0 (Yind, =ind, D) est un espace de valuation ordonné par =;nq, et dont la loi @
respecte toutes les conditions de la définition [1.12
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L’ensemble des demandes pondérées de l'agent i est noté A;.

Par la suite, nous ferons I’hypothése de monotonie des préférences individuelles (voir défini-
tion a la page [26), vis-a-vis de la loi & et de Pordre »;nq, c’est-a-dire telles que V(m,7'),
7 C 7' = u(m) X u(r’). Concrétement cela revient & restreindre les ensembles A; aux demandes §
telles que ¢(8) € L et w(d) est un poids positif, c’est-a-dire tel que Va € ¥4, a ® w(8) =ina a.

Tout comme dans le langage de la définition [3.18] le calcul de I'utilité d’un agent est effectué
par agrégation des poids des demandes satisfaites. Les définitions suivantes décrivent de maniére
plus précise le processus de calcul de 'utilité individuelle d'un agent & partir de la part qu’il regoit.

Définition 3.35 (Valeur de satisfaction d’une demande) Soient m un ensemble d’objets et ¢
une demande pondérée. On dira que 0 est satisfaite par 7 si et seulement si m F (). La valeur de
satisfaction de 0 vis-a-vis de w est définie comme suit :

w(d) si 0 est satisfaite par T,

o(9,m) = { 1 stnon.

Définition 3.36 (Utilité individuelle) Etant donnés un agent i, son ensemble de demandes pon-
dérées A\;, et sa part m;, l’utilité individuelle de l’agent i est définie comme suit :

uz(m) = @ 0(6, 7Ti).

deA;

La loi ® sera appelé fonction d’agrégation individuelle.

Commentons cette définition. Premiérement, elle implique que la satisfaction d’'un agent ne
dépend que de ce qu’il recoit. Nous pouvons donc écrire u1(7) = w;(m;). La croissance des demandes
vis-a-vis de la loi @ signifie que le fait de satisfaire une demande ne peut jamais avoir un impact
négatif (sur la satisfaction d’un agent), la commutativité de la loi @ implique que I’ordre dans lequel
sont faites des demandes n’est pas significatif, et ’associativité de cette méme loi (due au fait qu'il
s’agit d’une loi interne binaire) permet de calculer I'utilité d’un agent de maniére simple, et ce méme
quand ’ensemble des demandes est énorme.

Le choix le plus évident pour la fonction d’agrégation @ qui apparait dans la définition [3.36] est
@ = +; cependant, il peut y avoir des raisons, dans certains cas, de choisir & = max. Premiérement,
@ = max est appropriée dans les cas oil les agents ne veulent pas plus d'un objet. Bien entendu,
de telles fonctions d’utilité pourraient étre exprimées en utilisant @& = 4+, mais leur expression
serait bien moins compacte. De plus, certains problémes ont une complexité moindre avec ® = max
qu’avec @ = +, comme nous allons le voir au chapitre[d Deuxiémement, dans certains cas, les agents
ne veulent pas (ou ne peuvent pas) exprimer leurs préférences numeériquement, et en conséquence
sont plus enclins & exprimer des listes de priorité. Dans ce dernier cas cependant, il serait peut-étre
plus judicieux d’utiliser un espace ¥;,q vectoriel, et d’utiliser un préordre leximax pour comparer
les vecteurs des poids des formules satisfaites.

3.3.2.3 Utilité collective

Tout comme dans le modéle introduit au chapitre [1| fondé sur la théorie de l'utilitarisme, la
comparaison des partages se fait sur la base des profils d’utilité et de 1'utilité collective déduite de
ces profils d’utilité.
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Définition 3.37 (Utilité collective) Soient .4 un ensemble d’agents et T un partage. L’utilité
collective des agents vis-a-vis du partage T est définie comme suit :

ue(T) = g(ur (7T, ..., un (7)),

avec g une fonction de V!, dans V', espace de valuation ordonné par =, non décroissante par rapport
o chaque composante, c’est-a-dire telle que :

/
V(Ul, sy Ug—15 Uy Uit 15 - - - ,’I,Ln) € %Zd et \V/UZ Zind Ug,

/
g(ul, vy Ug—1, Uyy Ut 1,5 - - - ,Un) = Q(Uh ceey Ug—1, Ugy Uit 1y - - -,Un)~

Notons que cette définition générique autorise toutes les fonctions d’utilité a valeurs réelles
introduites dans le chapitre [1} mais permet aussi de représenter de maniére explicite des ordres de
bien-étre social tels que 'ordre leximin, en choisissant ¥ = ¥, . ===(crimin, €t g = Id. Notons de
plus que la généricité de la fonction g autorise en particulier toutes les fonctions d’utilité collective
a droits exogeénes inégaux, introduites au chapitre [2]

L’utilité collective associée & un partage admissible 7 est donc calculée par deux agrégations
successives : agrégation des poids des demandes individuelles en utilités individuelles, puis agrégation
des utilités individuelles en utilités collectives :

0'(5171,7T1) e ... & 0(51,m17771) > ul(ﬂl)
. T : : : ~ ue(T) = glur(m), .o un(mn)),

0(0n1,m) @ ... & (Onmn.Tn) ~ Up(my)

avec bien entendu m; désignant le nombre de demandes de ’agent .

3.3.2.4 Probléme de partage de biens indivisibles générique

Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires a la définition d’une instance du probléme
de partage de biens indivisibles générique dans notre langage de représentation compacte :

Définition 3.38 (Instance du probléme de partage de biens indivisibles générique)

Une nstance du probleme de partage de biens indivisibles générique est un tuple
(AN, 0, (A1, ..., A, C, (Vind, Zind, D), (¥, =), 9) , ot :

A ={1,...,n} est un ensemble fini d’agents ;

O un ensemble fini d’objets ;

A; C L}Z X Yina €st un ensemble fini de demandes pondérées pour chaque agent i ;

€ C L%loc est un ensemble de contraintes ;

(Yind, Zind, ®) est la structure de valuation individuelle, vérifiant les conditions de la défini-
tion[1.19, avec @ la fonction d’agrégation individuelle ;

(¥, =) est la structure de valuation collective, avec g la fonction d’utilité collective.

v VvV VvV V V

v

Définition 3.39 (Solution du probléme de partage) Une solution du probléme de partage est
un partage admissible T .

Lutilité collective associée o une solution 7 du probleme de partage est calculée par double
agrégation des poids des demandes et des utilités individuelles :

u(@) =g | P o6,m),..., P o(6,m)

LJYAN| 0€A,
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3.3.2.5 Traduction des problémes d’enchéres combinatoires

Il est naturel de se demander dans quelle mesure il est possible de représenter de maniére concise
dans notre cadre générique les problémes de partage classiques que sont les problémes d’enchéres
combinatoires, représentés de maniére compacte a 1’aide des langages de lots (OR, XOR et autres
langages dérivés). En fait, il est possible d’utiliser notre cadre générique sans perte de concision
pour représenter des problémes typiques des enchéres combinatoires, ce qui rend ce modéle encore
plus intéressant :

Proposition 3.7 Toute instance du Winner Determination Problem dans les enchéres combina-
toires, pour laquelle les préférences sont exprimées & l'aide du langage OR ou XOR peut étre traduite
en une instance équivalente de notre probléme de partage de biens indivisibles de taille polynomiale
en la taille de l'instance initiale.

Par «équivalente», nous entendouns le fait que toute solution optimale initiale du Winner Deter-
mination Problem est une solution optimale (maximisant 1'utilité collective) de notre probléme de
partage, et vice-versa.

Démonstration Soit Por = (MoRr, Oor, (A1,0R, - - -, An,0or)) une instance du Win-
ner Determination Problem dont les mises sont exprimées dans le langage OR. Pour chaque
mise atomique (7rf , wf ) dans A; or, nous introduisons un objet supplémentaire a{ qui nous
servira, & empécher qu’un agent ne recoive i la fois l'utilité de deux mises dont les lots
correspondants ont une intersection non vide.

L’instance Por est traduite en une instance PrBr =
(AN, 0, (A1,....,0.),C, (Vind, Zind, B), (¥, =,),g) du probléme de partage de biens
indivisibles, o :

> N = NOR;

> 0= 00orU UiGJV, (n} w))eAior @

> Vi, Ay = {{af A /\ok@rg ok, wj) | (], w]) € Ajor}

> E = {—alloc(oziil,i) /\alloc(ozgz,i) lie AN, (wfl,wgl) SAVH (WfQ,ng) €A et 7751 N

7sz'2 7& @} U Cpreempt ;

> <7/ind> Zinds @> = <R+’ =, +> )

> <7/7 i7> = <R+7i> )

B og: (Ut ..., up) — Yo U

Il est clair que Pppr peut étre obtenue & partir de Ppogr en temps polynomial. Nous
avons maintenant & prouver que toutes les solutions optimales de Popr correspondent a des
solutions optimales de Pppr et vice-versa.

j.
7 ?

Soit 7 or une solution optimale du Winner Determination Problem associé & Por, et
pour tout ¢ € 47, soit #; une partition de m; or qui satisfait #; = argmax Z w)
W partition de m; oRr P
Tmew
(en d’autres termes, la partition #; sélectionne I'ensemble des mises de I’agent i dont les
valeurs vont contribuer a I'utilité de cet agent). Alors I'allocation 7 de Pppgr telle que Vi,
T = Ti,0 RUUH v ] est admissible. En effet, puisque les #; sont des partitions, T satisfait
les contraintes d’exclusion de %, et bien stir aussi la contrainte de préemption. De plus, on
o oz . — — — —
peut vérifier aisément que pour tout agent i, u;(7) = w; (7T or), et donc u.(7) = u.(ToRr)
par définition des opérateurs d’agrégation de Ppp;.
Maintenant supposons qu’il existe une solution 7’ de Ppp; telle que u.(7T") > u (7).
Soit alors 7 lallocation de Pog telle que toute part ., d'un agent i correspond
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a la part 7 restreinte & Oppg. Pour chaque agent i, ensemble ¥#; = U T est
7 tel que ag en)
une partition de ). Donc l'utilité individuelle de i dans Popr est supérieure ou égale a

ZHGW! wlj = u}, I'utilité individuelle de I'agent i dans Ppps. Nous avons donc uc(?’OR) =

uc(7"), donc ue (7l g) > uc(T) (avec Ihypothese de départ que u.(7') > u.(7)), et donc

finalement u.(7 ) > uc(T or), ce qui contredit le fait que 7 o est une solution optimale
de Pog. Cela prouve au final que 7 est une solution optimale de Pppg;.

A D'inverse, la construction d’une solution de Pogr & partir d’une solution 7 de Pppr
peut se faire en projetant 7 la premiére sur I'ensemble @ppr. La preuve est relativement
similaire & ce qui précéde, donc nous ’omettrons.

En ce qui concerne le langage XOR, on peut vérifier aisément que le remplacement
de 'opérateur d’agrégation individuel & = + par @ = max dans la réduction précédente
permet d’appliquer cette méme réduction a une instance du Winner Determination Problem
pour laquelle les préférences des agents sont exprimées dans le langage XOR. Pour cette
réduction, I'introduction des objets Ozg n’est méme pas nécessaire, car 'opérateur max se
charge de rendre les lots mutuellement exclusifs pour le calcul de l'utilité individuelle des
agents. A

La proposition a pour conséquence directe le fait qu’il est possible de traduire en temps et
espace polynomiaux toute instance du probléme d’enchére combinatoire dont les préférences des
agents sont exprimées dans tout langage dérivé des langages OR et XOR (OR-of-XOR, OR*, OR
/ XOR, etc.) en une instance de notre modéle. En effet, il suffit de traduire dans un premier temps
les mises des agents dans le langage OR* ([Nisan), |2000] nous confirme que cette traduction peut se
faire en n’utilisant qu’un nombre polynomial d’objets factices), puis de traiter ces mises de la méme
maniére que pour la traduction détaillée dans la preuve de la proposition

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons mis en valeur le phénoméne d’explosion combinatoire et défini
quelques notions ayant trait a la représentation formelle compacte d’un espace d’alternatives com-
binatoire (autrement dit, des contraintes restreignant ’ensemble des alternatives admissibles), et
des préférences sur cet espace. Nous avons ensuite présenté une vue d’ensemble des langages de
représentation compacte classiques utilisés dans la littérature, d’une part pour la représentation des
contraintes d’admissibilité de ’espace des alternatives, et d’autre part pour la représentation des
préférences des agents sur cet espace.

Nous avons enfin appliqué ces notions & la représentation compacte de deux problémes de par-
tage de biens indivisibles. Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés a la représentation
compacte du probléme de partage de biens indivisibles avec des préférences dichotomiques, et nous
avons montré que les propriétés d’absence d’envie et de Pareto-efficacité pouvaient s’exprimer sous
forme logique. Dans un deuxiéme temps, nous avons défini un cadre formel de représentation com-
pacte dédié au probléme de partage de biens indivisibles tel que nous I’avons introduit au chapitre
dans la définition [1.37] Ce cadre formel est fondé sur une représentation logique des contraintes d’ad-
missibilité et des préférences des agents. Il s’inspire de la théorie du welfarisme pour 'agrégation
de ces préférences.

La suite logique de ce travail sur la représentation compacte des problémes de partage de biens
indivisibles est ’analyse de leur complexité théorique. Nous nous pencherons sur cette question dans
le chapitre @] Le chapitre [f] sera quant a lui consacré aux aspects algorithmiques liés au calcul de
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solutions optimales au sens du bien-étre social, dans le cas particulier de 'ordre de bien-étre collectif
leximin.
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Chapitre 4
Complexité du probleme de partage

Comme nous I’avons vu au chapitre précédent, I'introduction de la représentation compacte dans
les problémes de partage est un moyen remarquable de concilier la concision et I'expressivité dans
la spécification des contraintes et des préférences. Cependant, ’emploi d’un langage d’expression
compacte pose une question cruciale : celle de la complexité du probléme de partage spécifié de
cette maniére. Jusqu’ici, les aspects liés & la complexité théorique des problémes de partage n’ont
été majoritairement étudiés que dans deux contextes précis : celui des enchéres combinatoires, et
celui de la négociation [Endriss et Maudet), |2004; (Chevaleyre et all [2004; |Dunne et al., 2005|. En
revanche, la complexité du probléme de partage équitable de biens indivisibles n’a jusqu’a ce jour
jamais été étudiée a notre connaissance, sauf dans [Lipton et all 2004], qui traite de 'existence
de schémas d’approximation pour le probléme de minimisation de ’envie dans une instance du
probléme de partage avec préférences additives.

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser en détail & la complexité des deux problémes in-
troduits dans le chapitre précédent. Le premier probléme est 1ié & la recherche de partages efficaces
et sans envie en présence de préférences dichotomiques exprimées sous forme logique et sans autre
contrainte que la contrainte de préemption. Le second probléme concerne la maximisation de I'utilité
collective, définie comme 'agrégation des utilités individuelles elles-mémes définies par des formules
logiques pondérées, le tout en présence de contraintes exprimées sous forme logique. Ces résultats
ont été publiés respectivement dans [Bouveret et all 2005alb| et [Bouveret et Lang) 2005].

Nous supposerons dans ce chapitre que les notions de base de la théorie de la complexité sont
connues du lecteur, ainsi que quelques-unes des classes de problémes les plus courantes. L’annexe [A]
rappelle quelques notions et définitions de base nécessaires a la compréhension du chapitre; on
pourra de méme consulter avec profit les ouvrages de référence tels que [Papadimitriou) [1994; Garey
et Johnson| 1979|.

4.1 Existence d’une allocation efficace et sans-envie

4.1.1 Complexité du probléme EEF avec préférences dichotomiques
4.1.1.1 Le probléme général

Intéressons nous a la complexité du probléme d’existence d’une allocation Pareto-efficace et sans
envie, tel qu’il a été défini dans la section et que nous noterons [EEF EXISTENCE]. Nous
avons vu dans la proposition de la page que Pexistence d’un partage Pareto-efficace et sans
envie dans ce langage pouvait se ramener au complémentaire d’un probléme d’inférence sceptique en
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logique des défauts. La complexité de ce probléme est bien connue |[Gottlob,1992] : il est M5-complet.
Cela a pour implication immédiate que le probléme d’existence d’un partage Pareto-efficace et sans
envie est dans ¥5. Nous allons maintenant démontrer que ce probléme est complet pour cette classe,
ce qui est moins évident, et ce, méme si les préférences sont monotones. Afin de prouver la difficulté
du probléme, nous utiliserons la restriction suivante du probléme d’inférence sceptique :

Probléme 2: [RSI] (Restricted Skeptical Inference)

INSTANCE : Un ensemble de formules propositionnelles A = {aq,...,an}.
QUESTION : Tous les ensembles maximaux-consitants de A contiennent-ils oy 7

Proposition 4.1 Le probléme [RSI] est N5-complet.

Démonstration L’appartenance a M5 vient facilement du fait que le probléme [RSI]
est une restriction du probléme d’inférence sceptique général, pour laquelle la formule ¢
a inférer est simplement aq. La difficulté vient du fait que pour chaque instance (A, 3,1))
du probléme d’inférence sceptique on a (A, 3) ¥ 4 si et seulement si ({¢} U A, B) b7 1,
si et seulement si ({t) A B} U{a1 AB,...,an A B}, T) ¥ 9, si et seulement si tous les
sous-ensembles maximaux (-consistants de {¢,aq,...,a,} contiennent v, ce qui est une
instance de [RSI]. A

Proposition 4.2 Le probléme [EEF EXISTENCE] qui consiste a déterminer s’il existe un partage
efficace et sans envie pour une instance donnée P du probléeme de partage avec des préférences
monotones dichotomiques sous forme logique est ¥5-complet.

La difficulté sera prouvée a 1’aide de la réduction suivante depuis le probléme [RSI] (le probléeme
complémentaire de [RSI], c’est-a-dire, existe-t-il un sous-ensemble maximal consistant de A qui ne
contient pas aj ?) vers le probléeme [EEF EXISTENCE]. Etant donné un ensemble fini A de formules
propositionnelles, on notera par la suite VA = Var(A) l'ensemble des symboles propositionnels
apparaissant dans A. Soit P(A) = (A, 0, Pp(a)) V'instance suivante de [EEF EXISTENCE] :

1. /" ={1,2,...,n+3};

2. O={vi|veVaicl.nju{¥|veVpicl.nju{x|icl.n+1}U{y};

3. pour tout ¢ = 1,...,n, soit F; la formule obtenue & partir de a; par la séquence d’opérations
suivante : (i) mettre oy sous forme NNF (soit o le résultat) ; (ii) pour tout v € Va, remplacer,
dans o/, chaque occurrence (positive) de v par v' et chaque occurrence de —v par i B; est la
formule obtenue. Alors :
> pouri=1,...,n, ¢; =B Ax,
> eart = ((Avevs (N V) V (N 99)) AxnHL) vy,
> ©nt2 =Y,
> Ynt3 = P1.

Nous allons maintenant prouver la proposition a l'aide de plusieurs lemmes.

Lemme 2 Une allocation T pour P est dite réguliére si et seulement si pour tout i < n + 3,
m C o(i), o

> pour tout i <n, o(i) = Uyey, v, ¥} U{x'}

> U(n + 1) = UVGVA,izl,...,n{Vi’ ‘_’i} U{XnJrlv y} ;

> o(n+2) = {y}.

> o(n+3)=o(1).

Etant donnée une allocation T, soit maintenant © % définie par 7TzR =mNo(i). Alors
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— ) Y
1. TR est régqulicre ;

— . . —
2. T est efficace si et seulement si T est efficace ;

R

3, st T est sans envie (llO?”S 7T est sans envie.

Démonstration L’affirmation (1) est évidente. Pour tout i, aucun des biens qui ne
sont pas dans o(7) n’a d’influence sur la satisfaction de i (puisque ces biens n’apparaissent
pas dans ¢;), donc 7 ~; m;, d’ott I'on peut déduire (2). Les formules ; étant positives, les
relations de préférence >; sont monotones, donc on a 7; >=; TI'JR pour tout (i, ). Maintenant,
si 7 est sans envie, alors pour tout (4, ) on a m; =; 7§, donc 7rlR ~i T T ﬂf et donc

T est sans envie, d’olt (3). A

Lemme 3 Si lallocation T est régulicre alors

~

1 ne peut envier que n+ 3;

2. n+ 3 ne peut envier que 1;

3. 2,...,n nenvient personne ;

4. n+ 1 ne peut envier que n + 2 ;
5

. n+ 2 ne peul envier que n + 1 ;

Démonstration Tout d’abord, remarquons que pour tout ¢, j # 4, ¢ envie j si et
seulement si m; F —p; et m; F ;.

1. Soient i = 1 et j € {2,...,n,n + 2}. Si 1 envie j, alors x! € 7;. 7 étant réguliére,
x! ¢ m;, donc ¢ ne peut envier j.

2. Puisque ¢p+3 = ©1, la méme affirmation est valable pour n + 3.

3. Spient i€{2,...,n} et jF#i Siienviejalorsm; F (A x!, ce qui est impossible car
x! ¢ mj, a cause de la régularité de 7.

4. Supposons que n+1 envie j pour j € {1,...,n,n+3}. Alors mj F ¢p41. Puisque 7 F y
est impossible (car 7 est réguliére), on a m; F </\VevA (A v v (AL, \_Ii)) AxPTL

n+1

. . . . . —_ - . a
donc m; Ex ce qui est impossible aussi, puisque 7 est réguliére.
J ’ ’

5. Soient i =n+2et j € {1,...,n,n+3}. Siienvie j alors m; Fy, ce qui est impossible
puisque 7 est réguliére. A

Lemme 4 Soit 7 une allocation réquliére satisfaisant n + 1 et n + 2 et laissant 1 et n + 3 non
satisfaits. Soit M () Uinterprétation sur Va obtenue a partir de T par la transformation suivante :
pour tout v € Vo, M(T) E v (c’est-a-dire v € M(7T)) sin+ 1 regoit ¥1,..., ", et M(T) F v
sinon, ¢’est-a-dire sin+1 recoit vi,... v®. Alors T est efficace et sans envie seulement si M () i
aq.

Démonstration Soit 7 une allocation réguliére satisfaisant n + 1 et n + 2. Puisque
T satisfait n+2, y € m,42. De plus, 7 satisfait n -+ 1 sans lui attribuer y, en conséquence,
pour tout v, n + 1 recoit soit tous les vi soit tous les ¥'. Cela prouve que notre définition
de M(7) est bien fondée.

Maintenant, supposons que 7 est efficace et sans envie, et supposons que M (7) F «ay. 11
est possible de satisfaire I'un des deux agents 1 et n+ 3 sans qu’aucun agent j ¢ {1,n+ 3}
ne soit 1ésé, et ce en lui donnant {x'} UJF' | M(7) E -vI)u U | M(7T) E vi).
Alors, puisque 7 est efficace, cette allocation doit satisfaire au moins I'un des deux agents
1 et n + 3. Elle ne peut pas les satisfaire tous deux simultanément (a cause de x1). Ainsi,
seul I'un de ces deux agents est satisfait par 7, provoquant donc I'envie de I’autre. Cela
contredit I'hypothése d’absence d’envie de 7, ce qui prouve au final que M(7)F a;. A
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Lemme 5 Pour toute interprétation M sur Va, définissons ©M € p(O)" par :
> pour touti € 1,...,n, 7™M = {v‘\MlZv}U{v‘\MlZﬂv}U{x‘}
l>7rn+1—{xn+1}U{V1|M|:vz—1 YUV | ME=vi=1,...,n};

={y}
> 7['7%3 =a.

Alors :

1. TM est une allocation bien définie et réquliére qui satisfait n+1 et n+2;

. M(TMYy = M (M(TM) est obtenu a partir de T de la méme maniére que dans le lemme ;

2
3. pour tout i € 1,...,n, ™M satisfait i si et seulement si M E oy ;
4. TM est efficace si et seulement si M satisfait un sous-ensemble mazimal consistant de A.

Démonstration 1. On peut aisément vérifier que 7 n’attribue pas le méme objet

a plus d'un seul individu, et que 7M™ peut seulement donner i chaque agent i un
ensemble d’objets inclus dans o(7). Ainsi, ¢’est une allocation bien définie et réguliére.
Cette allocation satisfait de maniére évidente n 4+ 1 et n + 2.

2. Si M E v alors ) | contient {¥ | i=1,...,n} et donc M(7M)E v. Le cas M F —w
est complétement similaire.

3. Soit i € 1,...,n. Puisque M donne x' a I'agent i, 7™ satisfait 4 si et seulement si
F(mM) E B;, ce qui est équivalent & M F «.

4. On peut déduire du point 3 le fait que {i | TM satisfait i} = {i | M F oy }U{n+1,n+2}
(de maniére évidente, n + 3 n’est pas satisfaite). De plus, puisque les préférences sont
dichotomiques, un partage 7 est efficace si et seulement si ’ensemble des individus
qu’il satisfait est maximal pour 'inclusion. Ainsi, @M est efficace si et seulement si
M satisfait un sous-ensemble maximal consistant de A. A

Lemme 6 Soit ™ une allocation régulicre et efficace qui satisfait n + 1 et n + 2. Alors M(7T)
satisfait un sous-ensemble mazximal consistant de A.

Démonstration I’allocation 7 est réguliére et satisfait n+1 et n+2, donc de maniére
évidente mp40 = {y} et d’ apres le lemme [4] M (7) est bien définie. Nous allons maintenant
considérer l'allocation 7@ M(%) deﬁmj a partir de 7 de la méme maniére que dans les
lemmes précédents. Nous avons ﬂﬁ/i(f) = {xu{v | M(7T)E vIUu{¥ | M(7T)E
v} = {x“*l} U{vi | {vh o vRY Cma JU{F | {FY, ..., 92} C oy} Puisque n+ 1 est
satisfait par 7 , Tn+1 doit contenir {xn+1} d’ou nous pouvons affirmer que ﬁﬂ/ﬁl ) C Tpy1-

Soit i € {2,...,n}. Puisque l'allocation 7 est réguliére, nous avons m; C o(4). Pulsque

M(T) est une allocatlon compléte par définition, et réguliére d’aprés le lemme ) C

ZM( ™y n+(1 ) Puisque 71']‘/1(1? M(7)
(7

M

ﬂl

) C Tp41 nous avons o(i) C m, U a1, et donc m; C

3 3

.

) U g1 7T étant une allocation, nous avons bien entendu m; N Tpty1 = &, d’olt
; C 7TM( ).

T étant réguliére, nous avons m U, 43 C o(1)Uo(n+3). Puisque o(1) = a(n+3), cette

derniére inclusion se raméne a m1Um,13 C o(1). De plus, nous avons (1) C W{V 17 )Uﬁrjﬁ(lﬂ U

M(?) . N . ) )
s pour des raisons similaires & celles que nous avons évoquées pour i € {2,...,n}, ce

n
M(7 M(7T . M(7T N .
qui se raméne, grace a +(1 ™) ¢ Tnt1 €t m, (577) =@,a0(l) Cm ™y Tn+1, €t, a l'aide
M —__
de m1 N my41 = &, nous déduisons l'inclusion 71 U w43 C ) (Tr).
Nous pouvons désormais prouver que 7™ (%) est efficace. Puisque les préférences sont

. . . =4
monotones, tous les individus sauf n + 3 satisfaits par 7 sont satisfaits aussi par 7 M(7)

M7 ))

2

(puisque Vi #n + 3, m; C m,
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> Sin + 3 n'était pas satisfait par 7, alors nous pouvons immeédiatement déduire que

En conséquence, w

Ty () est efficace.

Si n + 3 était satisfait par 7, supposons que TMT) pest pas efficace. Dans ce cas,

il existe une allocation 7' telle que Vi, ®M(T) satisfait ¢ implique que 7' satisfait
i et il existe un j particulier (j # 1) tel que 7' satisfait j et TM(™) pe satisfait
pas j. Clairement, 7' satisfait 1 (puisque c’est le cas pour ?M(?)), donc j #n+3
(car satisfaire simultanément 1 et n 4 3 est impossible). Considérons 'allocation 7"
déduite de 7’ par simple échange des parts de 1 et n + 3. Nous avons, pour tout
i€{2,...,n+2}, 7 satisfait i implique wM(7) satisfait i implique a son tour 7’
satisfait ¢ implique enfin 7" satisfait i. Nous avons aussi 7 satisfait n + 3 et ne

satisfait pas 1, ce qui est la méme chose pour 7. Ainsi 7 satisfait 4 implique 7"
satisfait i pour tout 4. De plus, 7" satisfait j € {2,...,n+2} (le méme j que ci-avant)

y —
alors que ce n’est pas le cas pour TM (™) et done ce n’est pas le cas non plus pour 7.
— -, . . . N
Cela prouve que 7 est Pareto-dominé, ce qui est contradictoire avec les hypothéses.

N
M(7T) egt efficace, d’ott nous pouvons conclure avec le lemme (point

4), que M(7) satisfait un sous-ensemble maximal consistant de A. A

Lemme 7 Toute allocation efficace et sans envie pour P(A) satisfait n+ 1 et n+ 2, et laisse 1 el
n + 3 insatisfaits.

—

Démonstration Supposons que 7 ne satisfait pas n+1; alors y ¢ m,41. Maintenant,
Siy € Tpyo alors n+1 envie n+2. Siy € 7,42 alors 7 n’est pas efficace, car si 'on donnait
y a n + 2 on le satisferait et cela conduirait a une meilleure allocation que 7 .

Maintenant, supposons que 7 ne satisfait pas n + 2, c’est-a-dire que y ¢ m,492. Si
y € Tpq1 alors n+2 envie n+1. Si y & 7,41 alors encore une fois 7 n’est pas efficace, car
si I'on donnait y & n + 1 on le satisferait et cela conduirait & une meilleure allocation que

.

En ce qui concerne les agents 1 et n 4+ 3, on peut remarquer que puisqu’ils ont des
préférences identiques, toute allocation sans envie doit soit les satisfaire tous les deux, soit
les laisser tous deux insatisfaits. Puisqu’ils ne peuvent étre simultanément satisfaits (& cause
de x1), tout partage sans envie doit les laisser tous deux insatisfaits. A

Lemme 8 S’il existe une allocation EEF, alors il existe un sous-ensemble mazimal consistant de
A qui ne contient pas .

Démonstration Soit 7 une allocation efficace et sans envie. D’aprés le lemme [2| 77
est réguliére, efficace et sans envie. D’aprés le lemme , T satisfait n+1 et n+2 et laisse 1
et n + 3 insatisfaits. Alors d’aprés le lemme @, M (") satisfait un sous-ensemble maximal
consistent de A, et d’apreés le lemme 4, M (7T F) & a;. Ainsi {o; € A | M(TF®) E oy} est
un sous-ensemble maximal consistant de A et ne contient pas ;. A

Lemme 9 S’il existe un sous-ensemble mazimal consistant de A qui ne contient pas o alors
eriste une allocation EEF.

Démonstration Supposons qu’il existe un sous-ensemble . maximal consistant de A
qui ne contient pas a1, et soit M un modeéle de /\@Ey . D’aprés le point 4 du lemme ,

=
TM est efficace.

D’aprés le point 1 du lemme [5| I'allocation 7'M est réguliére ; donc d’aprés le lemme ,
=M

™

n + 1 n’envie pas n + 2 et (iv) n + 2 n’envie pas n + 1. Par définition de 7

est sans envie si et seulement si (i) 1 n’envie pas n + 3, (ii) n + 3 n’envie pas 1 (iii)
=M =M
Y
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satisfait pas n+ 3, donc (i) est vérifie. D’apreés le point 3 du lemme [5) M ¥ «; implique que

7TM ne satisfait pas 1, en conséquence (ii) est aussi vérifié. Finalement, d’aprés le point 1
du lemme 4, n+ 1 et n + 2 sont satisfaits par 7™ et donc (iii) et (iv) sont vérifiés. Ainsi,
TM est sans envie. A

Nous avons désormais réuni tout le matériel nécessaire pour prouver la proposition :

Démonstration (Proposition D’aprés les lemmes 8] et @], I’existence d’un sous-
ensemble maximal consistant de A qui ne contient pas oy et I’existence d'un partage efficace
et sans envie pour P(A) sont équivalents. Clairement, P(A) est calculée en temps polyno-
mial. Ainsi, P est une réduction polynomiale de [RSI] vers [EEF EXISTENCE], ce qui montre
la Zg—difﬁculté de ce dernier probléme, et finalement sa Zg—complétude. A

Un corollaire évident a cette proposition est que le résultat de X5-complétude est valable pour
des preférences dichotomiques générales (non nécessairement monotones) :

Corollaire 1 Le probléme [EEF EXISTENCE] pour des préférences dicholomiques générales sous
forme logique est ¥5-complet.

4.1.1.2 Restrictions sur le langage

La complexité élevée du probléme général a pour conséquence qu’il peut étre intéressant de
s’intéresser aux restrictions et aux variantes de ce probléme pour lesquelles cette complexité peut
décroitre. Nous allons analyser trois types de restrictions intuitives du probléme [EEF EXISTENCE],
définies respectivement :

> en fixant le nombre d’agents, et plus précisément en restreignant le probléme au cas ot il n’y

a que deux agents;

> en imposant des préférences identiques pour tous les agents;

> en restreignant la syntaxe des buts des agents, en limitant leur expression & certaines sous-

classes de formules propositionnelles (par exemple les clauses, les cubes, ...).

Contrairement au probléme général [EEF EXISTENCE], la complexité de ces restrictions est
potentiellement sensible au fait que les préférences soient monotones ou non.

Préférences identiques Considérons tout d’abord le cas pour lequel les agents ont des préfé-
rences dichotomiques identiques, c’est-a-dire que toutes les formules ¢; sont identiques.

Proposition 4.3 Le probléme [EEF EXISTENCE] avec n préférences identiques monotones dicho-
tomiques est NP-complet. Ce résultat reste valable pour un nombre fizé d’agents n > 2.

Démonstration Si les préférences sont identiques, tout partage sans envie doit sa-
tisfaire soit tous les agents, soit aucun d’entre eux. Maintenant, si les préférences sont
monotones, il est toujours possible de satisfaire au moins un agent (en lui donnant tous
les objets). En conséquence, une allocation est EEF si et seulement si elle satisfait tous les
agents. On peut clairement vérifier en temps polynomial qu’une allocation donnée satisfait
tous les agents, d’ou ’appartenance & NP.

La difficulté vient d’une simple réduction depuis le probléme [SET SPLITTING] :
Probléme 3: [SET SPLITTING]

INSTANCE : Une collection C' = {%7,...,%,} de sous-ensembles d'un ensemble fini .7
QUESTION : Existe-t-il une partition (%7, %%) de . telle qu’aucun des sous-ensembles
de C n’est entiérement contenu ni dans .%] ni dans %% 7
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Soit (C,.7) une instance de [SET SPLITTING], et soit P(C,.#) l'instance suivante de
[EEF EXISTENCE] :

Agents : 2 agents,
Objets : un objet o(a) par élément a € .,
Préférences : 1 = 92 = AgcoVaeg 0(a) (et comme & laccoutumée ¢y =

Az.cc Vaes, alloc(o(a), k)) : chaque agent désire au moins un objet de
chaque ensemble.

Il est facile de voir que §'il existe au moins une partition (.#1,.%%) de (C,.¥) qui véri-
fie les conditions du probléme [SET SPLITTING], il est possible de trouver une allocation
qui satisfait les deux agents, en leur donnant respectivement o(.#]) et o(.#2). Réciproque-
ment, supposons qu’il existe une allocation efficace et sans envie 7, alors cette alloca-
tion doit satisfaire les deux agents. Soit (.71,.%) = (0~ !(m),0 ! (m2)). Supposons qu’il
existe un ¢; € C tel que 6; C %1 ou 6 C ¥ (disons par exemple €; C .#1). Alors
Vauew, alloc(o(a), 2) est faux, ce qui falsifie 3, ce qui est contradictoire avec 'hypothese
initiale. En conséquence (.%1,.%%) est une partition de (C,.%) qui vérifie les conditions du
probléme [SET SPLITTING].

Cette réduction est clairement polynomiale, d’ou la NP-difficulté du probleme [EEF
EXISTENCE] avec 2 agents ayant des préférences dichotomiques identiques et monotones.
A

Contrairement & la proposition la proposition .4 est sensible & la monotonie des préférences.

Proposition 4.4 Le probléme [EEF EXISTENCE] avec n préférences identiques dichotomiques est
co-BHa-complet. Ce résultat reste valable pour un nombre fizé d’agents n > 2.

Démonstration Si les préférences sont identiques, tout partage sans envie doit satis-
faire soit tous les agents, soit aucun d’entre eux. Maintenant, soit ¢ la formule représentant
les préférences d'un agent (bien entendu ¢ est identique pour tous les agents). Si ¢ est
satisfiable alors il est possible de satisfaire au moins un agent. Dans ce cas, une alloca-
tion 7 est EEF si et seulement si 7 satisfait tous les agents. Si ¢ n’est pas satisfiable,
alors toute allocation est EEF. En conséquence, il existe un partage EEF si et seulement si
| AN ¢} est satisfiable ou ¢ ne l’est pas. Cela prouve I'appartenance a co-BH».

La difficulté est montrée par une simple réduction depuis [SAT-OR-UNSAT]. Soit (¢, )
une paire de formules propositionnelles qui sont supposées (sans perte de généralité) n’avoir
aucune variable en commun. Nous pouvons transformer cette paire de formules en 'instance
du probleme [EEF EXISTENCE] définie comme suit :

Agents : 2 agents;

Objets : 2 objets o et o par variable propositionelle o apparaissant dans ¢, un objet
p par variable propositionnelle p apparaissant dans v, et un objet y;

Préférences : o1 = oo = V'V (yA1), ont ¢ désigne la formule ¢ dans laquelle chaque
variable o a été remplacée par o’.

1. Supposons que ¢ n’est pas satisfiable, mais que ¥ lest (ce qui correspond a une
instance négative de [SAT-OR-UNSAT]). Alors il est possible de satisfaire au moins un
agent en lui donnant y et les objets o correspondant aux variables instanciées & vrai
dans le modeéle de 1. Cependant, il n’est pas possible de satisfaire le deuxiéme agent
simultanément, car ¢ n’est pas satisfiable (et en conséquence ¢’ ne 'est pas non plus),
et le premier agent a déja pris y. En conséquence, il n’y a pas de partage EEF dans
ce cas.
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2. Supposons maintenant que ¢ est satisfiable ou bien v ne 'est pas (ce qui correspond

a une instance positive de [SAT-OR-UNSAT]). Il y a deux cas :

> est satisfiable. Dans ce cas, peu importe que 1 soit satisfiable ou pas, il est possible
de satisfaire les deux agents en satisfaisant simultanément ¢ pour le premier d’entre
eux et ¢’ pour le second. En conséquence il y a une allocation EEF.

> @ et 1 sont tous deux non satisfiables (rappelons que le cas ¢ insatisfiable et
satisfiable est déja couvert par le point 1). Dans ce cas, il est clairement impossible
de satisfaire un agent, et donc l’allocation vide est efficace et sans envie.

En conséquence, il existe une allocation EEF si et seulement si ¢ est satisfiable ou 4 ne
I'est pas, ce qui prouve la proposition. A

Deux agents Nous pouvons constater que pour les deux résultats précédents, la difficulté du
probléme subsiste méme si le nombre d’agents est fizé (supérieur a 2). Les choses sont différentes avec
la proposition [d.2] pour laquelle la difficulté chute lorsque l'on fixe le nombre d’agents. Littéralement,
nous avons le résultat suivant :

Proposition 4.5 Le probléme [EEF EXISTENCE] pour deux agents avec des préférences monotones
dichotomiques est NP-complet.

Démonstration La NP-difficulté est un corollaire de la proposition L’apparte-
nance a NP est obtenue comme suit. Soit (¢1,¢2) la paire de formules représentant les
préférences des agents, ol 1, 9 sont toutes deux positives. Les formules I', A, ainsi que
les formules ¢} sont définies comme précédemment (voir section , de méme que F(7)
pour toute allocation 7. L’allocation 7 est efficace si et seulement si soit (a) elle satisfait
les deux agents, soit (b) elle ne satisfait qu’un seul des deux agents, et I' A p] A @5 est
insatisfiable, soit (c) il est impossible de satisfaire méme un seul agent, c’est-a-dire que ¢
et 9 sont toutes deux insatisfiables. Le cas (c) est impossible car ¢ et @9 sont positives.
En outre, 7 est sans envie si et seulement si F' (?) E A. En conséquence, 7 est EEF si et
seulement si soit (a) F(7) E T A i A s, soit (b) F(T) E T A (0} V) AA. En consé-
quence, il existe une allocation EEF si et seulement si (I' A o A 3) V (I' A (07 V ©3) AA)
est satisfiable, d’ou ’appartenance & NP. A

Proposition 4.6 Le probléme [EEF EXISTENCE] pour 2 agents avec des préférences dichotomiques
est co-BHa-complet.

Démonstration La preuve d’appartenance est fondée sur la réduction suivante vers
[SAT-OR-UNSAT]. Soit P une instance du probléme EEF avec 2 agents ayant respectivement
les préférences ¢ et ¢o. Nous transformons cette instance en une instance (¢, ") de [SAT-
OR-UNSAT], définie comme suit (la formule I' est définie comme & l’accoutumée) : ¢ =
(CA@T A3V (01 A—p2) V (mp1 A pa) et Y = (p1 V p2). Nous allons montrer que v est
satisfiable ou ¢/’ est insatisfiable si et seulement s’il existe une allocation EEF pour P.

1. Supposons que v est non satisfiable, mais que 1)’ ’est. Puisque 9 est non satisfiable,
aucun partage valide ne peut satisfaire les deux agents (car I' A ¢ A ¢} est non satis-
fiable). Nous pouvons donc déduire que toute allocation efficace satisfait exactement
un agent. Puisque (o1 A —2) V (mp1 A p2) n'est pas satisfiable, Mod(¢1) = Mod(p2)
(en d’autres termes ¢ et o sont logiquement équivalents). Soit 7 l’allocation qui
satisfait I'agent 1 (le cas est similaire avec 'agent 2), F(7) F 7, et donc F(7) P31
Puisque F(7) i ¢34 (car il est impossible de satisfaire les deux agents), F(7) & A
et donc 7 n’est pas sans envie. D’ou le fait qu’aucune allocation efficace n’est sans

envie : en d’autres termes, il n’existe aucune allocation EEF.
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2. Supposons maintenant que 1) est satisfiable ou 1)’ ne 'est pas.
> 1)/ n’est pas satisfiable. Ce cas peut étre élucidé facilement, car aucun des deux
agents n’est satisfiable. Dans ce cas, toute allocation est efficace et sans envie.
> @ et ¢ sont toutes deux satisfiables. On peut distinguer deux cas :

o I' A1 A o est satisfiable. Dans ce cas, il y a une allocation, correspondant au
modeéle de I' A1 Ao, qui satisfait les deux agents. Cette allocation est clairement
EEF.

e 1 A —pg est satisfiable, mais T' A ¢1 A w2 ne Vest pas (le cas avec p2 A 7 est
similaire). Dans ce cas, il n’est pas possible de satisfaire les deux agents simul-
tanément. Cependant, puisque 1 est satisfiable, il est possible d’en satisfaire au
moins un, et, comme dans le point 1, toute allocation efficace satisfait exactement
un agent. Puisque ¢ A~ est satisfiable, il existe un modeéle de ¢ qui n’est pas
un modéle de 9. L’allocation correspondant & ce modéle est telle que 'agent 1
est satisfait et 'agent 2 ne ’est pas, mais ’agent 2 ne peut pas envier ’agent 1.

Cela montre finalement la correction de la réduction, qui est clairement polynomiale.
La difficulté vient directement de la proposition A

Restrictions sur le langage propositionnel Dans les résultats précédents, nous n’avons fait
aucune hypothése spécifique sur les formules exprimant les préférences des agents, excepté (par-
fois) leur positivité, correspondant a la propriété de monotonie. Cependant, si nous restreignons
I’ensemble des formules propositionnelles possibles, cela peut éventuellement faire décroitre la com-
plexité du probléme [EEF EXISTENCE]. Nous allons nous pencher sur deux restrictions naturelles du
langage propositionnel : dans le premier cas, nous restreignons ’ensemble des formules a I’ensemble
des clauses, et dans le second cas nous limitons les formules propositionnelles & ’ensemble des cubes.
Ces restrictions correspondent intuitivement a deux types de problémes réels.

> Le cas on les préférences des agents sont représentées par des clauses correspond & un type de
problémes pour lesquels les objets sont regroupés en classes, et chaque agent ne désire qu’un
seul objet par classe. On peut prendre ’exemple d’ensemble de patients en attente d’une greffe
de rein. Chaque patient ne désire qu’un seul rein, mais parmi les reins disponibles il se peut
qu’il y en ait plusieurs qui soient compatibles avec un méme agent.

> Le cas o les préférences des agents sont représentées par des cubes correspond au type de
problémes pour lesquels chaque agent a besoin d’un unique ensemble d’objets. On peut citer
par exemple le cas de problémes pour lesquels les agents construisent ’objet qu’ils désirent
a partir d’'un ensemble de composants matériels (ou virtuels) basiques : I’ensemble des ob-
jets correspond aux composants basique; et le cube représentant la préférence d’un agent
correspond & l'objet construit qu’il désire.

Ces restrictions sur les formules propositionnelles font effectivement chuter la complexité du
probléme [EEF EXISTENCE]. Dans le cas de la restriction aux clauses d’objets, cela a méme pour
effet de rendre le probléme polynomial.

Proposition 4.7 Le probléme [EEF EXISTENCE] pour des agents ayant des préférences dichoto-
miques restreintes auz clauses d’objets peut étre résolu en temps polynomial.

Démonstration Nous allons tout d’abord introduire deux hypothéses supplémen-
taires, et montrer que la complexité du probléme ne décroit pas sous ces deux hypothéses.
(1) Nous supposons tout d’abord que les préférences des agents sont monotones. Si I'un des
agents a des préférences non monotones, cela signifie qu’il y a un littéral négatif dans sa
clause. En conséquence, si on lui donne une part vide, on le satisfait sans léser un autre

Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage 137



Chapitre 4. Complexité du probléme de partage

agent. Un tel agent peut donc étre retirée du probléme sans modifier la complexité. (2)
Nous supposons de méme que chaque agent désire au moins un objet. Si 'un des agents a
une clause vide en tant que but, cela signifie qu'il ne peut étre satisfait, quelle que soit la
part qu’il recoit. En conséquence, on peut le retirer du probléme sans que cela ne change
quoi que ce soit. Dans la suite de la preuve, nous nous limiterons donc aux problémes qui
vérifient les conditions (1) et (2).

La preuve est fondée sur le résultat suivant, que nous allons commencer par démontrer :
lorsque les préférences des agents sont des disjonctions d’objets vérifiant les hypotheses (1)
et (2), une allocation est Pareto-efficace et sans envie si et seulement si elle satisfait tous
les agents. L'implication < est immédiate. Afin de prouver I'implication =, il nous faut
remarquer qu’'un agent est satisfait si et seulement si il recoit au moins un objet de sa
clause. Maintenant, considérons une allocation 7 telle qu'il existe un agent i qui n’est pas
satisfait par 7. Alors soit il est possible de le satisfaire sans léser un autre agent, et dans
ce cas, T n'est pas Pareto-efficace, soit ce n’est pas possible parce que chaque objet de la
disjonction de ¢ a été donné & un autre agent qui le désire vraiment. Dans ce dernier cas,
I'agent i envie ces autres agents, et 7 n’est donc pas sans envie.

En conséquence, la recherche d’une allocation Pareto-efficace et sans envie se raméne a
la recherche d’une allocation qui donne & chaque agent un objet qu’il désire. Ainsi, toute
instance P du probléme [EEF EXISTENCE] peut étre réduite en une instance du probléme
de couplage maximal ([MAXIMAL MATCHING], voir probléme [L1] page dans un graphe
bipartite Gp défini comme suit : un nceud par agent d’un cété, un nceud par objet de 'autre,
et un arc entre un noeud-agent ¢ et un noeud-objet o si et seulement si o apparait dans la
clause de 'agent i. On peut vérifier facilement qu’il existe une allocation Pareto-efficace
et sans envie si et seulement g’il existe un couplage de taille n dans Gp. Le probléme de
couplage peut étre résolu en temps O(nm) [Ford et Fulkerson, [1962], o m est la taille de
la plus grande disjonction, ce qui prouve la proposition. A

Maintenant, nous allons nous intéresser au cas ou les préférences des agents sont des cubes

d’objets. De maniére peu surprenante, ce cas est plus difficile que le précédent, sans toutefois dépasser
les limites de NP.

Proposition 4.8 Le probléme [EEF EXISTENCE] pour des agents ayant des préférences dichoto-
miques restreintes auz cubes d’objets est NP-complet. Ce résultat reste valable si nous nous restrei-
gnons en plus aux préférences monotones.

Démonstration La preuve est organisée comme suit. Tout d’abord, nous allons prou-
ver I'appartenance & NP sans aucune hypothése sur la monotonie des préférences. Dans un
deuxiéme temps, nous montrerons la NP-difficulté dans le cas monotone.

Introduisons tout d’abord deux notations supplémentaires. Nous noterons Obj™ (i)
(resp. Obj~ (7)) 'ensemble des objets apparaissant comme littéraux positifs (resp. négatifs)
dans le cube de I’agent i. Soit 7 une allocation. 7 sera dite minimalement réguliére si pour
tout 4, soit m; = Obj* (i), soit m; = &. Pour une allocation donnée 7, nous noterons 7 M~
l'allocation minimalement réguliére qui lui correspond, c’est-a-dire 1’allocation telle que
pour tout i, 7MF = @ si Obj* (i) € m;, et #ME = Obj* (i) si Obj* (i) C ;. Nous noterons
aussi Sat(m) 'ensemble des agents satisfaits par 7 : Sat(7ME) = {i | #ME = Obj*(i)}),
et All(7) = U;e; mi (Uensemble des objets alloués).

Nous avons le résultat suivant :

Lemme 10 Soit T une allocation. Nous avons :

> TME est minimalement réguliére ;
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> Sat(7) C Sat(7ME) ;

> Si 7 est Pareto-efficace, alors ©ME est aussi Pareto-efficace.
Démonstration > Pour tout agent i, TMF = @ ou 7ME = Obj* (i) par

définition de TME. Donc TME

> Soit 7 une allocation, et soit i un agent. Si i est satisfait par 7, alors
Obj* (i) C m; et Obj~ (i)Nm; = @. Par définition de 7 M % nous avons 7TMR
Obj (i), et donc nous avons encore Obj™ (i) C m; et Obj~ (i) Nm; = &, donc
'agent i reste satisfait par 7 M%. Cela prouve que Sat(7) C Sat(7TMR).

> Supposons que T est Pareto-efficace, et supposons qu’il existe un partage
7' qui Pareto-domine 7%, Alors nous avons Sat(7) C Sat(7ME) C
Sat(7'), ce qui contredit le fait que 7 est Pareto-efficace. Cela prouve le

troisieme point. A

est minimalement reguhere.

Lemme 11 Une allocation minimalement régulicre ™M est Pareto-efficace si et seule-

ment s’il n'existe aucun agent i tel que (a)i & Sat(7TME) et (b) Obj*t (i) N Al(TME) = &.

Démonstration Soit 7 ™ une allocation minimalement réguliére. Supposons
qu’il ex1ste un i tel que i € Sat(mME) et Objt (i) C 0\ All(7TME). Alors I'allo-
cation 7' telle que Vj # i 7'(j) = TME(j) et 7' (i) = Obj*(i) est bien définie
(puisque ObjT (i) est contenu dans I’ensemble des objets non alloués pour 7MR),
et Pareto- domlne TME (puisque tous les agents satisfaits par TME sont aussi
satisfaits par 7/, et l’agent 7 est maintenant satisfait par 7’ alors qu’il ne I'était
pas par 7 ME),

Réciproquement, supposons que 7 n’est pas Pareto-efficace, et soit 7/ une
allocation Pareto-efficace qui Pareto-domine 7M. Alors d’aprés le lemme
T'ME est Pareto-efficace et Pareto-domine également 7ME. Pour tout i €
Sat(FME) 7ME = MR — Obj* (i) puisque ces allocations sont toutes deux
mlnlmalement réguliéres, et chaque agent satisfait par wME est aussi satisfait par
T'ME_ De plus, il existe un j ¢ Sat(7TME) tel que 7Tj = ObjT(j). Puisque

All(TMEY = Uzes(zt(_WR) Obj T (i) et puisque 7T/MR € 0\ Uiesar(wmr) Obj* (i),
nous avons Obj*(j) € €\ All(TME), ce qui prouve au final le lemme. A

MR

Les deux lemmes fournissent une procédure pour veérifier si une allocation 7 donnée
est Pareto-efficace. Tout d’abord, on calcule 7™M (ce qui peut étre fait en temps polyno-
mial). D’apres le lemme Sat(7) C Sat(7ME). Si I'inclusion est stricte (c’est-a-dire si
Sat(7) C Sat(7wMR)), alors T n’est de toute évidence pas Pareto-efficace, puisque 7 M#
Pareto-domine cette allocation. Sinon, vérifier si 7 est Pareto-efficace revient a vérifier si
T ME ost Pareto-efficace, ce qui revient, selon le lemme a n tests d’inclusion d’ensembles.
En outre, vérifier que 7 est sans envie est toujours polynomial. D’ott 'on peut déduire que
le probléme est dans NP.

Nous allons maintenant montrer la difficulté du probléme en se concentrant sur les
préférences monotones (c’est-a-dire telles que Obj~ (i) = @ pour tout 7). La preuve de
complétude va nécessiter deux lemmes supplémentaires.

[ppe— . P
Lemme 12 Soit © une allocation. Supposons que les agents ont des préférences mono-
tones. Si T est sans envie, alors TMR est sans envie.

Démonstration Soit 7 une allocation. D’aprés le lemme Sat(T) C
Sat(TME). Soit i € Sat(TME). On a M C 7;, ce qui montre que i € Sat(rw),
parce que nous traitons de préférences monotones. Maintenant supposons que
'agent i envie Pagent j dans 7M. Alors i n’est pas satisfait par 7™M, et donc
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MR
n’est pas satisfait non plus par 7. Puisque Tt Comj et pulsque les préférences de
I agent 1 sont monotones, 'agent ¢ va contlnuer d’envier j dans 7. En conséquence,
si 7 est sans envie, alors 7 ME P’est aussi. A

Un corollaire important de ce lemme est que lorsque nous nous restreignons aux cubes
monotones, I'existence d'une allocation Pareto-efficace et sans envie est équivalente & 'exis-
tence d’une allocation minimalement réguliére Pareto-efficace et sans envie. En conséquence,
nous pouvons restreindre notre probléme d’existence aux allocations minimalement régu-
lieres.

Lemme 13 Soient i et j deux agents différents (nous supposons toujours que les agents
ont des préférences monotones). Alors : (il existe une allocation minimalement réguliére
TME telle que Uagent i envie l'agent j) si et seulement si (ObjT (i) C Obj*(5)).

—MR

Démonstration Soit 7 une allocation minimalement réguliére. Supposons

que i envie j. Alors clairement i n’est pas satisfait mais j l'est; d’ou 7ME(j) =
Obj™(j). Puisque i envie j, nous avons donc directement Obj* (i) C Obj™(j).

Réciproquement, supposons que Objt (i) € Obj*t(j). Alors 'allocation 7
qui attribue Obj™(j) a 'agent j et rien aux autres agents est trés clairement mi-

nimalement réguliére, et elle est aussi clairement telle que ¢ envie j. A

MR

Introduisons maintenant le probléme NP-complet qui va nous servir de base pour prou-
ver la NP-difficulté (toujours dans le cas monotone) :

Probléme 4: [EXACT COVER BY 3-SETS] [Karpl [1972)
INSTANCE : Un ensemble . de taille 3¢, et une collection C' = {%1,...,%|c|} de sous-

ensembles & 3 éléments de .
QUESTION : C contient-il une couverture exacte pour ., c’est-a~dire une sous-collection

C' C C telle que chaque élément de . apparait dans exactement un membre
de C'7

Soit (&,C = {%1,...,%|c|}) une instance de [EXACT COVER BY 3-SETS] (nous sup-
posons sans perte de généralité que les %; sont tous différents), et soit P(7, C) Vinstance
suivante du probléme [EEF EXISTENCE] :

Agents : un ensemble de |C| 4 2|.7| agents A = .M U s, avec M = {1,...,|C|}
et M5 ={|C|+1,...,[C|+2|.7|};

Objets : un ensemble de 2[.7| objets & = OU ', avec O = {o1,...,0.9|} et O' =
{o},... ,01 y|}, chaque paire (0;,0;) correspondant & un élément différent
a; de .7 ;

Préférences : pour tout agent i € A, p; = /\ajefq; 05, et pour tout agent k €
{1,.. . L1}, @icl426—-1 = @|c|+2k = Ok A Of-

En d’autres termes, les préférences des |C| premiers agents correspondent aux ensembles
de la collection C, et les 2|.| derniers agents sont regroupés par paire, chaque membre de
la méme paire ayant les mémes préférences que 'autre membre.

Puisque tous les .; sont différents et de taille 3, pour tout i # j, ; € &, et donc
Obj ™ (i) € ObjT(j). Par définition des préférences, nous avons aussi Obj+ (i) € Obj™(j)
pour tout (4,j) € A1 X A5 et de méme pour tout (i,5) € A5 X A7. En conséquence, d’aprés
le lemme la seule source potentielle d’envie dans une telle instance ne peut venir que
d’'un agent de .45 qui envie son partenaire. Puisqu’il est impossible de satisfaire les deux
agents de la méme paire en méme temps, un partage est sans envie si et seulement si il ne
satisfait aucun agent de .45.
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D’aprés le lemme une allocation minimalement réguliere 7 M% est Pareto-efficace

si et seulement s'il n’existe aucun i tel que i ¢ Sat(7TMR) et Objt(i) C €\ All(TME).
En conséquence, une allocation minimalement réguliere 7 M est Pareto-efficace et sans

envie si et seulement g’il n’existe aucun k € {1,...,[.|} tel que ﬂ%ﬁ%fl = {og, 0.} ou

Mﬁ% = {0, 0},}, et il nexiste aucun k' € {1,...,[.7|} tel que {op, 0}, } C O\ All(7ME)

e
(cette derniére condition se rameéne a o & All(7 M), puisque ops et o}, doivent étre alloués
ensemble dans toute allocation minimalement réguliére). Finalement, 7% est Pareto-
efficace et sans envie si et seulement si Vk € {1,...,]|.|}, il existe un agent i € .41 tel que
o € T, Cest-a-dire si et seulement si (J;e y, m T = Uajey{oj}.

Soit @M une allocation minimalement réguliére. Nous pouvons alors définir la sous-
collection ¢(7ME) de la maniére suivante : ((TME) = {¢; € C | 7ME = Obj*(i)}. L’ap-
plication ¢ définit clairement une bijection entre ’ensemble des allocations minimalement
réguliéres et I’ensemble des sous-collections dont les éléments sont deux & deux disjoints, et
on peut remarquer de plus que (J;c 4 aME = U(gjeg(?kﬂ%) Uake(gj {o}).

Soit ¢’ C C une couverture exacte pour .#. Alors (~1(C”) existe et est une allocation mi-
nimalement réguliére valide. Nous avons de plus ;e 4. ¢71(C") (i) = U?fjec Uake%fj{ok} =
Ua7 cv{0j} car C” est une couverture. En conséquence, (~(C”) est Pareto-efficace et sans
envie d’aprés le résultat précédent.

Réciproquement, supposons quil existe une allocation 7 minimalement réguliére,
Pareto-efficace et sans envie. Alors ((7M#) est une sous-collection de C' dont les éléments
sont deux a deux disjoints, et est tel que Uy, co(zmmny Ua, e {05} = Uic g U, ennir{as} =

\ MR g ~ MR _
Uoje{ﬂ.ZMR Liesplad T étant Pareto-efficace et sans envie, nous avons (J;c 4 7" =

Uajes/f{oj}y et donc Uoje{ng”R Liesylait = Uoje{oj \ ajeyf}{aj} = . Cela prouve que
C(TMHR) est une couverture exacte pour ..
Cette réduction est clairement polynomiale, d’ou la NP-difficulté. A

MR

La preuve précédente (et particuliérement le lemme met en évidence le nceud du probléme
avec préférences conjonctives, c’est-a-dire le point qui concentre toute la difficulté de ce probléme.
Dans une instance de ce probléme, la seule source d’envie potentielle vient de Obj™ (i) C Obj™(4)
(si toutefois nous nous restreignons aux allocations minimalement réguliéres). Dans ce cas, nous ne
pouvons pas satisfaire I’agent j sans créer de I’envie de la part de ¢ pour cet agent. Maintenant, si
Obj ™ (i) € Obj™(j), on peut enlever I'agent j de 'instance, car s'il est satisfait, alors forcément i
va lenvier (remarquons toutefois que ce n’est vrai que pour des préférences monotones, car dans le
cas contraire on peut donner & un agent un objet qui n’apparait pas dans ses préférences, dans le
seul but d’empécher un autre agent de ’envier, et donc nous ne pouvons pas nous restreindre & des
allocations minimalement réguliéres).

S’il n’y a aucune paire d’agents (i,7), i # j, telle que Obj™ (i) = Obj*(j), alors on peut enlever
du probléme tous les agents i tels qu'il existe un autre agent j tel que Obj ™ (5) C Obj*(4). Il est facile
de voir qu’aprés cette opération, toute allocation minimalement réguliére est sans envie. Puisqu’il
y a au moins une allocation minimalement réguliére Pareto-efficace, cela garantit I’existence d’'un
partage Pareto-efficace et sans envie dans ce cas.

Plus formellement, on a :

Proposition 4.9 1l existe toujours un partage efficace et sans envie pour une instance du probléme
[EEF EXISTENCE] avec des agents ayant des préférences dichotomiques restreintes a des cubes d’ob-
jets lorsque la condition suivante est vérifice :

V(i,5) € N2, i #j, (i =) = (3k tel que k #1i, k # j et Objt (k) C Obj*(i)). (4.1)
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Bien entendu, il n’y a pas équivalence entre la condition et 'existence d’un partage Pareto-
efficace et sans envie (sinon la propositionserait fausse!), car il peut arriver qu’étant donnés deux
agents ¢ et j ayant les mémes préférences, la satisfaction de I'un de ces agents soit empéchée par un
autre agent k tel que Obj™ (i)NOb; T (k) # @ mais Objt (k) ¢ Obj™(i). Voila le cas difficile : lorsque
deux agents i et j ont des préférences identiques, mais qu’aucun agent k n’a de préférences telles que
Obj* (k) € Obj™(7), il peut cependant étre possible d’empécher i et j d’étre satisfaits, a 'aide d’un
autre agent, comme le montre ’exemple suivant : ¢ = @2 = 01 A 02, et 2 = 02 A 03. Satisfaire
I’agent 2 uniquement conduit & une allocation efficace et sans envie, alors que la condition n’est
pas vérifiée.

Démonstration (Proposition Dans la preuve, nous noterons .4#{ l’ensemble
des agents dont les préférences sont «minimales pour 'inclusion», c’est-a-dire que A4 =
{i | $j tel que Obj*+(j) C Obj*(i)}. Nous noterons .45 'ensemble des autres agents :
M= N\ M.

Voici une procédure simple pour trouver une allocation Pareto-efficace et sans envie :
sélectionner de maniére gloutonne un ensemble . maximal d’agents de .41, tel que chaque
agent i € . regoit Obj* (i) (jusqu'a ce qu’il devienne impossible de sélectionner un nouvel
agent dans .A7).

L’allocation 7 qui résulte de cette procédure est minimalement réguliére, et d’aprés le
lemme elle est clairement sans envie (par définition de .471). De plus, supposons qu’il
existe un i € Sat(7) tel que ObjT (i) C O\ All(r). Alors i € A1, puisque si c’était le cas,
la procédure aurait sélectionné cet agent, et donc il devrait étre satisfait. Nous avons de
plus i & A5, car si c’était le cas, alors il y aurait un j € 4] tel que Obj*(j) C Obj™ (i),
et donc Objt(j) C €\ All(T), ce qui est impossible pour les mémes raisons que ci-dessus.
En conséquence, 7 est aussi Pareto-efficace, d’aprés le lemme A

Aprés s’étre penchés sur les deux restrictions naturelles sur le langage propositionnel utilisé
pour l'expression des préférences dichotomiques, nous introduisons un résultat plus général. Ce
résultat s’appuie sur le fait que le résultat de difficulté de la proposition est trés clairement lié
a la NP-complétude du probléme [SAT]. Que se passe-t-il si l’on se restreint, pour l'expression des
préférences, & une certaine classe C telle que [SAT](C) soit polynomial 7 Dans le cas général ou 'on
ne fait aucune autre hypothése sur C, on ne peut rien affirmer de plus sur la complexité du probléme
[EEF EXISTENCE] que pour le probléme général. En revanche, si nous ajoutons en plus le fait que
C est clos pour la conjonction, la complexité du probléme tombe dans NP :

Proposition 4.10 Soit C une classe de formules propositionnelles close pour la conjonction telle
que [SAT](C) est dans P. Alors le probléeme [EEF EXISTENCE] pour des agents ayant des préférences
dichotomiques exprimées uniquement avec des formules de la classe C est dans NP.

Démonstration L’appartenance & NP vient du fait qu’aprés avoir deviné une allo-
cation 7 de maniére non déterministe, vérifier quelle est Pareto-efficace et sans envie
peut étre fait en temps polynomial. En effet, étant donnée une allocation, on peut véri-
fier qu’elle est sans envie en temps O(nm) (o m est la longueur de la formule la plus
grande), juste en vérifiant, pour chaque agent non satisfait, s’il aurait été satisfait avec la
part d'un autre agent. Etant donné I’ensemble Sat(7) des agents satisfaits par 7, vérifier
la Pareto-efficacité de 7 revient a vérifier pour tout i € A"\ Sat(7T) si Njesarm Pi N\ pi est
insatisfiable. Cela peut étre fait & [’aide d'un nombre linéaire d’appels & un oracle [SAT](C),
puisque toutes les préférences sont dans C, et que cette classe est close pour la conjonction.
Cela prouve que le probléme [EEF EXISTENCE] avec les préférences des agents dans C est

1Ou bien on aurait prouvé que P = NP, ce qui est peu réaliste.
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dans NP. A

Un corollaire de cette proposition est que pour toute classe C de formules propositionnelles close
pour la conjonction telle que [SAT](C) est polynomial et qui contient les cubes, le probléme [EEF
EXISTENCE] est NP-complet. Cela s’applique par exemple a la classe des formules en des formules
2-CNF ou a la classe des clauses de Horn.

4.1.1.3 Critéres d’efficacité alternatifs

La raison principale a la complexité élevée du probléme [EEF EXISTENCE] est qu’il est difficile
de vérifier qu’une allocation est Pareto-efficace. En conséquence, la complexité de ce probléme peut
décroitre si nous abandonnons la Pareto-efficacité et que nous choisissons un autre critére pour
I'efficacité. Nous allons nous intéresser & deux critéres alternatifs de 'efficacité : la complétude de
I’allocation, et le nombre maximal d’agents satisfaits.

Tout d’abord, nous nous intéressons a la complétude comme critére alternatif de la Pareto-
efficacité. En d’autres termes, on demande seulement aux allocations d’étre complétes. Sans surprise,
la complexité du probléme tombe dans NP.

Proposition 4.11 Le probléme d’existence d’une allocation compléte et sans-envie pour des agents
avec des préférences dichotomiques est NP-complet. Il reste NP-complet méme si l’on fize le nombre
d’agents a 2, et que ces agents ont des préférences identiques.

Démonstration Puisque 'on peut vérifier en temps polynomial qu’une allocation est
compléte, de méme pour 'absence d’envie, I’appartenance a NP est directe.

Nous allons montrer la NP-complétude pour un probléme & deux agents ayant des
préférences identiques, par réduction depuis le probléme [SAT]. Soit ¢ une formule proposi-
tionnelle. Nous créons l'instance du probléme de partage qui suit : les objets correspondent
aux symboles propositionnels de ¢, et nous ajoutons un objet supplémentaire y; les deux
agents ont les mémes préférences, représentées par la formule ¢ V y. Il est immédiat de
constater que tout partage complet satisfait au moins 'un des agents (celui qui se voit
attribuer y). Si ¢ est satisfiable, alors il est possible de satisfaire aussi 'autre agent avec
une part qui correspond & un modéle de ¢ : donc il existe un partage complet et sans
envie. Réciproquement, supposons qu’il existe un partage complet et sans envie. L’un des
deux agents est forcément satisfait grace a ¢, ce qui prouve qu’il existe un modele de cette
formule.

Nous avons donc prouvé la NP-complétude dans le cas de deux agents avec des préfé-
rences identiques. A

Nous pouvons remarquer que nous ne parlons pas dans la proposition du cas ol les préférences
sont monotones. Nous supposons que le probléme d’existence d’un partage complet et sans envie
pour deux agents ayant des préférences dichotomiques, identiques et monotones reste NP-complet
(bien entendu il est dans NP), mais nous n’avons a ce jour pas la preuve de cette affirmation.

Le second critére alternatif d’efficacité auquel nous pouvons penser est le critére de maxima-
lité pour la cardinalité (contrairement & la Pareto-efficacité qui est un critére de maximalité pour
I'inclusion). Autrement dit, on recherche les allocations qui satisfont un nombre maximal d’agents.

Proposition 4.12 Le probléme d’exvistence d’une allocation sans envie parmi celles qui satisfont
un nombre maximal d’agents avec des préférences dichotomiques et monotones est ©5-complet.
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Démonstration Le probléme d’existence d’une allocation sans envie qui satisfait au
moins k agents est dans NP. En conséquence, le nombre maximal d’agents pouvant étre
satisfaits simultanément peut étre calculé par dichotomie en utilisant logn oracles NP. I1
suffit ensuite, aprés avoir calculé ce nombre maximal d’agents, de deviner une allocation et
de vérifier qu’elle est sans envie et satisfait le nombre d’agents calculé auparavant, ce qui
ajoute un oracle NP supplémentaire. D’ou I'appartenance & ©5.

La preuve de la @g—complétude est obtenue par réduction depuis le probléme suivant? :

Probléme 5: [MAX-INDEX-SAT], . |Wagner, 1990|
INSTANCE : Une suite de formules propositionnelles (x1,. .., xn) telle que (x; est insati-

sifable) = (x;4+1 est insatisfiable.)
QUESTION : L’index maximum ¢ tel que x; est satisfiable est-il un nombre impair 7

Remarquons tout d’abord que la complexité de ce dernier probléme reste la méme sous
les hypothéses suivantes :
> n est pair (s’il n’est pas pair, il suffit d’ajouter la formule L a la fin de la liste) ;
> les ensembles de variables propositionnelles de la formule y; sont deux & deux dis-
jointes (si deux formules y; et ;41 partagent des variables, il suffit de transformer
chaque variable x de x; en une copie x’ sans que cela ne change la satisfiabilité de
Xi, mais désormais les ensembles de variables propositionnelles de x; et x;+1 sont
disjoints).
Soit (x1,-.-,Xn) une instance du probléme [MAX-INDEX-SAT]_,, avec les deux hypo-
theses additionnelles, et soit Var; 'ensemble des variables propositionnelles apparaissant
dans x;. Nous transformons cette instance en I'instance P(x1, .. ., X») définie comme suit :

Agents : 2n agents : A = N oU AN U--UAN,_1p, ol le groupe A9;_1 2; contient
les quatre agents {4i — 3,4i — 2,4i — 1,4i};
Objets : nous créons pour tout x € Var; (pour tout i € [1,n]) quatre objets oy, 0y,
Duv, Pu, €t nous ajoutons n objets factices di (k € [1,2n]);
Préférences : pour chaque groupe 49,1 2; (1 € [1,n/2]), les préférences des agents sont :
> Pai-3 = Pai-2 = (Xpi—1 N dai—1) V (X A dai),
> ©4i-1 = Nxeva_ Uy, Ox V Ox;
> p4i = /\X€V2¢71UV27; Px V Px;
ol x}, est la formule y;, dans laquelle toute variable x a été remplacée par
ox N\ Px, €t =X a été remplacée par ox A Py.

La preuve de la proposition est fondée principalement sur le fait que le probléme peut
étre découpé en n/2 sous-problémes, chacun d’entre eux concernant les agents de 4%;_1 2;

Lemme 14 Nous notons Pl* la restriction de P(X1,---yXn) G lUensemble des agents
Nai—12i et aur objets qu’ils désirent. Une allocation T sera dite découpable si Vi # j,
T Mai12: (VTN 1.0, = D La restriction d’une allocation découpable T a T Moi_1.4; SETQ MOtéE
.

21

Il existe une allocation sans envie qui satisfait un nombre mazimal d’agents de
P(X1,---,Xn) si et seulement s’il existe une allocation découpable 7 telle que Vi € [1,n/2],
=i : ey : ) li
" est sans envie et satisfait un nombre mazimal d’agents pour PV".

2Probléme qui est cité plusieurs fois dans la littérature, mais qui ne semble pas avoir de nom. Celui que nous lui
donnons a été inventé.
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Démonstration Nous nous restreignons tout d’abord aux allocations régu-
lieres. Par «réguliéres», nous entendons, comme dans le lemme [2| I’ensemble des
allocations qui ne donnent un objet & un agent que s’il le désire. On peut se res-
treindre & ces allocations sans changer le probléme, pour les mémes raisons que
dans le lemme [2] : I'existence d’une allocation sans envie qui satisfait un nombre
maximal d’agents est équivalente & ’existence d’une allocation réguliére sans envie
qui satisfait un nombre maximal d’agents. Puisque les ensembles Var; sont disjoints
deux & deux, deux problémes différents PI* and Pl n’ont aucun objet en commun,
et donc toute allocation réguliére est aussi découpable.

p— . L, . . . . — 04
Soit 7 une allocation réguliere. Supposons qu’il existe une allocation 7'I* pour
N ; —/l4 . . . N
le probléme Pl telle que 71 satisfait strictement plus d’agents que 7% Alors
. , . N . . — |4 . .
l'allocation découpable construite a partir des sous-allocations 71 pour j % 1i et
—> 4 . , . . . . — L.
7l egt valide, réguliére, et satisfait strictement plus d’agents que 7. Réciproque-
. . . L, N — . . . .
ment, supposons qu’il existe une allocation réguliere 7' qui satisfait strictement
s — . . . . . .
plus d’agents que 7. Alors, il y a au moins un indice 7 tel que strictement plus
d’agents de .A9;_12; sont satisfaits par 7'l que par 7/, Cela prouve que toute
. " . — . . . 5 . .
allocation réguliére 7 satisfait un nombre maximal d’agents si et seulement si pour
e d ) . . .
tout ¢, 717 satisfait un nombre maximal d’agents.
. — . N L.

Supposons maintenant que 7 est sans envie. Alors de maniére évidente tous les
7l Réci les 7l ie. Alors 7@
7 1* le sont. Réciproquement, supposons que tous les 7'!* sont sans envie. Alors 7
est sans envie, car (1) aucun agent ne peut envier un autre agent du méme groupe,
car les 71" sont sans envie, et (2) aucun agent d’un groupe i ne peut envier un

’ . _
agent d’un autre groupe j, car Uke%i_l’% T N Ukeﬂéj_l,zj T = O. A

Pour toute interprétation v, de Varg, nous définissons les ensembles d’objets suivants :

> w(vg) ={ox | vk Fax}U{og | v # z};

> p(ve) ={pz | v Fa} U{ps | v 7 2}

> w(vk) :{Ox | Vg '?x}U{@ | vk#x};

> pvk) = {ps | v 7 2} U{Ps | v F x}.
De plus, étant données deux interprétations vo; _1 et vg; de Varg;_1 et Varg; respectivement,
nous noterons 7 v2i-1:v2 I'allocation de P!" définie comme suit :

>y = w(v2i—1) U p(v2i—1) U {dai—1};

Tyg 2 = w(vai) U p(vgs) U {dai};

>

> Ty = W(v2i1) UB(v2i) 3
V9i 1,024 _ _

> Ty = p(vaie1) U p(vas).

Lemme 15 Soient vo;_1 el vo; deux interprétations respectives de Varo;_1 et Vars;.
> T V2-1Y2 satisfait les deux agents 41 — 1 et 4i ;
> 77 v2i-1v2i satisfait 40 — 3 si et seulement st vo;_1 F x2i—1, €t T V2i-1,02i satisfait 4i — 2

st et seulement st vo; E X9; ;

Démonstration Soient wvg;—1 et wv9; deux interprétations respectives de
Vargz;l et VCL?”Qi.
> Par définition, w(vg) contient o, ou o, pour toute variable z € Vary, donc

Voi_1,V2; . __ .
Ty 2" contient o, ou 07 pour toute variable v € Varg—1 U Vary. En
P . - e V2i—1,02; N .
conséquence, 1'agent 4 — 1 est satisfait par 7,;' """ *'. Le méme raisonnement

est valable pour ’agent 4s.

> Par définition, yo;_; est satisfaite par ve;_1 si et seulement si x};, | est sa-
tisfaite par 'interprétation définie en instanciant & vrai tous les ox et px
(resp. tous les Ox et Px) tels que vg;—1 F x (resp. vg;—1 ¥ x). Donc si

V2ic1 F X2i-1, Ty 5" satisfait xh, ;. Puisque cette part satisfait aussi
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da;i_1, 4i — 3 est donc satisfait par 7 U2i-1%2, Réciproquement, si 4i — 3 est
satisfait par 7 U2i-1:%2 alors clairement x5, ; doit étre satisfaite par WZfi‘gl’””
(car 47 — 3 ne recoit pas dg;), ce qui prouve que x2;—1 est satisfaite par va;_1.

Le méme raisonnement peut étre appliqué pour xo; et 'agent 4¢ — 2. A

Lemme 16 Considérons le probleme restreint PI°.

> St x2i—1 el x2; sont toutes deux insatisfiables, alors pour toutes interprétations vo;_1
et vo; de Vare;—1 et Vare; respectivement, TV2i-1Y2 et sans envie et satisfait un
nombre mazimal d’agents.

> Si seule x2,—1 est satisfiable, alors si Mo;_1 est un modéle de x2;—1, TM2i-1,v2i gqpig-
fait un nombre mazimal d’agents. De plus, il n'existe dans ce cas aucune allocation
sans envie qui satisfait un nombre mazimal d’agents.

> Si les deux formules xo,_1 et xo; sont satisfiables, alors si Mo;_1 et Mo; sont des
modéles respectifs de xoi_1 et xo2i, ™ 2i-0M2i satisfait un nombre mazimal d’agents
et est sans envie.

Démonstration Supposons que ni xo;_1 ni x2; ne sont satisfiables. Alors toute
allocation 7% qui satisfait 4i — 3 (respectivement 4i — 2) doit étre telle qu'il existe

au moins un x € Varg;—1 U Vary; tel que {0y, 0,0z, 0z} C TI'Z»_?) (respectivement

K3

Ty;_s), car sinon on pourrait déduire un modéle de x2;—1 ou xo; a partir de 7

4i—3
(respectivement 7T‘4zi_2). En conséquence, aucun des agents 4i et 4i — 1 ne peut étre
satisfait dans ce cas : le nombre maximal d’agents qu’il est possible de satisfaire
est 2. Puisque toute allocation de la forme 7 v2i-1:%2i satisfait les deux agents 47 — 1
et 44, une telle allocation satisfait un nombre maximal d’agents dans ce cas. Cette
allocation est aussi de maniére évidente sans envie, puisque ni dsg; ni dg;—1 ne sont
dans les parts des agents 49 — 1 et 44, et donc les deux autres agents ne peuvent
les envier.

Supposons que seule yo;_1 est satisfiable. Alors toute allocation satisfaisant les
deux agents 47 — 3 et 4i — 2 doit satisfaire x};_; pour I'un de ces deux agents, et
Xh; pour lautre (& cause de dg; et dg;—1). Puisque x2; n’est pas satisfiable, dans ce
cas ni 49 — 1 ni 4¢ ne peuvent étre satisfaits par ?'i, pour les mémes raisons que
ci-dessus. Nous pouvons en déduire qu’il n’est pas possible de satisfaire les 4 agents
en méme temps. Il n’est pas possible non plus de satisfaire 3 agents avec a la fois
4i — 3 et 4i — 2 satisfaits. Maintenant considérons l'allocation 7 M2i-1v2i My,
étant un modéle de xg2;—1. D’aprés le lemme T M2i-1v2i gatisfait 3 agents :
4i — 3, 41 — 1 et 4i. Cette allocation n’est pas sans envie, mais aucune allocation
satisfaisant autant d’agents ne peut I'étre dans ce cas (car soit 4¢ — 3 soit 4i — 2
reste insatisfait dans une telle allocation et donc envie son partenaire).

Enfin, supposons que les deux formules xo;_1 et x2; sont satisfiables, et soient
Mos; 1 et Ms; leurs modeéles. Alors d’aprés le lemme , aM2i-1:Mai gatisfait les 4
agents, satisfaisant ainsi un nombre maximal d’agents et étant de maniére évidente
sans envie. A

Nous pouvons & présent conclure la preuve. D’aprés le lemme [14] il existe une allocation
sans envie parmi celles qui satisfont un nombre maximal d’agents pour P(x1,...,Xn) Si
et seulement s’il existe une allocation découpable 7 telle que Vi € [1,n/2], Tl est sans
envie et satisfait un nombre maximal d’agents pour Pli. D’aprés le lemme il existe une
allocation sans envie 7l* qui satisfait un nombre maximal d’agents pour Pl si et seulement
si soit aucune des deux formules 9,1 et xo; n’est satisfiable, soit toutes les deux le sont.
Maintenant supposons que l'indice maximum j tel que x; est satisfiable est un nombre
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impair (disons 2i — 1). Dans ce cas, il n’y a aucune allocation sans envie qui satisfait un
nombre maximal d’agents pour Pl puisque X2i—1 est satisfiable mais que xo; ne l'est pas.
Réciproquement, supposons que l'indice j maximum tel que x; est satisfiable est un nombre
pair (disons 2i). Dans ce cas, il existe une allocation sans envie parmi celles qui satisfont
un nombre maximal d’agents pour tout PI¥| puisque pour tout P* soit les deux formules
X2k—1 et Xxok sont satisfiables (si k < i), soit aucune d’entre elles ne l'est (si k > i).

Nous avons donc mis en évidence une réduction polynomiale du probléme
[MAX-INDEX-SAT],,; vers le probléme d’existence d’une allocation sans envie qui satis-
fait un nombre maximal d’agents, ce qui prouve la @g—complétude. A

4.1.2 Préférences non-dichotomiques
4.1.2.1 Préférences logiques générales

Nous allons maintenant considérer le cas oul les préférences ne sont plus dichotomiques. Encore
une fois, comme nous nous sommes attachés a le démontrer au chapitre [3], nous avons besoin d’un
langage de représentation compacte de préférences. Comme nous l’avons vu, de nombreux langages
existent. Nous allons nous restreindre aux langages dérivés de la logique propositionnelle, ou plus
précisément aux langages définis comme suit :

Définition 4.1 (Langage de représentation compacte sous forme logique) Soit Rs un
langage de représentation compacte de préférences fondé sur 0. Ry est un langage compact sous
forme logique si et seulement si :

(a) il est capable d’exprimer toute structure de préférence dichotomique de maniére aussi compacte
que le langage Ryicho, ¢’est-a-dire que toute formule de Lgyicno peut étre transformée en temps
polynomial en une formule de Ly ;

(b) la comparaison de deux ensembles d’objets peut étre effectuée en temps polynomial.

Ces deux conditions ne sont pas trés restrictives en pratique, et sont vérifices par de nombreux
langages dédiés a la représentation compacte de préférences, tels que ceux que ’on a introduits dans
le chapitre [3] De maniére intéressante, la proposition peut étre étendue a n’importe quel langage
de représentation de ce type :

Corollaire 2 Le probléme [EEF EXISTENCE] avec des agents ayant des préférences monotones
exprimées de maniére compacte sous forme logique est ¥5-complet.

Démonstration Le probléme [EEF EXISTENCE] peut étre résolu grace a ’algorithme
suivant :

. . — N , ..

1. deviner une allocation 7 de maniére non-déterministe :
2. vérifier que cette allocation est sans envie;

3. vérifier que cette allocation est Pareto-efficace.

D’apres la condition (b), le deuxiéme pas de l'algorithme peut étre effectué en temps po-
lynomial, puisqu’il ne requiert qu’un nombre quadratique d’oracles polynomiaux. Selon la
condition (b) a nouveau, le probléme de vérification de la Pareto-efficacité d’une allocation
est dans co-NP. Ainsi, I'algorithme non-déterministe précédent utilise un nombre polyno-
mial d’oracles NP et s’exécute en temps polynomial. D’oul 'appartenance a 5.

La Zg—difﬁculté est une conséquence directe de la proposition et de la condition (a).
A
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4.1.2.2 Préférences numériques sous forme logique

Pour ce dernier résultat, les préférences n’ont pas a étre numériques, puisque la Pareto-efficacité
et I’absence d’envie sont des notions purement ordinales. Maintenant, si les préférences sont numé-
riques, ce qui implique la possibilité de les comparer et de les agréger, nous pouvons nous intéresser
& un critére d’efficacité fondé sur la maximisation d’une fonction d’utilité collective a la place de la
Pareto-efficacité. Nous allons nous concentrer sur les deux fonctions d’utilité collective les plus cou-
rantes, que nous avons introduites aux chapitre [1] : les fonctions d’utilité égalitariste et utilitariste
classique, autrement dit la fonction min et la fonction somme.

Puisque nous ne sommes plus dans le cadre ordinal (ou dichotomique), nous nous devons de
définir précisément ce que ’on entend par représentation compacte de préférences numériques. Nous
allons bien entendu choisir le langage & base de formules pondérées, que nous avons introduit dans
le chapitre [3 et qui est a la base du langage de représentation compacte du probléme de partage
qui a été introduit dans la définition Rappelons briévement la définition de ce langage.

Les préférences des agents sont représentées par un ensemble de formules logiques pondérées
A = {(Vi1,wi1), ..., (Vim; Wim,;)}. Nous supposerons ici que les poids sont dans Z. Etant donné
I’ensemble de formules précédent, I'utilité de ’agent ¢ correspondant est définie comme suit :

w(d) sid est satisfaite par m,
w2 p(0) — 7 o(0,m) = { L( ) <inon P
s = > Wy X o(A, ) '

Comme nous 'avons déja fait remarquer, les préférences exprimées dans ce langage sont mono-
tones si et seulement si toutes les formules sont positives, de méme que les poids.

Les résultats de complexité que nous allons introduire dans cette section sont centrés sur le
langage de représentation sous forme logique pondérée, mais restent valable pour tout langage de
représentation numérique compact «raisonnable» qui étend la logique pondérée. Plus précisément,
ces résultats s’étendent a tout langage de représentation compacte numérique sous forme logique,
cette notion étant définie comme suit :

Définition 4.2 (Langage de représentation compacte numérique sous forme logique)
Soit Ry un langage de représentation compacte de préférences ordinales fondé sur 0. Ry est un
langage compact numérique sous forme logique st et seulement si :

(a) il est capable d’exprimer toute structure de préférence dichotomique de maniére aussi compacte
que le langage Ryeighted, ¢’est-a-dire que toute formule de Lyeightea peut étre transformée en
temps polynomial en une formule de Ly ;

(b) la comparaison de deux ensembles d’objets peut étre effectuée en temps polynomial.

Bien entendu, puisqu’un langage compact numérique sous forme logique est aussi un langage
compact sous forme logique, le résultat de complexité du corollaire [2] reste valable. Cependant il
apparait que cette complexité décroit lorsque la Pareto-efficacité est remplacée par une notion plus
faible : la maximisation de 'une des fonctions d’utilité collective égalitariste ou utilitariste classique.

Proposition 4.13 Etant donnée une collection de fonctions d’utilité sur (0, spécifices dans un
langage compact numérique sous forme logique,
> le probléeme d’existence d’une allocation sans envie parmi celles qui mazimisent la fonction
d’utilité collective utilitariste classique est Ag—complet, méme st le nombre d’agents est fixé a
2 et méme si les agents ont des préférences identiques ;
> le probléeme d’existence d’une allocation sans envie parmi celles qui maximisent la fonction
d’utilité collective égalitariste est A5, méme si le nombre d’agents est firé a 2.
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Démonstration Pour ces deux résultats, l'appartenance a A} est facile & démontrer,
en considérant le fait que la valeur maximum de 'utilité collective peut étre calculée par
dichotomie sur ’ensemble de toutes les valeurs possibles de l'utilité collective. Puisqu’il y
en a un nombre exponentiel, nous avons besoin d’un nombre polynomial d’oracles NP pour
cela. Aprés cette opération, il suffit de deviner une allocation et de vérifier qu’elle est sans
envie et qu’elle maximise I'utilité collective, ce qui ajoute simplement un autre oracle NP.

La difficulté est obtenue dans les deux cas utilitariste classique et égalitariste par une
simple réduction vers une instance du probléme de partage équitable avec préférences ex-
primées & 'aide de la logique pondérée, depuis le probléme suivant :

Probléme 6: [MAX-SAT-ASG],,.,, [Wagner, 1987]
INSTANCE : Une formule propositionnelle y en forme normale conjonctive, sur un en-

semble de variables propositionnelles V' = {x3,...,Xn}, et une fonction

poids w sur les interprétations v : Var — {0,1}, définie par w(v) dof

> v(xi) x 2071
UESTION : Est-ce que maxjs modeéle de v W(M) est un nombre pair (en d’autres termes la
X
variable x; est-elle falsifiée dans le modéle de poids maximal) 7

Nous allons supposer que la formule x posséde au moins un modele M tel que M
x1. Cela ne change rien a la complexité, car si x1 est vérifié dans tous les modéles de
X, la réponse au probléeme [MAX-SAT-ASG],,.,, est clairement négative. En conséquence,
toute instance (y, V') sans aucune hypothése sur y peut étre résolue en vérifiant d’abord si
—X1 A X est insatisfiable (c’est un probléme co-NP-complet), et ensuite, si ce n’est pas le
cas, en résolvant le probléme [UNSAT-OR-MAX-SAT-ASG] sur une instance qui posséde
au moins un modéle falsifiant x7.

Utilitarisme classique : A partir dune instance (x,V) du probléme
[MAX-SAT-ASG] nous créons 'instance P(x, V) comme suit :

Agents : 2 agents;

even

even’

Objets : pour chaque littéral x; de x, nous créons deux objets o; et o), excepté
pour X1, pour lequel nous n’introduisons qu’un seul objet o1, et enfin nous
ajoutons deux objets y et 1/ ;

Préférences : les agents 1 et 2 ont les préférences identiques suivantes : (¥ Ay) V (' A
y'),2" ) (01 Ay, 1),...,(on Ay, 2"71) (05 A Y, 2),..., (o, Ay, 277,
avec v la formule construite & partir de x dans laquelle on a remplacé
chaque symbole x; par o, et ¢’ la formule construite & partir de y dans
laquelle on a remplacé chaque symbole x; par o] (excepté x; remplacé par
01).

Soit (Mj, M3) un couple de modeles de x (avec éventuellement M; = My) tel que

Ms ¥ x1. Nous définissons alors 'allocation 7MiMz e |a maniére suivante 27T{M LMz

My, M.
{y}U{oi | My Exi}et my ™2 ={y'}U{d; | M2 E xi}.
La preuve est fondée sur le lemme suivant :

Lemme 17 Il existe une allocation sans envie parmi celles qui mazimisent la fonction
d’utilité collective utilitariste classique pour P(x, V') si et seulement s’il existe deuz modéles
My et My de x (avec éventuellement My = Msy) avec Mo H x1, tels que TMLM: oot sans
envie et marimise la fonction d’utilité collective utilitariste classique.

Démonstration Soit 7 une allocation qui maximise 1'utilité collective utili-
tariste classique. Soit M un modeéle de y qui falsifie x; (notre hypothése est qu’il
en existe au moins un). Alors F(TI’{V[’M) FyAyet F(Tré\/[’M> E ' Ay, ce qui prouve
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que 'utilité individuelle des deux agents est d’au moins 2”1, Ainsi il existe au
moins une allocation dont 1'utilité sociale utilitariste classique est au moins égale &
2"*+2_ En conséquence, toute allocation 7 maximisant la fonction d’utilité collec-
tive utilitariste doit étre telle que F(m1) Ey A et F(m) E ¢y Ay ou vice-versa.
De plus, soit 01 & 71, soit 01 & me. Supposons que o1 € 7y : échanger les parts des
agents conduit & une allocation 7/ qui est complétement équivalente du point de
vue de l'utilité collective et de 'absence d’envie, & cause du fait que les préférences
sont identiques. Nous pouvons donc supposer sans perte de généralité que 7 est
tel que o1 € mo.

Puisque m F 4, il existe un modele M; de x tel que 1 = {y} U {o; | My E
xXi} U, ou S C {o01,0,,...,0,}. De maniére similaire, il existe un modéle My
tel que My xq, et mp ={y'} U{0] | i > 1, My F x;} U %, ou S5 C {o01,...,0n}.
Considérons maintenant I’allocation 7 M1-M2 qui est bien définie, puisque Mo ¥ X;.
On a uy(7) = uy (7 MM2) puisque les objets o ne satisfont aucune formule de
I'agent 1 sans 3/ (qui a été donné a l'agent 2), et ua(w) = ug(7M1M2) pour les
mémes raisons. En d’autres termes, 7M1
deux agents. 7™ MM2 est donc sans envie et maximise I'utilité collective utilitariste
classique. A

Mz donne la méme utilité que 7 aux

D’aprés le lemme [I7, nous pouvons donc restreindre notre probléme aux alloca-

tions de la forme 7MuM2 Nous avons, pour tous M; et M, deéfinis comme pré-
cédemment, uy(7TMM2) = 2nHl L ow(My) et ug(TMiM2) = 2ntl 4 y(My); donc
g (TMiMzy = on+2 4 4y(My) + w(My). Nous avons : argmax—as . g* (7 M0M2)

T AEmax sy i) {w (M) Fw(Mz) | Mibfxa ou Maxa} Feane donnée la symétrie du probléme, nous

pouvons supposer que seul Ms doit satisfaire My ¥ x1, donc la précédente allocation de-
vient : 77 Mopv-argmaxap, {w(Me) | Maofxa} - oy Mop: est le modele de x de poids maximal.
Supposons que M, I7 X1, alors 'allocation qui maximise I'utilité collective utilitariste
7 Mopt:Mopt et elle est clairement sans envie, car les deux agents ont la méme utilité.
Maintenant supposons que My, F x1. Dans ce cas, 'allocation qui maximise I'utilité col-
lective utilitariste est 7 Mort-Mop oy My est le modele de x de poids maximal qui falsifie
x1. Nous avons w(Mypy) < w(Myp), et donc wy (7 Mert:Mont') > qp (7 Mert-Mopi') - donc
I'allocation n’est pas sans envie.

Cette réduction est clairement polynomiale (rappelons que les poids 2”1 peuvent étre
encodés sur un espace de taille linéaire). Cela prouve la proposition dans le cas utilitariste
classique.

Egalitarisme : A partir d’une instance (x,V) de [MAX-SAT-ASG]
I'instance P(x, V) de la maniére suivante :

est

even, NOUS Créons

Agents : 2 agents;

Objets : pour chaque littéral x; de x, nous créons deux objets o; et o}, et nous
ajoutons deux objets y et v/ ;

Préférences : les préférences de 'agent 1 sont (01,1),...,(0n,2"71), (¢ Ay,2"), et les

préférences de 1’agent 2 sont (y Vy’,2%"), (o1, 1), avec v la formule y dans
laquelle chaque symbole x; a été remplacé par o;.

Toute allocation qui maximise 1'utilité collective égalitariste doit donner une utilité d’au
moins 22" a I’agent 2. Dans ce cas, la valeur de 1'utilité collective sera déterminée par I'utilité
de 'agent 1, car son utilité ne peut pas étre supérieure & 22". En conséquence, maximiser
I’utilité collective revient dans ce cas & maximiser l'utilité de I’agent 1, ou en d’autres
termes a lui donner les objets qui correspondent au modeéle de x de poids maximum. Si x4
est instancié & vrai dans ce modéle, alors o1 est donné & 'agent 1, et puisque y est aussi
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donné a cet agent, 'agent 2 pourrait avoir une utilité strictement supérieure avec la part de
I’agent 1. En conséquence, cette allocation n’est pas sans envie. Si x3 est instancié & faux
dans ce dernier modele, alors 01 n’est pas donné a ’agent 1 et peut donc étre donné & ’agent
2, produisant ainsi une allocation sans envie. La réduction étant clairement polynomiale,
nous avons donc montré la Ab-difficulté pour le cas égalitariste. A

Nous pouvons remarquer dans le cas utilitariste classique de la preuve précédente que le ré-
sultat de AB-difficulté subsiste si nous remplagons le critére de maximisation de l'utilité collective
utilitariste classique par la Pareto-efficacité. Cela suggére donc que dans le cas d’'un langage de
représentation compacte logique numérique, le probléme [EEF EXISTENCE] avec des préférences
identiques (et un nombre d’agents fixé & 2) est beaucoup plus difficile que dans le cas ou les préfe-
rences sont dichotomiques. Formellement, nous avons le résultat suivant :

Proposition 4.14 Etant donnée une collection de n fonctions d’utilité identiques sur o(0), spéci-
fiées dans un langage compact numérique sous forme logique, le probléme d’existence d’une allocation
Pareto-efficace et sans envie est Ag—complet, méme si n = 2 et que les préférences sont monotones.

Démonstration Puisque les préférences sont identiques, toute allocation sans envie
doit satisfaire les agents de maniére égale. Ainsi, une allocation Pareto-efficace et sans
envie, s’il y en a une, est une allocation qui donne une utilité de u a tous les agents, et qui
est maximale parmi ’ensemble des allocations qui satisfont tous les agents de maniére égale.
Cette valeur u peut étre calculée, comme dans la preuve précédente, & 1'aide d’un nombre
polynomial d’oracles NP. Ayant calculé cette valeur @, vérifier s’il existe une allocation
Pareto-efficace et sans envie revient & vérifier s’il n’y a pas d’allocation qui donne une
utilité d’au moins u a tous les agents, et au moins u + 1 a un agent. Ce dernier probléme
est dans co-NP, et donc on ne rajoute qu’un seul appel & un oracle NP.

Pour la preuve de Ab-difficulté, on peut remarquer que la méme réduction que celle
utilisée dans le cas utilitariste classique de la preuve de la proposition fonctionne dans
ce cas, car une allocation de cette instance particuliére est Pareto-efficace et sans envie si
et seulement si elle est sans envie et maximise le bien-étre collectif utilitariste. A

4.1.2.3 Préférences numériques additives

Nous allons nous pencher sur un dernier cas : celui des préférences numériques additives. Ces
préférences, que nous avons introduites dans la section sous le nom de préférences modulaires
(ou 1-additives), sont un cas dégénéré des préférences a base de logique pondérée, on toutes les
formules sont atomiques (c’est-a-dire que toutes les formules sont des littéraux positifs). Comme
nous 'avons vu, les préférences d'un agent ¢ s’expriment dans ce cas comme un ensemble A; de
paires (og,wy) , ol o est un objet et wy est le poids (potentiellement nul) associé a cet objet.
L’utilité de 'agent ¢ est calculée par sommation des poids correspondant aux objets qui sont dans
la part de 'agent 4. Bien entendu, les préférences des agents sont monotones si et seulement si tous
les nombres wy, sont positifs.

Ce langage n’est bien sfir pas une extension du langage des préférences dichotomiques. En consé-
quence, le résultat de difficulté précédent de s’étend pas aux préférences additives. Bien entendu,
puisque nous sommes toujours capables de comparer deux alternatives en temps polynomial, I’ap-
partenance a Zg est garantie.

Se pose donc la question de la complexité exacte du probléme [EEF EXISTENCE] avec des
préférences numériques. Notre intuition est que, malgré la simplicité apparente de ce langage de

Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage 151



Chapitre 4. Complexité du probléme de partage

représentation de préférences, ce probléme est aussi difficile que le probléme [EEF EXISTENCE] avec
des préférences dichotomiques :

Conjecture 1 Le probleme [EEF EXISTENCE] avec des préférences additives numériques est ¥5-
complet, méme si les préférences sont monotones.

Tout ce que nous savons a propos de ce probléme est qu’il est NP-difficile et qu’il appartient &
Y5, mais sa complexité exacte reste inconnue a ce jour. Cependant, les choses sont beaucoup plus
faciles si nous remplacons le critére de Pareto-efficacité par la complétude de I’allocation. Ce cas a
déja été étudié dans la littérature |[Lipton et al., [2004], et nous avons le résultat suivant :

Proposition 4.15 [Lipton et al., 2004] Le probléme d’existence d’une allocation compléte et
sans envie pour des agents ayant des préférences numériques additives est NP-complet, méme si les
préférences sont monotones.

D’autres restrictions du probléme [EEF EXISTENCE] avec des préférences additives valent la
peine d’étre étudiées. Tout d’abord, nous allons nous intéresser comme dans le cas dichotomique la
restriction aux préférences additives identiques :

Proposition 4.16 Le probléme [EEF EXISTENCE] avec n agents ayant des préférences numériques
additives identiques est NP-complet, pour tout n > 2 fizé. Ce résultat reste valable si nous nous
restreignons aux préférences monotones.

Démonstration L’appartenance & NP est facile & démontrer. Puisque toutes les préfé-
rences sont identiques (nous notons (f(01),. .., f(0p)) le vecteur de poids associé au vecteur
des objets (o1,...,0p)), une allocation est Pareto-efficace si et seulement si elle attribue
chaque objet o; tel que f(o;) > 0 & un agent, et laisse de coté tous les objets o; tels que
f(0j) < 0. De plus, une allocation est sans envie si et seulement si elle donne la méme
utilité & tous les agents. Ces deux propriétés peuvent étre vérifiées en temps polynomial,
d’ou I'appartenance a NP.

Nous allons montrer la difficulté du probléme par une réduction depuis le probléme
[PARTITION] :

Probléme 7: [PARTITION]
INSTANCE : Un ensemble fini . et une taille s(a) € N pour tout a € ..
QUESTION : Existe-t-il un sous-ensemble %" C .7 tel que 3¢ o s(a) = 3 e o S(a) ?

A partir d’une instance donnée (., s) du probléme [PARTITION], nous créons 'instance
P(S,s) du probléeme [EEF EXISTENCE] comme suit :
Agents : 2 agents;
Objets : nous associons a chaque a € S, un objet o, ;
Préférences : Les préférences des deux agents sont identiques et définies par la fonction
taille sur les éléments de ’ensemble initial : f(o,) = s(a).

Il existe une allocation Pareto-efficace et sans envie pour l'instance P(.%, s) si et seule-

ment s'il existe une allocation 7 telle que Y . f(0) = Y, cp, f(0), C'est-a-dire si et
seulement si (.7, s) est une instance positive du probléme [PARTITION]. La réduction est
clairement polynomiale, ce qui prouve la proposition. A

Intéressons-nous & un cas encore plus dégénéré de préférences numériques : le cas ou les pré-
férences sont additives, mais ou toutes les utilités atomiques f;(o;) (désignant le poids attribué a
Pobjet j par agent i) sont égales & 0 ou 1. En d’autres termes, soit un agent désire un objet, soit
il ne le désire pas. Chaque agent essaie de maximiser le nombre d’objets désirés qu’il obtient.
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Proposition 4.17 Le probléme [EEF EXISTENCE] avec des préférences additives 0-1 (c’est-a-dire
Vi, j, fi(oj) € {0,1}) est NP-complet.

Démonstration La Pareto-efficacité est aisée & vérifier dans ce cas. Nous pouvons tout
d’abord enlever les objets qui n’apparaissent nulle part dans les préférences sans changer le
probléme. Aprés cette opération, une allocation est Pareto-efficace si et seulement si chaque
objet o; est donné & un agent i tel que f;j(0;) = 1, et ce pour les raisons suivantes. (=)
Soit 7 une allocation Pareto-efficace, et supposons qu’il existe un 0j qui n’est donné a
aucun agent, ou bien qui est donné & un agent i tel que f;(0;) = 0. Soit k un agent tel
que fx(o;) =1 (il y en a forcément un puisque nous avons laissé de coté les objets non
désirés lors de la derniére opération). Alors le fait de donner I'objet o; & 'agent k augmente
son utilité sans changer 1'utilité des autres agents. Donc 7 est Pareto-dominé. (<) Soit
7 une allocation telle que tout objet oj est donné a un agent 7 tel que f;(oj;) = 1, et
supposons que 7 est Pareto-dominée par une allocation 7/ donnée. Alors Y i fi(ml) =
i Zojeﬂ; fi(0j) > D icp filmi) =2 ic s ijerg fi(z;) = p. Donc il existe au moins un
fi(o;) tel que f;(0;) > 1, ce qui est impossible en vertu de notre restriction aux préférences
0-1.

Cela nous donne donc un moyen simple de vérifier la Pareto-efficacité, juste en calculant
la somme des utilités et en déterminant si elle est égale au nombre p d’objets qui sont désirés
par au moins un agent. Comme a ’accoutumée, I’absence d’envie peut étre vérifiée en temps
polynomial ; donc le probléeme [EEF EXISTENCE] avec des préférences additives 0-1 est dans
NP.

La complétude peut étre démontrée par une réduction polynomiale depuis le probléme
[EXACT COVER BY 3-SETS], dont nous rappelons la définition :

Probléme 4| (rappel): [EXACT COVER BY 3-SETS] [Karp), [1972]
INSTANCE : Un ensemble . de taille 3¢, et une collection C' = (47, ...,%|c|) de sous-

ensembles a 3 éléments de .
QUESTION : (' contient-11 une couverture exacte pour ., ¢’est-a-dire une sous-collection

C’' C C telle que chaque élément de . apparait dans exactement un membre
de C'7

Etant donnée une instance (,C = (%1, ... ;6|c|)) du probleme [EXACT COVER BY
3-SETS], nous créons l'instance P(C,.#) du probléme [EEF EXISTENCE] définie comme
suit (nous supposerons que les éléments de .& sont notés a;, avec i € [1,|S]]) :

Agents : un ensemble de 3|C| agents regroupés par triplets {3i — 2,3i — 1, 3i} ;
Objets : un ensemble de || + 3|C| objets 0 = .# U P (A pour «main», prin-
cipaux, et & pour «dummy», factices), avec .4 = {mi,...,m| |}, et

9 = Uz‘e[[l,\cn],je{l,z?,}{di,j} ;

Préférences : les agents de {3i — 2,3i — 1, 3i} désirent tous le méme ensemble d’objets
Uake% {mr}U{di1,di2,d;3} (les trois objets correspondant a %; plus les
trois objets factices d; ;).

S’il existe une couverture exacte C’ pour l'instance (C,.), alors nous allons considérer
Pallocation suivante : chaque agent du triplet {3i — 2,3i — 1,3i} obtient respectivement
di1, di2, et d;3, et si 6 € C’, chacun de ces trois agents obtient 'un des trois objets
my, correspondant aux éléments de ’ensemble %;. Cette allocation est admissible et Pareto-
efficace (car tous les objets sont alloués). Elle est aussi sans envie, pour les raisons suivantes :

> Les agents du méme triplet ne peuvent pas s’envier les uns les autres, car ils sont tous

également satisfaits.
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> Un agent ki ne peut envier un agent ko faisant partie d’un autre triplet que lui,
puisque les seuls objets que k1 peut envier dans la part de ko sont les m;. ko obtenant
au plus un seul m;, et k; ayant une utilité au moins égale & 1, k1 ne peut donc pas
envier ko.

La suite de la preuve est fondée sur le résultat suivant : si une allocation 7 est Pareto-
efficace et sans envie pour P(C,.¥) alors on doit avoir m3;_o Ums;—1 Ums; = U, cqr {mnt U
{di71,di72,di73} ou ms; U mgi—1 U mg, = {di71,di72,di73}. Ce résultat est facile & démontrer.
Puisque les agents du triplet {3i — 2,3i — 1, 3i} sont les seuls & désirer les objets d; i, ces
trois objets doivent étre donnés & ces trois agents, pour que cette allocation soit efficace.
Puisque ces trois agents ont les mémes préférences, ’allocation doit les satisfaire de maniére
égale pour qu’elle soit sans envie. Ainsi, le nombre d’objets alloués aux trois agents doit étre
divisible par 3, ce qui donne seulement deux nombres possibles, 3 et 6, et donc seulement
deux allocations possibles.

Supposons qu’il y ait une allocation Pareto-efficace et sans envie 7 pour P(C,.7).

Considérons la sous-collection C" = {%7, ..., %]/} constituée des triplets €; de la collection
C tels que m3;_oUmg;_1 UTs; = Uaké(&{mk} U{di1,d;i2,d;3}. Nous avons alors les résultats
suivants.

> Les %; sont disjoints deux & deux. Supposons qu'il y ait un couple (4, 5) tel que i # j
et tel qu’il existe un élément aj, appartenant a la fois & €; et €. Alors my, est attribué
a deux agents différents : un membre du triplet {3i —2,3i — 1,3}, et un membre du
triplet {37 + 1,35 + 2,35 + 3}, ce qui est impossible..
> Uie[l,lC/ll]Cgi = .7. Soit a; un élément de .¥. Puisque 7T est Pareto-efficace, my
doit étre alloué a un agent qui le désire (disons que cet agent appartient au triplet
{37 + 1,35 + 2,35 + 3}), & moins que personne ne le désire, ce qui arrive lorsque
Uie[[1,|C|]] ©; # . Alors, d’aprés le résultat précédent, tous les objets de Uale(@”j {my}
doivent étre alloués a ce triplet. En conséquence, ¢; € C'. Puisque a; € %, ax
appartient & au moins un élément de la collection C”.
En conséquence, C’ est une couverture exacte de ., ce qui prouve au final la proposition.
A

La proposition et la conjecture [[] mettent en évidence I'existence d’un grand fossé de com-
plexité (au moins si la conjecture est vraie) entre le probléme pour lequel nous autorisons des poids
quelconques, et le probléme pour lequel nous imposons des poids 0 ou 1. La question naturelle que
cela suscite est de savoir si cette chute de complexité est spécifique aux préférences 0-1 ou si elle
subsiste dés que 1’on fixe une borne supérieure pour les poids.

Conjecture 2 La complezité du probléeme [EEF EXISTENCE] avec des préférences additives 0—1-
...—k pour k > 2 fizé est aussi élevée que celle du probléme général avec des préférences additives
non bornées.

La détermination de la complexité précise de ce probléme reste un probléme ouvert, mais comme
cela est suggéré dans la conjecture, notre intuition est que ce probléme est aussi difficile que le
probléme [EEF EXISTENCE] avec des préférences non bornées.

Un autre probléme naturel est soulevé par la proposition : quelle est la complexité du
probléme [EEF EXISTENCE] avec des préférences 0-1 stratifiées 7 Par «préférences 0-1 stratificesy,
nous entendons le fait que les préférences sont données par un ensemble de couples (o, p), ot o
est un objet et p est un niveau de priorité. La comparaison de deux ensembles d’objets s’effectue en
comparant de maniére lexicographique les vecteurs dont les composantes représentent, pour chaque
indice ¢, le nombre d’objets de priorité ¢ dans la part d’'un agent. Notons que ce probléme n’est
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pas une instance du probléme [EEF EXISTENCE] avec des préférences additives, ni une instance du
probléme [EEF EXISTENCE] avec des préférences numériques sous forme logique. S’il est relativement
évident de vérifier que ce probléme reste dans 5, en revanche, sa complexité précise reste inconnue
a ce jour.

Enfin, nous allons nous pencher sur le cas ou le nombre d’objets en jeu est plus petit que le
nombre d’agents. On pourrait penser que dans ce cas, le probléeme devient trivial. Il ’est en effet pour
des préférences monotones, mais il ne 'est apparemment plus si les préférences sont non monotones.

Proposition 4.18 Soit P un probléeme d’allocation avec n agents ayant des préférences numériques
additives et monotones. Supposons que tous les agents désirent au moins un objet, et soit p le nombre
d’objets désirés par au moins un agent.
> Sip < n, alors il n'existe aucune allocation Pareto-efficace et sans envie.
> Sip = n, le probléme de l’existence d’une allocation efficace et sans envie pour des agents
ayant des préférences monotones et additives est dans P.

Démonstration > p < n : Chaque objet étant désiré par au moins un agent, toute
allocation Pareto-efficace est compléte. Si le nombre d’agents p est strictement infé-
rieur au nombre d’agents n, alors au moins un agent ¢ est insatisfait. En conséquence,
il y a un agent j qui obtient un objet désiré par i, ce qui crée de I’envie de la part de
1. En conséquence, aucune allocation Pareto-efficace ne peut étre sans envie.

> p =n : Puisqu’il y a autant d’agents que d’objets, chaque agent doit recevoir un objet
parmi ceux qu’il évalue le plus cher (c’est-a-dire un objet tel que f;(z) est maximal)
pour qu’une allocation soit efficace et sans envie. En effet, si un agent ¢ regoit un objet
qui n’est pas parmi ses préférés, cela veut dire (puisque toute allocation Pareto-efficace
est compléte) qu'un autre agent 1’a regu, suscitant ainsi ’envie de i. En conséquence,
vérifier 'existence d’une allocation Pareto-efficace et sans envie se raméne dans ce cas
a vérifier g’il est possible de donner & chaque agent un objet parmi ceux qu’il évalue le
plus cher. Cela se raméne donc & vérifier s’il existe un couplage parfait dans le graphe
constitué d’un noeud par agent d’un cé6té et d’un nceud par objet de 'autre, un arc
connectant un nceud-agent ¢ & un nceud-objet o si et seulement si 'objet o est parmi
les objets qui ont la valuation la plus haute dans les préférences de i. Un tel couplage
parfait peut étre calculé en temps polynomial, d’ou le résultat. A

Si le résultat précédent parait relativement trivial, il est en revanche intéressant de constater
qu’il ne tient plus du tout pour des préférences non monotones. Pis encore, dans ce cas, le probléme
est aussi complexe que le probléme [EEF EXISTENCE] général avec des préférences additives, ce qui
est pour le moins surprenant.

Proposition 4.19 Le probléme [EEF EXISTENCE] avec des préférences additives numériques et tel
que le nombre d’objets est plus petit que le nombre d’agents a la méme complexité que le probléeme
[EEF EXISTENCE] avec des préférences numériques additives el aucune hypothése sur le nombre
d’objets.

Démonstration Soit (A7, 0, (..., fi(0j),...)) une instance du probléme [EEF EXIS-
TENCE] avec des préférences numériques additives, n agents et p objets (p > n). Nous
créons U'instance P(A", 0, (..., fi(0j),...)) du probléme [EEF EXISTENCE] définie comme

suit :

Agents : p + 3 agents (le nombre d’agents n’est pas important, pourvu qu’il soit
plus élevé que le nombre d’objets et que le nombre d’agents initial ;

Objets : les p objets d’origine o; plus deux objets factices o1 et 0s;
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Préférences : les préférences des n premiers agents sont les mémes que dans 'instance
initiale (A, 0, (..., fi(0j),...)); le préférences du (n + 1) agent sont
fa+1(d1) = fas1(d2) =1 et fr41(0j) = 0 pour les autres objets o;, et les
préférences des agents restants sont fj(di) =1, fj(d2) = =2 et f;j({o;}) =
0 pour les objets restants.

Sil existe une allocation efficace et sans envie 7 pour (A, 0, (..., fi(0;),...)) alors on
peut vérifier simplement que I’allocation qui donne les mémes objets aux n premiers agents
de P(N,0,(..., fi(0)),...)), {d1,d2} au (n + 1)°™° agent, et rien du tout aux agents
restants est efficace et sans envie. Réciproquement, toute allocation Pareto-efficace et sans
envie pour P(A, O, (..., fi(0j),...)) conduit & une allocation Pareto-efficace et sans envie
pour (A, 0,(..., fi(0j),...)) en restreignant cette allocation aux n premiers agents et a
tous les objets sauf les objets factices. A

4.1.3 Conclusion

Nous avons donc identifié la complexité exacte du probléme d’existence d’une allocation efficace
et sans envie lorsque les préférences des agents sont représentées sous forme compacte dans différents
contextes : pour différentes notions de efficacité (Pareto-efficacité, complétude, nombre maximal
d’agents, maximisation d’une fonction d’utilité collective), pour différents types de préférences (di-
chotomiques ou non) et pour diverses restrictions. Les résultats de complexité obtenus sont résumeés
dans la figure [.1] et dans le tableau [{.1

La grande complexité de ce probléme d’existence dans de nombreux cas étudiés ici ameéne &
se poser la question de la pertinence du critére d’absence d’envie. Certains travaux envisagent la
question sous I'angle d’une approximation numérique du critére, fondée sur diverses définitions de
la notion d’envie |Lipton et al., [2004; |Chevaleyre et al., [2007a]. Une autre approche, fondée sur la
définition d’un critére d’envie & portée limitée et prenant en compte une information incompléte
des agents (un agent ne peut envier que des agents qui lui sont proches ou qu'’il connait) semble
particuliérement intéressante, et n’a pas encore été étudiée, a notre connaissance, dans la littérature.

4.2 Maximisation de 'utilité collective

Nous allons maintenant nous intéresser a la complexité du deuxiéme probléme introduit dans
le chapitre [3| (définition , fondé sur une expression des préférences en logique pondérée, sur
une expression logique des contraintes, et sur la définition d’une fonction d’utilité collective. Plus
précisément, nous nous intéressons au probléme de décision suivant :

Probléme 8: [MAX-CUF]

INSTANCE : Une instance (A, 0, (A1,...,An), €, (YVind, Zind, D), (¥, >,),9) du probléme de
partage de biens indivisibles et un élément K € 7.
QUESTION : Existe-t-il une allocation admissible 7 telle que u.(7) > K ?

Par la suite, nous supposerons que toutes les utilités sont exprimées par des entiers, autrement dit
que %nq = 7 = N. Bien entendu, cette restriction n’affecte pas vraiment la portée des résultats de
complexité introduits ici, ni leur importance. Nous ferons cependant une exception a cette hypothése
afin de pouvoir représenter 'ordre social leximin : pour ce probléme particulier, nous supposerons
que Ying = N, ¥ = N ===icrimin, €6 ¢ = Id. Autrement dit, le probléme de maximisation de
I'utilité collective se rameéne dans ce cas-14 au probléme de recherche des partages admissibles dont
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x5 b5
A} Aj
Sl Sl
co-BH» co-BH»
NP NP
P P
o(1)
Probléme dont nous avons prouvé la complexité (la correspondance entre les nombres et
les problémes est spécifiée dans le tableau [4.1)).
17 Probléme dont la complexité était déja connue dans la littérature.
{/22 ? Probléme dont la complexité reste inconnue.
° Intersection des problémes correspondant aux arcs sortants.

Le probléme 7 est inclus dans le probléme j. Les arcs qui peuvent étre obtenus par tran-
sitivité ont été omis.

Figure 4.1 — Les différents problémes de décision concernant ’absence d’envie, et
leurs classes de complexité et relations d’inclusion.
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Efficacité ‘ nombre d’agents ‘ préférences ‘ monotonie H complexité
Préférences dichotomiques
1,1 Pareto-eff. non fixé — oui (1) ou non (1’) Yh-c.
2 Pareto-eff. non fixé ou fixé identiques oui NP-c.
avec n > 2
3 Pareto-eff. non fixé ou fixé identiques non co-BH»-c.
avec n > 2
4 Pareto-eff. 2 agents — oui NP-c.
5 Pareto-eff. 2 agents — non co-BH»-c.
6, 6’ all. compléte non fixé ou fixé identiques ou oui (6) ou non (6’) NP-c.
avec n > 2 pas
7,7 nb max d’agents non fixé — oui (7) ou non (7’) e%-c
8,8 Pareto-eff. — disjonctions oui (8) ou non (8’) P
9,9 Pareto-eff. — conjonctions oui (9) ou non (9) NP-c.
10. 10’ p off. o conjonctions avec (1 10° 1
0, 10 areto-e condition oui (10) ou non (107) o(1)
C tq [SAT]
11, 110 Pareto-eff. — (C)e P et clos oui (11) ou non (11’) NP-c.
pour A
Préférences non
dichotomiques
12,12 Pareto-eff. non fixé numeériques oui (12) ou non (127) Yh-c.
13 utilitarisme cl. non fixé ou fixé numériques non Ab-c.
avec n > 2
e non fixé ou fixé L. b
14 égalitarisme avec > 2 numériques non AS-c.
, non fixé ou fixé numériques, . , P
15, 15 Pareto-eff. avec n > 2 identiques oui (15) ou non (15) Ab-c.
16 Pareto-eff. non fixé additives non Yh-c.?
17,17 all. compléte non fixé additives oui (17) ou non (17) NP-c.
18, 18 Pareto-eff. non fixé ou fixé additives identiques | oui (18) ou non (18’) NP-c.
avec n > 2
19 Pareto-eff. — additives 0-1 oui NP-c.
20 Pareto-eff. > Nb d’objets additives oui O(1)
21 Pareto-eff. = Nb d’objets additives oui P
22 Pareto-eff. > Nb d’objets additives non Y5-c.?

Tableau 4.1 — L’ensemble des problémes de partage dont la complexité a été étudiée
dans cette section. Le résumé de leurs classes de complexité est représenté dans la

figure
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les profils d’utilité individuelle sont non dominés pour 'ordre leximin. Pour simplifier les notations,
nous noterons dans ce cas g = leximin.

4.2.1 Complexité du probléme général

Pour commencer, nous nous intéressons a la complexité du probléme général [MAX-CUF], sans
restriction sur les contraintes ou les fonctions d’agrégation individuelle et collective. Il est immeédiat
d’aprés la définition de constater qu’il est toujours possible de vérifier en temps polynomial si
une allocation est admissible ou non. Nous ferons de plus 'hypothése (non précisée dans cette méme
définition) que I'utilité collective d’une allocation peut aussi étre calculée en temps polynomial. Cette
hypotheése est raisonnable dans la mesure ou elle est vérifiée pour tous les opérateurs d’agrégation
individuelle introduits lors de la définition du langage de représentation au chapitre [3|et pour toutes
les fonctions d’utilité collective introduites au chapitre

Ainsi, sous les hypothéses introduites ici, le probléeme [MAX-CUF] est dans NP, quelles que soient
les contraintes d’admissibilité ou les demandes formulées par les agents. Il s’avére que dans le cas
général, ot 'on ne fait aucune restriction sur les contraintes, ce probléme est NP-complet :

Proposition 4.20 (Probléme général [MAX-CUF]) Le probléme [MAX-CUF] est NP-complet
deés lors que Uintroduction de n’importe quelle contrainte est autorisée.

Démonstration La preuve de cette proposition se fait par simple réduction du pro-
bléme [SAT]. A toute formule propositionnelle ¢ dont les symboles sont Var(p) nous asso-
cions le probléme d’allocation défini par A = {1}, & = Var(y) U {0}, avec o' & Var(p),
¢ = {p}, A1 = {(d/,1)}, et des fonctions d’agrégation @ et g complétement quelconques
(mais monotones). On peut immédiatement remarquer qu’il existe un partage admissible si
et seulement si ¢ est satisfiable. Donc il existe un partage 7 admissible tel que u.(7) > 0
si et seulement si @ est satisfiable : nous avons réduit une instance quelconque du probléme
[SAT] en une instance du probléeme [MAX-CUF]. La réduction est clairement polynomiale,
ce qui prouve la proposition. A

Nous avons donc démontré la difficulté du probléme dans le cas général ot 'on ne s’impose au-
cune restriction sur les contraintes, et ce pour n’importe quel couple d’opérateurs d’agrégation fixés.
Il est en conséquence naturel de s’interroger sur les cas pour lesquels la complexité de ce probléme
de décision tombe dans P, moyennant I'introduction d’hypothéses restrictives sur les contraintes ou
les demandes, et selon le choix des opérateurs d’agrégation & et g. Nous considérons ici seulement
le cas des opérateurs d’agrégation les plus classiques, c’est-a-dire & = + ou max, et ¢ = 4+, min,
ou leximin. Comme nous allons le voir, la plupart des cas analysés se raménent & des instances de
problémes bien connus en théorie de la complexité.

4.2.2 Pas de contrainte

Nous commengons par analyser un cas peu intéressant : celui d’'un probléme de partage sans
contrainte :

Proposition 4.21 (Probléme [MAX-CUF] non contraint) Toute instance du probléme [MAX-
CUF] dans laquelle € = & peut élre résolue en temps polynomial.

Démonstration Bien entendu, ce résultat utilise I’hypothése de monotonie des fonc-
tions @ et g, et le fait que 'on se restreint & des demandes positives. Considérons une
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instance du probléme [MAX-CUF] dans laquelle ’ensemble des contraintes est vide et consi-

dérons I’allocation 7 qui donne tous les objets & chaque agent. Cette allocation est admis-
sible (nous rappelons que la contrainte de préemption n’est pas présente puisque 'ensemble
des contraintes est vide), et maximise ['utilité collective, en vertu des hypothéses de mo-
notonie des opérateurs_ d’agrégation et de positivité des demandes. On peut calculer en
temps polynomial u.(7) et donc déterminer dans le méme temps s'il existe une allocation
admissible dont 1'utilité collective est supérieure ou égale & K. A

4.2.3 Contraintes de préemption uniquement

Nous allons maintenant considérer le cas, relativement classique et donc plus intéressant que le
cas précédent, d'une instance du probléeme [MAX-CUF] ne contenant aucune autre contrainte que
la contrainte de préemption. Comme nous allons le voir, ce probléme, qui semble trés basique, est
toutefois aussi difficile que le probléme général, et ce méme si 'on se restreint au choix des fonctions
d’agrégation classiques décrits ci-avant.

Proposition 4.22 (Contrainte de préemption uniquement) Le probléme [MAX-CUF] res-
treint auzr instances sans autre contrainte que la contrainte de préemption est NP-complet, méme
dans les cas particuliers ou les opérateurs d’agrégation sont les suivants :

> g=+;

> @ =+ ou max, et ¢ =+ ou min ou leximin.

Démonstration Bien entendu, I'appartenance & NP est immédiate. Il reste donc a
prouver la difficulté pour les cas particuliers cités dans la proposition.

g = + (sans restriction sur @) : Nous allons utiliser une réduction depuis le probléme
[INDEPENDENT SET] :

Probléme 9: [INDEPENDENT SET]

INSTANCE : Un graphe G = (V, E) et un entier K.

QUESTION : Existe-t-il un sous-ensemble . C V de taille au moins K tel que pour tout
couple (v,v") d’éléments de .7, (v,v") ¢ E (autrement dit, v et v’ ne sont
pas connectés dans G) 7

Soit ((V, E), K) une instance du probléme [INDEPENDENT SET], avec V' = {v1, ..., v, }.
Nous considérons l'instance P((V, E), K) du probléme [MAX-CUF] définie de la maniére
suivante :

> A =[1,n];

> 0 = {0fv;0;} | (vi,v;) € E} (nous créons un objet pour chaque aréte du graphe

initial ; précisons aussi que ogy, .} = 0fv; v;}) ;

> pour tout agent i, A; = (p;, 1), avec p; = /\(vi,vj)eE Ofv;,v;} (12 conjonction de tous

les objets correspondant aux arcs incidents de v;) ;

> ¥ =N, @ est quelconque (les agents n’ayant qu’une seule demande chacun, 1'opéra-

teur d’agrégation individuelle n’est pas important), et g = +;

> on cherche un partage dont l'utilité collective est supérieure a K.

Supposons qu’il existe un ensemble indépendant . de taille plus grande que K dans le
graphe (V, E). Alors soit 7 (.#) I'allocation qui attribue & tous les agents i tels que v; € .
I’ensemble des objets de leur conjonction. Cette allocation est admissible : si elle ne I’était
pas, cela signifierait que deux agents i et j satisfaits par 7 () ont un objet en commun,
donc que les nceuds qui leur correspondent dans (V, E) ont une aréte adjacente en commun,
ou en d’autres termes qu’ils sont connectés. Cela est rendu impossible par le fait que .
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est un ensemble indépendant. En outre, 7 (.#) satisfait autant d’agents que le nombre de
nceuds dans .7, donc u.(7 (7)) > K.

Réciproquement, supposons qu’il existe une allocation admissible 7@ de P((V, E), K)
dont 'utilité collective est supérieure ou égale & K. Il y a donc au moins K agents dont
la part contient la conjonction des objets og,, ;1 quils désirent. Notons () I'ensemble
des neoeuds v; de V tels que i est satisfait par 7, et supposons quil existe deux noceuds
v; et vj de #(7) qui sont connectés dans (V, E). Dans ce cas, I'objet Ofvi0;} = Ofv; 0}
apparait dans la conjonction de I'agent v et dans celle de I’agent v, donc aussi dans leur
part respective, ce qui est impossible en vertu de la contrainte de préemption. Donc .7(7)
est tel qu’il ne contient aucune paire de nceuds connectés, et est de taille supérieure ou
égale & K, ce qui prouve au final la validité de la réduction.

@ = max et ¢ = min ou leximin : Cette fois-ci, nous utilisons une réduction depuis le
probléme [SET PACKING] :

Probléme 10: [SET PACKING]

INSTANCE : Une collection C' d’ensembles finis, et un entier K.

QUESTION : Existe-t-il une sous-collection C’ C C' d’ensembles disjoints tels que |C’| >
K?

Soit (C, K) une instance du probléme [SET PACKING]. Nous considérons l'instance
P(C, K) du probléme [MAX-CUF] définie de la maniére suivante :

> A ={1,...,K};

>0 =Ugyec;

> pour tout agent i, A; = Jocoi(@c, 1)}, avec oo = A oo (la conjonction de tous

les objets du sous-ensemble C');

> 7 =N, ® =max et g = min;

> on cherche un partage dont 1'utilité collective est supérieure & 1.

Supposons que I'instance (C, K) soit une instance positive du probléme [SET PACKING],
et considérons un sous-ensemble C’ C C' d’ensembles disjoints tel que |C’| > K. Nous défi-
nissons une allocation 7 (C”) telle que Vi, m;(C”") € C' (la part d’un agent i correspond & un
élément particulier de C), et Vj # i, m;(C") # m;j(C’) (les parts de deux agents différents
correspondent & deux éléments différents de C”). Puisque |C’'| > K, cette allocation est bien
définie. Puisque les ensembles de C’ sont disjoints, 7 (C’) satisfait la contrainte de préemp-
tion. Enfin, puisque chaque agent voit I'une de ses demandes satisfaites, u.(7 (C")) = 1.

Réciproquement, supposons qu’il existe une allocation 7 telle que u.(7) > 1. Alors
Iutilité individuelle est au moins égale & 1 pour chaque agent, ce qui signifie que chaque
agent ¢ voit au moins une de ses formules pondérées (¢c,, 1) satisfaite. Soit C’ la collection
des sous-ensembles C;. Alors trés clairement C; est une sous-collection de C' par définition
des préférences des agents. De plus, les ensembles de C’ sont mutuellement disjoints car
T respecte la contrainte de préemption. En outre, C’ contient K éléments. C’est donc une
sous-collection de C' d’ensembles mutuellement disjoints et de taille K, ce qui prouve la
validité de la réduction utilisée.

Enfin, notons que dans le probléme P(C, K), toutes les solutions maximin-optimales
ont un profil d’utilité de (1,...,1), donc elles sont toutes équivalentes au sens du lexi-
min. En conséquence, I'ensemble des solutions maximin-optimales dans P(C, K) est égal
4 D’ensemble des solutions leximin-optimales, ce qui montre que la réduction précédente
fonctionne aussi dans le cas leximin. A

Notons que ce résultat était déja connu dans le cas particulier (®,g) = (+, g), puisqu’il s’agit
d’un corollaire de la NP-difficulté du Winner Determination Problem dans les enchéres combina-
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toires [Rothkopf et all [1998]; ainsi, le probleme [MAX-CUF] était déja connu comme étant NP-
complet dans ce cas. Cependant, les autres cas n’ont jamais été étudiés dans la littérature a notre
connaissance.

Dans les cas précédents, une partie de la complexité semble provenir du fait que les agents ont des
demandes complexes. On peut donc légitimement se demander ce qu’il advient de la complexité du
probléeme [MAX-CUF] lorsque les demandes des agents sont additivement indépendantes, autrement
dit, lorsque les formules pondérées sont atomiques.

Proposition 4.23 (Contrainte de préemption uniquement et demandes atomiques) Le
probléme [MAX-CUF] restreint auz instances sans autre contrainte que la contrainte de préemption
et pour lesquelles les préférences des agents sont atomiques est NP-complet, méme dans le cas
particulier o il n’y a que deux agents ayant des préférences identiques, avec des opérateurs
d’agrégation (4, min |leximin).

Cependant, ce méme probléme est dans P dans les cas suivants : (a) (B,g9) = (+,+); (b) (B, 9)
= (max, +|min) ; (¢) (®,9) = (+,min) et les demandes ont toutes les mémes poids.

Démonstration Nous commencons par démontrer la NP-difficulté dans le cas
(4, min | leximin), ce qui prouvera bien-stir la NP-complétude dans le cas général ou 'on
ne fait aucune hypothése sur les opérateurs d’agrégation.

@ = + et g = min ou leximin : La NP-difficulté du probléme va étre démontrée par
réduction depuis le probleme [PARTITION] :

Probléme 7| (rappel): [PARTITION]
INSTANCE : Un ensemble fini . et une taille s(a) € N pour tout a € ..
QUESTION : Existe-t-il un sous-ensemble .7/ C .7 tel que }_,c o 5(a) = 32 e 01 9 S(a) ?

Soit (.7, s) une instance du probléme [PARTITION], avec . = {a1, ..., ap}. Nous consi-
dérons l'instance P(.#, s) du probléeme [MAX-CUF] définie de la maniére suivante :

> A ={1,2};

> 0 ={o1,...,0p} (nous créons un objet pour chaque élément de .7);

> Ay = Ay = {(01,s(a1)), - .- (op, s(ap))};

> 7 =N, @& =+ et g=min;

> on cherche un partage dont l'utilité collective est supérieure & K = > 0_, s(a;)/2.

En vertu de la contrainte de préemption, tout partage admissible complet correspond a
une partition des objets & en deux sous-ensembles, et donc correspond & une partition des
éléments de . en deux sous-ensembles (disjoints par définition). Puisque Y F_; s(a;) = 2K,
on a uy(7T) 4+ ua(7) < 2K pour tout 7, et u1(7T) + uz(7) = 2K si et seulement si 7
est complet. En conséquence, il existe un partage 7 tel que uc(7) > K si et seulement
si u(7) = ua(7T) = K, c’est-a-dire si et seulement s'il existe une partition des éléments
de .7 en deux sous-ensembles ¥ et &\ 7 tels que 3, c 5 s(a) = 3,00 o 8(a) = K.
Nous avons prouvé le résultat dans le cas particulier oil il n’y a que deux agents ayant des
préférences identiques.

Bien entendu, cette réduction fonctionne aussi dans le cas ol ¢ = leximin.

Nous allons maintenant nous intéresser & un certain nombre de cas pour lesquels le
probléme est polynomial.
@ =+ et g = + : Ce cas se raméne de maniére évidente a un cas d’enchéres standard (non
combinatoires), et la solution est évidente : attribuer chaque objet & un agent qui I’évalue
le plus cher de tous les agents conduit & une allocation optimale. D’oti ’appartenance de
ce probléme a P.
@ = max et g = + : Puisque €& = max, nous pouvons nous restreindre aux allocations ad-
missibles n’attribuant qu'un seul objet a chaque agent : nous pouvons reconnaitre aisément

162 Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage



4.2. Maximisation de I'utilité collective

un probléme de couplage de poids maximal :

Probléme 11: [MAXIMAL MATCHING]

INSTANCE : Un graphe bipartite pondéré G(V = N1 U N, E), avec w(v,v") désignant le
poids d’une aréte {v,v'}, et un entier K.

QUESTION : Existe-t-il un couplage de poids supérieur ou égal a K, c’est-a-dire un sous-
ensemble E' C E tel que 3, nep w(v,v') 2 K, et Vo €V, B, 0") € V2
tel que {v,v'} € E' et {v,0v"} € E'?

Pour une instance du probléme [MAX-CUF] avec opérateurs @& = max et g = +, nous

créons le graphe bipartite formé d’un coté des agents et de autre des objets. Dans ce
graphe, une aréte relie un objet a un agent si l’'objet en question figure dans les préférences
de cet agent. Le poids d’une telle aréte correspond au poids de 'objet dans les préférences de
I’agent. Tout couplage dans un tel graphe correspond a une allocation admissible attribuant
au plus un objet & chaque agent. Le poids d’un tel couplage correspond a 1'utilité collective
de I’allocation associée. Il y a donc une allocation d’utilité collective supérieure ou égale &
un entier K si et seulement s’il y a un couplage de poids supérieur ou égal & K dans le
graphe bipartite. Le probléeme [MAXIMAL MATCHING] étant dans P, c’est donc aussi le cas
pour le probleme [MAX-CUF] dans ce cas particulier.
@ = max et g = min : Une réduction depuis le probléeme [MAXIMAL MATCHING] similaire
au cas précédent fonctionne dans ce cas. La construction du graphe a partir d’une instance
de [MAX-CUF] s’effectue de la méme maniére, sauf que le poids d’une aréte ne correspond pas
au poids de l'objet dans les demandes de ’agent, mais est égal a 1 si ce poids est supérieur
ou égal & K et 0 sinon. On cherche cette fois-ci un couplage de poids au moins n, ¢’est-a-
dire un couplage parfait. S’il existe, il est possible de trouver une allocation admissible qui
donne & chaque agent un objet d’utilité au moins K, donc il existe un partage admissible
d’utilité collective au moins K. Sinon, il n’est pas possible de trouver un tel partage, donc
l'utilité collective maximale est 0.

Nous pouvons remarquer en revanche que cette réduction ne fonctionne pas pour le cas

g = leximin. La complexité exacte de ce probléme reste encore indéterminée.
@ = + et g = min, avec demandes de méme poids : Ce cas ressemble beaucoup
au premier cas dont nous avons démontré la NP-complétude. En revanche, le fait que
les demandes soient toutes de méme poids fait chuter la complexité et rend le probléme
polynomial. Voyons pourquoi. Tout d’abord, si les demandes sont toutes de poids w et
que 'on cherche un partage d’utilité collective supérieure ou égale & K, nous pouvons
transformer le probléme en divisant les utilités par w : on se raméne ainsi & un probléme
(équivalent) de recherche d’un partage d’utilité collective supérieure ou égale & K/ = [ K /w]
dans une instance pour laquelle les poids de toutes les demandes sont égaux a 1. Nous
pouvons réduire ce probléme & un probléme de flot dans le graphe G = (V, E) suivant :

>V =A4UOU{s,t};

> E = {(s,4,K")|i € #/}U{(o,t,1)|o € 0} U{(i,0,1)]i € N, 0€ O, et (0,1) € A;}

(autrement dit, une aréte de poids K’ reliant la source s a tous les nceuds agents, une

aréte de poids 1 reliant tous les noeuds objets au puits, et une aréte de poids 1 par

couple (i,0) tel que o apparait dans les demandes de 'agent 7).
A chaque allocation admissible 7 telle que chaque agent ne recoit pas plus de K’ objets
correspond un flot dans le graphe : pour chaque aréte (s,i), la valeur du flot dans cette
aréte est le nombre d’objets obtenus par 'agent 7 (autrement dit, son utilité) ; pour chaque
aréte (i,0), la valeur du flot dans cette aréte est 1 si o € m;, et 0 sinon ; pour chaque aréte
(0,t), la valeur du flot dans cette aréte est 1 si o est donné a un agent, et 0 sinon. On peut
vérifier facilement que ce flot est valide, et qu’il y a une bijection entre 'ensemble des flots
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valides dans le graphe G et I’ensemble des partages admissibles.

Supposons qu’il existe un partage admissible 7 d’utilité collective supérieure ou égale
a K'. Alors il existe un partage admissible 7’ tel que chaque agent recoit exactement K’
objets (si un agent recoit plus de K’ objets dans 7, on peut lui en enlever jusqu’a arriver a
K"). A P'allocation 7' correspond un flot de G, de valeur nK’. Réciproquement, s'il existe
un flot de valeur nK'’ dans G, alors il existe un partage admissible 7 tel que chaque agent
recoit exactement K’ objets, et donc u.(7) = K’. Nous avons montré la validité de la
réduction, ce qui prouve que le probléme est dans P. A

4.2.4 Contraintes de volume uniquement

Comme nous 'avons précisé lors de 'introduction du modéle dans le chapitre [3 nous allons ici

relacher temporairement ’hypothése d’expression des contraintes d’admissibilité en logique propo-
sitionnelle pure pour nous intéresser & la complexité des problémes en présence de contraintes de
volume. La notion de contrainte de volume a été introduite dans la section lors de la définition
de la notion de contrainte d’admissibilité.

Proposition 4.24 (Contraintes de volume uniquement) Le probléme [MAX-CUF] restreint
aux instances sans autre contrainte que des contraintes de volume est NP-complet, méme dans
les cas particuliers ou les demandes sont atomiques, et ot les opérateurs d’agrégation (@, g) sont
(+, (%)), ((%),+) ou (max, min |leximin), ot (%) désigne n’importe quel opérateur fizé.

Démonstration & = + ou g = + : Pour ces cas, relativement identiques, on reconnait
aisément une instance du probléme sac-a-dos :

Probléme 12: [KNAPSACK]
INSTANCE : Un ensemble fini . une fonction de valeur u : . — N, une fonction de

volume v : . — N, une capacité maximale v,,,, et un entier K.
QUESTION : Existe-t-il un sous-ensemble ./ C .7 tel que ) . v(a) < Upmaz €t

Zaey/ U((I) Z K?

A partir d'un tel probléme, on peut créer une instance du probléme [MAX-CUF], avec
un seul agent (donc 'opérateur g n’importe pas) ayant des demandes atomiques du type
(a,u(a)) pour chaque élément a € .7, 'opérateur d’agrégation individuel & = +, et une
contrainte de volume pesant sur tous les objets, le volume de chaque objet a étant égal &
v(a), et le volume maximal étant égal & v,,4,. Pour ce qui est du cas ((x),+), il suffit de
remplacer ’agent unique par autant d’agents que d’objets, chaque agent désirant un seul
objet.

@ = max et ¢ = min : On montre la NP-complétude dans ce cas par réduction depuis le
probléme [HITTING SET] :

Probléme 13: [HITTING SET]

INSTANCE : Une collection C de sous-ensembles .77, . . . ,.%, d’'un ensemble .¥ et un entier
K < ||

QUESTION : Existe-t-il un sous-ensemble ./ C .7 avec || < K, tel que ' N # @
pour tout .%; € C'7

A partir d’une instance (C = {.#,...,.%,}, K) de ce probléme, nous créons I'instance
de [MAX-CUF] suivante :

> A ={1,...,n};

> 0=,

164

Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage



4.2. Maximisation de I'utilité collective

> une contrainte de volume telle que v(0) = 1 pour tous les objets de O, et le volume

maximal est K ;

> pour tout i, A; = {(0,1)|o € S };

> ¥ =N, & = max et g = min;

> on cherche un partage dont 1'utilité collective est supérieure ou égale a 1.

Tout partage admissible correspond bien entendu & un sous-ensemble . de . de taille
inférieure ou égale & K en vertu de la contrainte de volume. De plus, pour tout partage 7,
u.(7) > 1 si et seulement si chaque agent a au moins un objet qu’il désire, c’est-a-dire si
' contient au moins un objet de chaque sous-ensemble ..

Bien entendu, ce résultat s’étend au cas g = leximin. A

4.2.5 Contraintes d’exclusion uniquement

Enfin, le dernier cas que nous analysons est celui des contraintes d’exclusion globales, c’est-a-dire
s’appliquant & tous les agents et non & des agents particuliers.

Proposition 4.25 (Contraintes d’exclusion globales uniquement) Le probléme [MAX-CUF]
restreint auzr instances sans autre contrainte que des contraintes d’exclusion globales est NP-
complet, méme dans les cas particuliers ot les opérateurs d’agrégation (®,g) sont (+,(x)) ou
(max, +| min | leximin).

Démonstration & = + : Ce cas peut étre traité par une réduction depuis le pro-
bléme , [HITTING SET]. A partir d’une instance (C = {7, ...,.%»}, K) de ce probléme,
nous créons U'instance de [MAX-CUF] suivante :

> A = {1};

> 0=

> pour chaque % € C, nous créons une contrainte d’exclusion empéchant I'attribution
simultanée de tous les objets de .7 ;

A1 ={(0,1)|o € #};
> ¥ =N, ® =+ et g est quelconque (il n’y a qu’un agent, donc g ne compte pas);
> on cherche un partage dont l'utilité collective est supérieure ou égale a || — K.

v

Puisqu’un objet au moins de chaque contrainte d’exclusion ne doit pas étre attribué, tout
partage admissible 7 correspond & un sous-ensemble 7; des objets de .7 tels qu’au moins
un objet de chaque .#; n’est pas attribué, c’est-a-dire que . \ m est un hitting set. Réci-
proquement, & chaque hitting set correspond un partage admissible pour les méme raisons.
En conséquence, il existe un partage admissible d’utilité collective supérieure ou égale a
|7 — K si et seulement s’il existe un hitting set de cardinalité au plus K.
@ = max et ¢ = min|leximin : Nous utilisons ici une réduction directement depuis le
probleme [SAT] (probleme [19). Soit ¢ = Cly A --- A Cl, une formule en forme normale
conjonctive (CNF). On crée l'instance de [MAX-CUF] suivante :

> A ={1,...,n};
0 = UXEVar(@){OX’@} 3
pour tout x € Var(y), nous créons une contrainte d’exclusion —(ox A 0x) ;
pour tout 7, A; = {(ox, 1)|x € C;} U{(0x,1)|-x € C;};
Y =N, & = max et g = min;
> on cherche un partage dont 1'utilité collective est supérieure ou égale a 1.

v vV VvV V

A toute interprétation v de ¢ correspond un partage admissible 7, car seul un des deux
objets ox et 0x peut étre attribué. Réciproquement, & tout partage admissible tel qu’au
moins un des objets ox ou 0x est attribué pour tout x correspond une interprétation de ¢
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obtenue en instanciant & vrai tous les x tels que ox est alloué, et & faux les autres variables.
En ce qui concerne les autres partages admissibles 7, on peut toujours les compléter sans
faire diminuer 'utilité collective, jusqu’a atteindre un partage tel qu’au moins un des objets
0x OU 0x est attribué pour tout x. On peut donc se restreindre & ce dernier type d’allocations.

971l existe un partage admissible d’utilité supérieure ou égale & 1, alors l'interprétation
correspondante satisfait chaque clause de la formule ¢, puisque chaque agent i recoit au
moins un objet correspondant & un littéral de la clause ¢. Réciproquement, s’il existe un
modeéle de la formule ¢, alors il est possible d’attribuer & chaque agent i ’ensemble des
objets correspondant aux littéraux satisfaits de la clause : il y en a au moins un par clause,
donc l'utilité de chaque agent est 1, ainsi donc que 'utilité collective.

Comme a l'accoutumeée, cette réduction fonctionne aussi pour g = leximin.
@ = max et g = + : Il est relativement facile de vérifier qu'une réduction identique au
cas précédent fonctionne, mais cette fois-ci depuis le probleme [UNWEIGHTED-MAX-SAT]

(probleme [22). A

4.2.6 Conclusion

Nous nous sommes intéressés dans cette section & la complexité du probléme de maximisation de
I'utilité collective pour le probléme de partage exprimé dans le langage de représentation compacte
introduit au chapitre [3] Sans surprise, ce probléme est NP-complet, mais ce qui est plus intéres-
sant est qu’il le reste pour la plupart des cas particuliers méme trés simples pour les opérateurs
d’agrégation courants et la limitation des contraintes aux contraintes les plus classiques. De plus, la
variété des probléemes NP-complets utilisés pour les réductions dans les preuves montre que le choix
des opérateurs et des contraintes conduit & des problémes de nature relativement différente, méme
s’ils sont pour la plupart de méme complexité. Nous avons toutefois exhibé quelques problémes
polynémiaux, pour des types de demandes trés simples (atomiques), des contraintes de préemption
uniquement, et certains types d’opérateurs.

Les résultats obtenus sont détaillés dans la figure Dans cette figure, les résultats marqués
(A) sont des corollaires de résultats déja connus dans le domaine des encheéres combinatoires, les
résultats marqués en caractéres non gras sont relativement immédiats, le cas marqué « 7» est encore
non résolu, et enfin tous les autres résultats, marqués en gras, sont ¢ priori non triviaux, et nouveaux
a notre connaissance.
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[MAX-CUF] \A
N’importe /
Contraintes d’exclusion seulement

quel type de

contraintes : Pas de @ = +, n’importe quel g : NP-c.
NP-c. contraintes : g L (lexi)min
P @
max NP-c. NP-c.
Contraintes Contraintes de volume
de

@ = +, n’importe quel g : NP-c.
g = +, n’importe quel & : NP-c.
@ = max, g = min ou leximin :

NP-c.

préemption

Demandes atomiques N’importe quel type de demande
& + min leximin & + (lexi)min
@D @
NP-c., P si + NP-c. (A) | NP-c.
* P4) poids égaux NP-c. max NP-c. NP-c.
max P P ?

Figure 4.2 — Résumé des résultats de complexité obtenus pour le probléme de maxi-
misation de 'utilité collective.
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Chapitre 5
Préordre leximin et programmation par
contraintes

Lors de ’ensemble des chapitres précédents, nous avons introduit entre autres un modéle formel
générique permettant d’exprimer des instances du probléme de partage de biens indivisibles, et nous
avons aussi mis en évidence des résultats de complexité liés a ’expression compacte de ces instances.
La partie que nous abordons maintenant a une vocation beaucoup plus pratique. Dans ce chapitre,
nous allons nous pencher sur un probléme algorithmique particulier pour lequel nous allons proposer
plusieurs méthodes de résolution. Ces approches seront testées de maniére expérimentale dans le
chapitre suivant.

5.1 Exposé du probléme

Le probléme de maximisation de 'utilité collective dans le modéle de probléme de partage que
nous avons introduit au chapitre [3] se raméne finalement & un probléme d’optimisation combina-
toire trés classique, pouvant étre facilement spécifié et implanté dans un cadre de modélisation et
de résolution de problémes tel que celui de la programmation par contraintes. Cependant, cette
traduction s’applique difficilement au préordre leximin, qui est pourtant un ordre de bien-étre col-
lectif pertinent dans un contexte de recherche d’équité, comme nous ’avons vu au chapitre |1l Le
probléme d’optimisation leximin dépasse en outre largement le cadre particulier des problémes de
partage équitable. C’est pourquoi nous avons choisi de nous y intéresser : il s’agit d’un probléme
algorithmique non trivial, pertinent dans le domaine du partage, et dont la portée dépasse largement
ce cadre particulier.

5.1.1 Retour sur le préordre leximin

Le préordre leximin, introduit dans la définition page [42] en tant qu’ordre de bien-étre col-
lectif, a de nombreuses vertus, que nous rappelons briévement. Comine il s’agit d’un raffinement
efficace de la fonction d’utilité collective égalitariste min, il hérite de toutes les propriétés mathéma-
tiques et «éthiques» de cette fonction : anonymat, insensibilité & une dilatation commune croissante
quelconque des utilités, juste part garantie. Il vérifie en plus la propriété de réduction des inéga-
lités, 'indépendance vis-a-vis des agents non concernés, et enfin 'unanimité. Son fonctionnement
est fondé sur une comparaison successive des utilités des agents, du plus pauvre au plus riche, jus-
qu’a trouver une différence qui permet alors de discriminer les deux profils : il s’agit donc d’une
comparaison lexicographique sur les vecteurs d’utilité triés.
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Comme nous ’avons fait remarquer au chapitre [I} le préordre leximin ne se justifie pas exclu-
sivement dans le cadre du partage. Hors de ce domaine, il est aussi employé pour 'agrégation de
niveaux de satisfaction de contraintes floues [Dubois et al.l [1996; Dubois et Fortemps, |1999; Dubois
et al., [2001], ou dans le domaine de l'optimisation multicritére, lorsque ’on cherche & obtenir des
solutions relativement bien équilibrées entre les critéres, mais cependant Pareto-efficaces.

Notons que 'on fait parfois usage d’un autre raffinement du min que celui apporté par le preé-
ordre leximin (et par le préordre discrimin que nous avons évoqué au chapitre |1} mais qui est peu
pertinent dans le contexte du partage), 'objectif étant bien sir toujours de bénéficier des caractéris-
tiques égalitaires de la fonction min tout en garantissant la, Pareto-efficacité de la solution trouvée.
L’un de ces raffinements classiques, notamment en recherche opérationnelle et en optimisation mul-
ticritére, est la méthode max-min / max-sum. Cette méthode consiste & sélectionner I’ensemble des
solutions maximisant la somme des utilités (ou des critéres) parmi les solutions optimales au sens
de la fonction min. Nous pouvons remarquer que si cette solution est séduisante d’un point de vue
algorithmique (le calcul d’une solution max-min-optimale et d’une solution optimale au sens de la
somme sont des problémes d’optimisation classiques et que ’on sait bien résoudre), en revanche
elle est problématique d’un point de vue «microéconomiquey, car elle peut éventuellement aboutir
a perdre tous les bénéfices de la fonction min, et & se ramener 4 faire de I'utilitarisme pur. Considé-
rons par exemple un probléme pour lequel I'un des agents joue le role de fauteur de troubles, et en
particulier a des préférences (quasi-)irréalisables. Dans ce cas, cet agent jouera toujours le role de
I’agent le plus pauvre, et empéchera le fonctionnement normal de la fonction min, en empéchant son
action de filtrage des profils inégalitaires, et en laissant ’espace des alternatives min-optimales égal
& l'espace des alternatives admissibles en entier. Ensuite, ’agrégateur utilitariste classique somme
sera le seul en jeu pour discriminer I'ensemble des profils d’utilité : ce cas se rameéne donc & de 'uti-
litarisme pur. Le préordre leximin, en revanche, permet de résoudre ce cas pathologique en ignorant
simplement 1’agent fauteur de troubles, et en discriminant les profils d’utilité des autres agents de
la méme maniére que si cet agent particulier n’était pas présent dans le partage.

Ces arguments en faveur du préordre leximin nous incitant & nous intéresser a ’algorithmique
qui lui est dédiée, nous allons donc nous pencher sur le probléme de recherche d’une solution non
dominée au sens du préordre leximin. Il y a deux maniéres d’aborder cette question :

> utiliser une fonction d’utilité collective représentant le préordre leximin (ce qui est possible

lorsque l'espace des alternatives est fini ou infini dénombrable), et transformer ainsi le pro-
bléme en optimisation monocritére classique;

> aborder le probléme directement dans le cadre de 'optimisation multicritére et développer

une algorithmique dédiée.
Nous parlerons brievement de la premiére approche dans la section mais notre point de vue
sera plutdt centré sur la vision multicritére du probléme.

Notons qu'il existe un certain nombre de travaux récents sur l'optimisation multicritére (ou
multiobjectif). Cependant, comme le rappelle [Ehrgott et Gandibleux, 2002|, le domaine de l'opti-
misation et celui de la décision multicritére, tous deux trés prolifiques, ont été longtemps séparés.
Cela est d’autant plus surprenant que de nombreux problémes de décision multiobjectif ont na-
turellement besoin de procédures permettant de calculer un optimum au sens de tous les critéres
(par exemple un optimum de Pareto). Réciproquement de nombreux problémes combinatoires réels
étudiés dans le cadre de Ioptimisation monoobjectif nécessitent la prise en compte de plusieurs
critéres pour modéliser une application de maniére réaliste.

La plupart des travaux dans le domaine de ’optimisation multicritére sont issus de la com-
munauté de la recherche opérationnelle [Ehrgott, 2000], et sont orientés sur des techniques tradi-
tionnelles de ce domaine, telles que la programmation linéaire . En ce qui concerne la définition
de I'ensemble des bonnes solutions, la plupart de ces travaux se concentrent sur la recherche de
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I’ensemble des alternatives Pareto-optimales. Plus récemment, certains travaux se sont intéressés
plus spécifiquement & des solutions faisant apparaitre des compromis entre les critéres, telles que
les solutions leximin-optimales [Ogryczak, 1997|, les moyennes pondérées ordonnées [Ogryczak et
Sliwiriskil, 2003], ou encore la norme de Tchebycheff [Galand et Perny, 2006|. Notons cependant que
la plupart de ces travaux sont dédiés & des problémes particuliers tels que le probléme sac-a-dos,
celui du voyageur de commerce, ou encore le probléme de plus court chemin dans un graphe |Galand
et Perny, [2006], 2007; Perny et al., 2007].

Si la prise en compte d’objectifs multiples dans les procédures d’optimisation commence & étre
étudiée abondamment par les chercheurs opérationnels, en revanche, I’extension du cadre de la pro-
grammation par contraintes au multicritére n’en est qu’a ses balbutiements. On peut citer toutefois
quelques exceptions, comme par exemple [Rollon et Larrosay, 2006], qui étend ’algorithme classique
Bucket Elimination au cadre des réseaux de contraintes multiobjectif.

5.2 Le probléme de satisfaction de contraintes & critére max-leximin

Notre démarche s’appuie sur le cadre des problémes de satisfaction de contraintes et de la
programmation par contraintes, afin de bénéficier d’un cadre de modélisation et de résolution intuitif
et puissant, que nous pourrons exploiter pour 'adapter au probléme d’optimisation leximin. Il ne
s’agit donc pas de redéfinir le cadre de modélisation et les algorithmes de base de la programmation
par contraintes, mais bien d’exploiter pour la résolution de notre probléme l’ensemble des outils
qu’il nous fournit.

Le cadre de la programmation par contraintes constitue un outil flexible et efficace pour la
modélisation et la résolution de problémes combinatoires tels que la planification, les problémes
d’allocation de ressource ou encore les problémes de configuration. Ce paradigme est fondé sur la
notion de réseau de contraintes, que nous avons introduit au chapitre 3] dans la définition
Rappelons qu’un réseau de contraintes est un triplet (2°,D,%), oot & = {x1,...,Xp} est un
ensemble de variables, D est la fonction de domaine, qui associe a tout x; € 2" un domaine fini %,
et € un ensemble de contraintes spécifiant chacune un ensemble d’instanciations autorisées sur un
sous-ensemble des variables.

Le probléme central de la programmation par contraintes est le probléme de satisfaction de

contraintes ([CSP] pour Constraint Satisfaction Problem) :

Définition 5.1 (Probléme de satisfaction de contraintes ([CSP])) Le probléme de satisfac-
tion de contraintes est le probléme de décision sutvant :

Probléme 14: [CSP]

INSTANCE : Un réseau de contraintes (Z°,D,€).
QUESTION : (Z,D,%) a-t-il une solution (une instanciation compléte cohérente) ?

Comme nous 'avons déja fait remarquer dans le chapitre [3] il s’agit d’un probléme NP-complet.

Il existe une déclinaison de ce probléme de satisfaction de contraintes en probléme d’optimisation,
que nous appellerons probléme de satisfaction de contraintes avec variable objectif, et dans lequel
une variable du réseau de contraintes, qui prend ses valeurs dans les entiers, doit étre maximisée.

Définition 5.2 (Probléme des satisfaction de contraintes avec variable objectif) Le pro-
bleme de satisfaction de contraintes avec variable objectif est le probléme d’optimisation suivant :
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Probléme 15: Probléme des satisfaction de contraintes avec variable objectif

INSTANCE : Un réseau de contraintes (2 ,D,€) et une variable objectif o € X telle que Jo C N.
SOLUTION : «Inconsistanty si sol(Z,D,%) = &.

Sinon une solution U = argmax,c .2 p,%)(v(0)).

Etant donnés un réseau de contraintes (Z,D,€) et une variable objectif o, nous noterons
max(Z,D,€,0) l'ensemble des solutions v € sol(Z,D,¥) telles que v(0) est mazimal.

La version décisionnelle de ce probléme d’optimisation, pour laquelle on cherche & déterminer
g'il existe une solution dont la valeur de la variable objectif est supérieure & un certain seuil K est
un probléme NP-complet.

Notons que cette déclinaison du probléme de satisfaction de contraintes classique en probléme
d’optimisation est légérement différente du cadre des problémes de satisfaction de contraintes valués
que nous avons évoqué au chapitre , puisqu’ici, la valuation (qui évalue la qualité d’une solution)
n’est pas portée par les contraintes elles-mémes, mais par une variable objectif.

L’expression de problémes de partage a fonctions d’utilité «classiquesy telles que ¢g*, ¢(®) ou
encore gV) (introduites dans le chapitre D sous forme de probléme de satisfaction de contraintes
avec variable objectif est relativement immédiate : n variables jouent le réle des utilités individuelles,
une variable joue le role de l'utilité collective, et une contrainte lie ces variables entre elles. Ainsi
par exemple pour g*, cette contrainte est simplement ue = 2?21 u;.

En revanche, nous devons introduire un nouveau probléme d’optimisation pour prendre en
compte la multiplicité des variables objectif, et ['utilisation du préordre leximin sur ces variables.
La définition suivante introduit la notion de [MAXLEXIMINCSP], qui est adaptée du probléme de
satisfaction de contraintes avec variable objectif :

Définition 5.3 ([MAXLEXIMINCSP]) Le probleme [MAXLEXIMINCSP] le probléme d’optimisa-
tion suivant :

Probléeme 16: [MAXLEXIMINCSP]

INSTANCE : Un réseau de contraintes (Z°,D,€) et un vecteur objectif (uy,...,un) € L™ tel que

Vi, Dy, © N.
SOLUTION : «Inconsistanty si sol(Z,D,%) = &.
y ; n Slezimin
Sinon une solution v € argmax LR 5 o) (v(u1),...,v(un)).

Etant donnés un réseau de contraintes (2 ,D,€) et un vecteur objectif W, nous noterons
mazxleximin(2 ,D, €, W) l'ensemble des solutions v € sol(2",D,€) telles que (v(uy),...,v(uy))
est mon dominé au sens du préordre lerimin, c’est-a-dire mamlemmin(%,l)fﬁ,ﬁ)) =

Slewimin
argmax;eliol(ﬁ}ypx) (v(ug),...,v(up)).

La version décisionnelle de ce probléme d’optimisation, pour laquelle on cherche & déterminer g’il
existe une solution dont la valeur de la variable objectif domine au sens du leximin un certain vecteur
K est clairement un probléme NP-complet, et ce pour les raisons suivantes. (1) L’appartenance & NP
est immeédiate, car la comparaison au sens du leximin de deux vecteurs donnés peut étre effectuée
en temps linéaire. (2) La NP-complétude est un corollaire de la NP-complétude du probléme avec
variable objectif simple : le [MAXLEXIMINCSP] est équivalent & ce probléme si le vecteur objectif
est de taille 1.

Nous allons donc nous intéresser a la résolution du probléme [MAXLEXIMINCSP]. Notre objectif
n’est pas de réinventer les algorithmes de base du domaine de la programmation par contraintes,
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qui ont été largement étudiés dans la littérature et fonctionnent bien dans le cadre monocritére.
Notre but est plutdot d’appliquer les outils fournis par ce cadre de modélisation et de résolution &
notre probléme d’optimisation multicritére leximin.

Introduisons avant de poursuivre quelques notations supplémentaires. Pour une variable donnée
X, nous noterons respectivement x et X pour désigner min(%x) et max(%x). Dans les algorithmes,
nous utiliserons aussi les raccourcis suivants pour les réductions de domaines : x < « pour désigner
une modification de la fonction de domaine D telle que Zx «— Px N o, 400 (toutes les valeurs
inférieures a « sont effacées du domaine de x — notons que si a < x, Zx n’est pas modifié), X «— «
pour désigner Zx «— PxN] — 0o, a] (toutes les valeurs supérieures a « sont effacées du domaine de x
— notons que si a > X, Px n’est pas modifié), et x < a pour désigner Zx «— {a} (toutes les valeurs
différentes de a sont effacées du domaine de x — notons que si o € %, alors Py devient vide).
Pour deux fonctions de domaine D; et Dy sur deux ensembles de variables 27 et %5, nous noterons
(D1, D2) pour désigner la fonction de domaine sur 2 = 27 U %23 telle que Vx € 27, D(x) = D1(x)
si x € 27 et D(x) = Da(x) si x € Z5. Enfin, nous pourrons noter une fonction de domaine sous sa
forme explicite : (X1 : Zxys-- - Xn : Dxp)-

5.3 Programmation par contraintes et optimisation leximin

L’objectif de cette section est d’introduire des algorithmes de résolution dédiés au probléme
[MAXLEXIMINCSP], et fondés sur la programmation par contraintes, qui fournit un cadre de résolu-
tion dédié aux problémes de satisfaction de contraintes avec ou sans variable objectif. Avant de nous
intéresser aux algorithmes de résolution eux-mémes, nous allons introduire une petite description
du fonctionnement et des principes de base de la programmation par contraintes.

5.3.1 La programmation par contraintes
5.3.1.1 Les deux composantes d’un systéme de programmation par contraintes

La programmation par contraintes est un paradigme de programmation, issu du domaine des
problémes de satisfaction de contraintes, auxquels se sont intéressés les chercheurs en intelligence
artificielle dés les années 70, et né du développement du cadre de la programmation par contraintes
logique (CLP pour Constraint Logic Programming) dans les années 80. C’est dans ces années-la
qu’ont été posées les bases théoriques du cadre sous sa forme actuelle, et qu’ont été développés les
premiers systémes de résolution fondés sur ce paradigme. Les principaux développements qui ont
suivi dans les années 90 ont concerné dans un premier temps l'identification de nouveaux champs
d’application de la programmation par contraintes, ce qui a conduit & la mise en évidence de
nouveaux types de contraintes et & l'introduction des mécanismes de propagation et de filtrage
associés. Dans un deuxiéme temps, un certain nombre d’extensions du probléme de satisfaction de
contraintes, assorties de leur cadre algorithmique, ont permis de prendre en compte de nouvelles
caractéristiques telles que : la notion de préférence avec les problémes de satisfaction de contraintes
valués [Schiex et al 1995] ou semi-anneaux [Bistarelli et al., 1997] ou encore la distribution avec
les problémes de satisfaction de contraintes distribués |[Collin et al.l |1992; [Faltings, 2006].

Nous allons introduire trés rapidement quelques principes fondateurs de la programmation par
contraintes. Pour une description plus formelle et plus détaillée de la programmation par contraintes,
on pourra se référer par exemple a 'ouvrage de référence [Apt, 2003|, & Particle |[van Hentenryck
et al}1992], ou a I'introduction du manuel d’OPL Studio [van Hentenryck} 1999]. Pour une vue d’en-
semble détaillée et plus générale de la programmation par contraintes, des problémes de satisfaction
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de contraintes et de leurs extensions, on pourra consulter 'ouvrage [Rossi et al., 2006].

La programmation par contraintes a pour objet la résolution de problémes de satisfaction de
contraintes, & variables objectif ou non. Ce cadre est construit sur les composantes suivantes |Apt|
2003, chapitre 3] :

> le prétraitement, dont 1'objectif est de transformer le probléme initial & traiter en un pro-

bléme de forme équivalente plus simple que le probléme initial, et dans un format accepté par

I’algorithme de recherche;;

> une procédure d’exploration de 'arbre de recherche, elle-méme fondée sur :

e une procédure de branchement, dont le réle est de séparer le probléme 4 traiter en deux sous-
problémes complémentaires (plus simples), si cela est possible, en choisissant par exemple
une variable & instancier & une valeur donnée (dans le cas d’un algorithme de type retour-
arriére ou branch-and-bound par exemple),

e une condition permettant de tester si le probléme en cours est atomique ou s’il peut encore
étre traité par la procédure de branchement,

e une condition d’arrét de la procédure d’exploration ;

> une procédure de propagation de contraintes, dont le role est de transformer le probléme en

cours en un probléme équivalent plus simple, par déduction d’informations selon 1’affectation

des variables en cours et la nature des contraintes du probléme.

Si 'on met & part la procédure de prétraitement, qui occupe une place relativement marginale
dans la résolution d’un probléme, un systéme de programmation par contraintes est donc fondé sur
deux composantes principales : celle qui concerne 'exploration de ’arbre de recherche, et celle qui
concerne la propagation de contraintes. Le processus de résolution d’un probléme de satisfaction
de contraintes résulte d’un dialogue permanent entre ces deux composantes fondamentales, comme
lillustre la figure 5.1}

Demande de propagation

Mécanisme — Propagation
de recherche | <= de contraintes

Exploration de 'arbre de recherche, Mise & jour des domaines,
stratégies d’exploration arc-cohérence
(heuristiques)

Mise & jour des domaines
Figure 5.1 — Illustration simplifiée du principe de la programmation par contraintes.

Dans un systéme de programmation par contraintes, 'utilisateur a généralement assez peu d’em-
prise sur la composante d’exploration de I’arbre de recherche. L’algorithme de résolution (correspon-
dant aux fonctions solve et maximize que nous allons introduire plus loin) est en général fixé par
le systéme, et 'action de 'utilisateur se résume & spécifier un ensemble d’heuristiques permettant
de guider la procédure de branchement dans son exploration de l’arbre de recherche en lui indiquant
par exemple la prochaine variable & instancier, et la prochaine valeur & choisir dans son domaine.

En ce qui concerne la deuxiéme composante fondamentale d’un systéme de programmation par
contraintes, celle-ci repose sur un ensemble de mécanismes de propagation d’information et de fil-
trage associés a un ensemble de contraintes. Cette composante comporte un langage de spécification
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des contraintes permettant la description du probléme a traiter, et un ensemble d’algorithmes de
filtrage associés aux contraintes. Certains langages tels que Choco [Laburthe, 2000] permettent 'in-
troduction de nouvelles contraintes dans le systéme, grace & la spécification d’algorithmes de filtrage
dédiés. L'objectif de ces algorithmes de filtrage est d’exploiter la sémantique des contraintes afin
de tacher d’éliminer au plus t6t possible (et de maniére la plus efficace possible en terme de temps
de calcul) les valeurs des domaines des variables qui ne font pas partie d’instanciations cohérentes
du probléme. Bien entendu, cette notion de filtrage est toujours fondée sur un compromis entre le
temps de calcul nécessaire a la propagation de contraintes et la quantité d’information déduite.

Nous allons introduire de maniére plus détaillée comment cette notion de filtrage a été formalisée,
et comment elle a été implantée en programmation par contraintes.

5.3.1.2 Propagation de contraintes

La propagation de contraintes est I'une des techniques les mieux formalisées, les plus efficaces, et
les plus abouties pour faire de 'inférence dans les réseaux de contraintes. Son objectif est de détecter
et d’éliminer au plus tét les éléments du probléme qui n’ont aucune influence sur la consistance du
réseau de contraintes. En d’autres termes, on cherche a transformer le réseau de contraintes initial
en un réseau qui soit plus simple, et en méme temps équivalent (en termes de solutions) au réseau
initial, soit par suppression de contraintes qui sont toujours vérifiées (notion d’entailement), soit par
suppression de valeurs des domaines des variables si ces valeurs ne peuvent pas faire partie d’une
instanciation cohérente. Prenons un exemple. Soit un réseau de contraintes constitué de 2 variables
x1 et x2 de méme domaine {1,2,3}, et d’une contrainte x3 < Xa. A P’aide d’un raisonnement
basique on peut s’apercevoir que x3 ne peut pas prendre la valeur 3, et que x2 ne peut pas prendre
la valeur 1, & cause de la contrainte x7 < x2. Nous pouvons donc supprimer ces valeurs des domaines
de x1 et xo sans restreindre ’ensemble des solutions du réseau. Tenir un tel raisonnement revient
a effectuer une tache de propagation de contraintes. On pourra trouver une description formelle de
ces notions dans |Bessiére, 2006].

La notion la plus classique du domaine de la propagation de contraintes est la notion d’arc-
cohérence. Cette notion est due initialement a [Mackworth, |1977a|, qui I’a définie dans un premier
temps dans le cadre des contraintes binaires, puis I'a étendue aux contraintes n-aires.

Définition 5.4 (Support et arc-cohérence généralisée) Soit (2°,D,¢) wun réseau de
contraintes, C € € tel que Z (C) = {x1,...,Xx}, et o € Dx,. Le support de o pour x; et pour la
contrainte C est l’ensemble des instanciations v € Z (C) telles que v(x;) = a et v € Z(C).

C' est dite arc-cohérente généralisée (ou gac) si et seulement si Vx € Z'(C), Vo € Py, a a un
support non vide pour X et la contrainte C.

(Z,D,%€) est arc-cohérent généralisé si et seulement si toutes ses contraintes le sont.

Cette notion d’arc-cohérence généralisée est intuitive : une valeur d’'un domaine qui n’a pas de
support sur une contrainte ne peut conduire & une solution du réseau de contraintes. Le terme
«généralisé» associé & I'arc-cohérence est di au fait qu’historiquement cette notion a été introduite
pour des contraintes binaires uniquement.

Nous pouvons définir, pour un réseau de contraintes donné potentiellement non arc-cohérent
généralisé, un réseau de contraintes arc-cohérent équivalent :

Définition 5.5 (fonction gac) Soit (2, D,€) un réseau de contraintes consistant et C € € une
contrainte. Nous noterons gac(Z,D,€,C) le réseau de contraintes (2, D', €), avec D' la fonction
de domaine telle que pour tout i D(x;) est le sous-ensemble de D(x;) de cardinalité mazimale tel
que tout o € D(x;)" a un support non vide pour C.
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Nous noterons de méme gac(Z ,D,€) le réseau de contraintes (2, D', €), avec D' la fonction
de domaine telle que pour tout i D(x;) est le sous-ensemble de D(x;) de cardinalité mazimale tel
que tout o € D(x;)" a un support non vide pour toute contrainte de € .

Nous pouvons vérifier la validité de cette définition. Si le réseau de contraintes est consistant,
alors chaque domaine contient au moins une valeur dont le support est non vide pour chaque
contrainte ; donc il existe au moins un réseau de contraintes arc-cohérent généralisé inclus dans le
réseau initial. De plus, pour une variable donnée x;j, il ne peut y avoir deux sous-ensembles différents
Dy, et Dy, tous deux inclus dans Zy;, de cardinalité maximale, et tels que tout o € Zy. et tout
o € Iy ont un support non vide pour toute contrainte de 4. Donc la fonction gac(2", D, %) définit
bien un réseau de contraintes unique.

La question de la complexité du calcul de gac(Z,D,%), ou plus particulierement de
gac(Z,D,€¢,C) pour une contrainte donnée est fondamentale, car il s’agit d’une procédure de
base de la propagation de contraintes.

La premiére procédure de calcul d’arc-cohérence sur un réseau de contraintes a été introduite
dans [Mackworth| 1977a], restreint aux contraintes binaires (algorithme AC3), et dans [Mackworth,
1977b] pour les contraintes n-aires (algorithme GAC3). Cette procédure permet le calcul de arc-
cohérence généralisée sur un réseau de contraintes en temps O(er3d™*1) et en espace O(er), ol e
est le nombre de contraintes du réseau, r désigne la plus grande arité parmi les contraintes, et d la
taille du plus grand domaine des variables. Depuis, de nombreux travaux dédiés a ’arc-cohérence
(généralisée) ont conduit & lintroduction d’un certain nombre d’algorithmes plus performants :
(G)AC4 |Mohr et Masini, |1998|, AC6 [Bessiére et Cordier, 1993|, ou AC2001 |[Bessiére et Régin,
2001]. On pourra trouver une étude détaillée sur l'identification et la complexité de problémes liés
a l’arc-cohérence généralisée dans [Bessiére et al., 2007).

Il existe d’autres notions de cohérence dans les réseaux de contraintes. Certaines sont plus
fortes que l'arc-cohérence généralisée, comme par exemple la chemin-cohérence [Montanari, (1974]
— ou de maniére plus générale la k-cohérence |Freuder, 1982] — ou la singleton-arc-cohérence. Ces
propriétés permettent donc d’effectuer plus de réductions sur les domaines des variables au prix
d’une complexité plus grande.

11 existe aussi des propriétés de cohérence plus faibles que I'arc-cohérence généralisée. Nous nous
intéresserons plus particuliérement a I'une d’entre elles, la borne-cohérence, définie pour des variables
ayant des domaines entiers (ou de maniére plus générale totalement ordonnés) :

Définition 5.6 (Borne-cohérence) Soit (2, D,€) un réseau de contraintes et C € € telle que
Vx € 2°(C), P« S N. C est borne-cohérente (ou bc) si et seulement si Vx € 2 (C), le support de

=

x et de X sont non vides.

Nous pouvons définir, & I'instar de 'arc-cohérence généralisée la fonction be, qui transforme un
réseau de contraintes en réseau borne-cohérent.

Définition 5.7 (fonction bc) Soit (Z°,D, %) un réseau de contrainles consistant et C € € une
contrainte. Nous noterons be(Z, 2,%€,C) le réseau de contraintes (2, 9',€), avec D' la fonction
de domaine telle que pour tout i D(x;) est le sous-ensemble de D(x;) de cardinalité mazimale tel
que min(%y,) et max(%x,) ont un support non vide pour C.

Nous noterons de méme be(Z, D, %) le réseau de contraintes (2°,D',€), avec D' la fonction
de domaine telle que pour tout i D(x;) est le sous-ensemble de D(x;) de cardinalité mazimale tel
que tout min(%y,) et max(%x,) ont un support non vide pour toute contrainte de €.
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Calculer la borne-cohérence sur un réseau de contraintes donné permet dans certains cas de
simplifier la procédure de filtrage (au détriment bien entendu de la quantité d’information inférée),
comine nous le verrons lors de l'introduction des contraintes globales.

5.3.1.3 Contraintes globales

Les travaux de ces quinze derniéres années dans le domaine de la programmation par contraintes
ont mis en évidence ’existence d’un certain nombre de «schémas» de contraintes spécifiques que ’on
retrouve dans la modélisation d’un grand nombre de problémes réels treés différents. Les contraintes
ainsi définies ont une arité variant avec le probléme, mais une sémantique précise et commune a
toutes les applications : de telles contraintes sont appelées contraintes globales. L’exemple le plus
connu est certainement la contrainte globale AllDifferent, portant sur un ensemble de variables
et interdisant l'instanciation de deux de ces variables & la méme valeur. La puissance expressive et
Iefficacité opérationnelle des algorithmes de propagation dédiés aux contraintes globales en ont fait
un sujet de prédilection de la littérature de ces derniéres années en matiére de programmation par
contraintes. On pourra trouver en particulier sur le sujet une réflexion sur la notion de globalité
d’une contrainte dans [Bessiére et van Hentenryck, 2003|, centrée autour des concepts de globalité
sémantique, globalité opérationnelle, et globalité algorithmique. On trouvera aussi une liste étendue
de contraintes globales dans |Beldiceanu et al.l 2005, assortie d’un état de l'art sur le sujet dans
[Beldiceanu et al., 2007].

L’inconvénient des procédures de filtrage par arc-cohérence introduites ci-avant est leur com-
plexité temporelle dépendant exponentiellement de l’arité des contraintes : il est inenvisageable
d’appliquer ces procédures de filtrage sur des contraintes globales, qui peuvent avoir une arité im-
portante. Deux stratégies sont envisageables pour contourner ce probléme :

> décomposer les contraintes globales en un ensemble équivalent de contraintes d’arité inférieure

(binaires si possible) ;
> développer des algorithmes de filtrage spécifiques, qui exploitent la sémantique des contraintes
globales pour assurer ’arc-cohérence généralisée (ou la borne-cohérence) en temps raisonnable.
Ces deux approches sont parfaitement illustrées par les algorithmes dédiés au probléeme [MAXLEXI-
MINCSP] que nous allons introduire dans ce chapitre. Par exemple, 'algorithme , que nous allons
présenter dans la section fait usage d’une contrainte globale de tri d’un vecteur de variables,
pour laquelle une procédure de filtrage efficace a été introduite dans [Bleuzen-Guernalec et Colme-
rauer, |1997] et dans [Mehlhorn et Thiel, 2000]. L’algorithme |§| que nous allons introduire dans la
section est en revanche fondé sur une décomposition de la contrainte Sort en contraintes
Max et Min d’arité 3.

5.3.1.4 Programmation par contraintes événementielle

Pour la plupart des procédures de filtrage par arc-cohérence généralisée ou borne-cohérence, il
est possible de tirer parti des propagations précédentes pour épargner du travail de vérification de
support inutile. Par exemple, supposons qu’a une certaine étape, la contrainte linéaire x > y soit
arc-cohérente. Si la borne supérieure y est réduite, alors il est inutile d’établir & nouveau l’arc-
cohérence sur cette contrainte. En revanche, si c’est la borne inférieure y qui est augmentée, alors
certaines valeurs de x peuvent ne plus avoir de support, mais I’établissement de 1’arc-cohérence se
limite ici & supprimer les valeurs de x strictement inférieures a y.

Certains systémes de programmation par contraintes actuels (en particulier le systéme Choco
|[Laburthel [2000] que nous avons utilisé pour les expérimentations) traduisent cette prise en compte
des propagations précédentes grace a un systéme de programmation événementielle. Concrétement,
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ce systéme fonctionne par dialogue entre la procédure d’exploration de I’arbre de recherche, qui
se charge d’instancier les variables, et les procédures de propagation de contraintes. Celles-ci sont
invoquées uniquement si cela est nécessaire, c’est-a-dire si le domaine d’une de leurs variables a
été modifié (soit par la procédure d’exploration de l’arbre de recherche elle-méme, soit par une
propagation de contraintes antérieure). Ces procédures peuvent étre déclenchées principalement par
quatre types d’événements :

1. augmentation de la borne inférieure d’une variable ;

2. diminution de la borne supérieure d’une variable ;

3. instanciation d’une variable (combinaison des deux premiers événements) ;
4. effacement d’une valeur du domaine d’une variable.

Chaque fois que I'un de ces événements survient, il est ajouté dans une file afin d’étre traité des
que possible. Le traitement des événements consiste & prévenir chaque contrainte concernée par
I’événement d’effectuer les filtrages nécessaires. Chaque contrainte peut réagir différemment & chaque
type d’événement et peut éventuellement déclencher d’autres événements si le filtrage réduit les
domaines des variables. La taille finie des domaines nous assure que cette procédure se termine (car
un événement n’est déclenché qu’en cas de réduction stricte d’'un domaine, donc il ne peut y avoir
un nombre infini d’événements).

La plupart des systémes de programmation par contraintes mettent & disposition un ensemble
de contraintes classiquement utilisées, accompagnées de leurs algorithmes de filtrage associés aux
éveénements cités ci-dessous. Il est cependant possible dans certaines implantations de ces systémes
(comme par exemple Choco) de spécifier ses propres contraintes dotées d’algorithmes de filtrage
spécifiques.

Dans la suite de ce chapitre, nous considérons que nous avons d notre disposition un systéme de
programmation par contraintes autorisant la définition de contraintes spécifiques, et doté des deux
fonctions suivantes (que nous utiliserons comme des boites noires) :

> solve(Z", D, %), qui renvoie une solution v du réseau de contraintes s’il y en a une, et «In-

consistant» sinon ;

> maximize(Z2 ,D,%,y), qui renvoie une solution du probléme de satisfaction de contraintes

avec variable objectif prenant en entrée (27, D, %) et y.
Nous supposerons — contrairement a la plupart des solveurs de contraintes réels — que ces fonctions
ne modifient pas le réseau de contraintes en entrée. Cette hypothése est importante pour la définition
des algorithmes introduits dans ce chapitre.

Equipés de ces deux fonctions, et de la possibilité d’utiliser des contraintes globales existantes et
d’en définir des nouvelles, nous allons nous atteler a la résolution du probléme [MAXLEXIMINCSP].

5.4 Algorithmes de programmation par contraintes

La recherche d’une solution leximin-optimale n’est pas un probléme algorithmique trés compli-
qué lorsque le réseau de contraintes en entrée n’a que trés peu de solutions : puisqu’une solution
leximin-optimale est aussi une solution maximin-optimale, on peut envisager de calculer toutes les
solutions maximin-optimales (probléme qui peut étre modélisé comme un probléme de satisfac-
tion de contraintes & variable objectif unique) et de les comparer entre elles afin d’en trouver une
leximin-optimale. Cette solution est suggérée par exemple dans [Ehrgott, 2000, p. 162], et, bien
qu’elle puisse paraitre relativement naive, elle peut s’avérer efficace sur certaines classes de pro-
bléemes. En conséquence, ainsi que le suggére [Ogryczakl 1997], elle ne doit pas étre complétement
mise de coté.
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Cependant, certaines instances possédent un nombre démesuré de solutions maximin, et ainsi
nécessitent une approche légérement plus astucieuse pour envisager leur résolution en un temps
raisonnable. Les aspects algorithmiques liés au calcul de solutions leximin-optimales ont été traités
dans plusieurs travaux issus de plusieurs communautés différentes. Tout d’abord, les chercheurs
opérationnels s’intéressent aux solutions leximin-optimales dans un contexte d’optimisation multi-
critére (voir par exemple |Ehrgott|, 2000]) : leur domaine d’application concerne par exemple les
problémes d’allocation équitable de ressource [Luss, |1999], les problémes de répartition d’infrastruc-
tures |Ogryczak|, 1997], ou encore les jeux matriciels [Potters et Tijs, [1992].

Si le préordre leximin est largement étudié dans la communauté de la théorie de la décision et
en recherche opérationnelle, il suscite aussi I'intérét dans le domaine des problémes de satisfaction
de contraintes flexibles, ou il apparait comme un opérateur d’agrégation de niveaux de satisfaction
de contraintes floues pertinent [Dubois et al.l |1996; Dubois et Fortemps, [1999; Dubois et al., [2001].

Si les algorithmes dédiés au calcul de solutions leximin-optimales ont donc été naturellement
étudiés dans les domaines cités ci-dessus, ils n’ont en revanche jamais été traduits, & notre connais-
sance, dans le cadre de la programmation par contraintes. Notre premiére contribution sur le sujet
concerne donc l'adaptation des algorithmes existants & ce cadre de modélisation et de résolution,
adaptation fondée sur 'introduction :

1. d’algorithmes génériques de calcul de solutions leximin-optimales utilisant les fonctions solve
et maximize, introduites ci-avant comme des «boites noires» fournies par les solveurs de
contraintes;

2. d’algorithmes de propagation de contraintes pour toutes les contraintes globales nécessaires
utilisées dans les algorithmes introduits.

En outre, les algorithmes présentés dans les travaux évoqués ci-dessus ont souvent un champ
d’application limité a des problémes réalistes mais faciles (par exemple des problémes continus avec
des fonctions objectif linéaires, ou au moins convexes), ou peuvent rapidement devenir déraison-
nables en pratique dans certains cas, comme nous allons le voir un peu plus loin dans cette sec-
tion. Une exception cependant concerne le travail présenté dans [Ogryczakl 1997] et citant l'article
[Maschler et al., [1992], qui présente briévement un algorithme efficace pour le calcul de solutions
leximin-optimales dans le cas discret. Ce travail est & la base de ’algorithme [§| que nous présentons

en section B.4.3.41

Notre seconde contribution sur le sujet concerne 'introduction de plusieurs algorithmes nouveaux
qui s’appuient sur la puissance du cadre de la programmation par contraintes pour calculer des
solutions leximin-optimales de différentes maniéres. La plupart de ces algorithmes sont fondés sur des
meécanismes de propagation de contraintes existant dans la littérature et adaptés & notre probléme.

Afin d’illustrer la maniére dont fonctionnent les algorithmes, nous utiliserons ’exemple suivant
qui sera décliné tout au long de la section :

Exemple 5.1 Soit (27, D, %) un réseau de contraintes, et soit (uy,uz,ug) € 23 un vecteur ob-
jectif. Nous supposons que I’ensemble des solutions du réseau de contraintes conduit & I’ensemble
suivant de valeurs possibles pour le vecteur objectif : (1,1,0), (5,5,3), (7,3,5), (1,2,1), (9,5,2),
(3,4,3), (5,3,6) et (10,3,4). Notons que cette instance posséde 5 solutions maximin-optimales dif-
ferentes, qui sont (5,5,3), (7,3,5), (3,4,3), (5,3,6) et (10,3,4), et seulement une solution leximin-
optimale, qui est (7,3,5). On peut aussi remarquer que cette derniére solution est différente de la
solution maximisant la somme des composantes du vecteur objectif (correspondant au point de vue
utilitariste classique), qui est (10,3,4).
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5.4.1 Le leximin comme une fonction d’utilité collective

Intéressons-nous dans un premier temps a la résolution du probléme [MAXLEXIMINCSP] par
encodage du préordre leximin sous la forme d’une fonction d’utilité collective. Le but de cette
approche est comme nous I’avons vu de se ramener & un probléme d’optimisation monocritére, pour
lequel il existe des algorithmes de résolution efficaces. On cherche donc & analyser I’efficacité pratique
de la résolution du [MAXLEXIMINCSP] par l'introduction d’une variable objectif uc représentant
lutilité collective, et lite au vecteur objectif initial W par une contrainte représentant la fonction
d’utilité collective.

Le premier probléme concerne la taille du domaine de uc, a cause de la nature combinatoire de
I’espace des alternatives. Si nous supposons que tous les %, sont identiques — ce qui constitue une
hypothése raisonnable, car pour que le préordre leximin soit pertinent, les composantes du vecteur
objectif doivent étre exprimées sur une échelle commune — et de taille m, alors on peut prouver

32 . P . . —_— N -
que le nombre de classes d’équivalence pour le préordre leximin sur u (correspondant a la taille

minimale de %) est :
m+n—-1\ (m+n—1)!
n  (m—1n! "’

La preuve de ce résultat (voir par exemple [Knuth, |1968, exercice 1.2.6-60]) est rappelée dans
I’annexe . On montre aisément (voir la preuve dans la méme annexe) que ce nombre est équivalent
a m"” lorsque m — oo. Cela peut rapidement devenir un probléme, lorsque m augmente, car la
plupart des systémes de programmation par contraintes ont des difficultés & prendre en compte et
a traiter des domaines énormes de maniére efficace.

Outre explosion de la taille du domaine, I’encodage du leximin par une fonction d’utilité col-
lective pose un deuxiéme probléme, lié & la maniére de spécifier la fonction d’utilité collective par
une contrainte entre ue et u. Trois fonctions d’utilité collective représentant le préordre leximin
sont connues :
>gi: @ — —Y .t n % (adapté d'une remarque dans [Frisch et al. [2003]);
> gy @ — — > ;1 ol ¢ > 0 est assez grand [Moulin, 1988] (la détermination de I'indice
q minimal tel que cette fonction représente ’ordre leximin ne semble pas une question facile
4 élucider — cette question est étudiée en détails dans I’annexe .

> Une fonction moyenne pondérée ordonnée [Yager, 1988] g5 : 7" — > 1 . w; ~u1, ol wy > way >
-+ > wy, (o x > y signifie de maniére informelle «z est beaucoup plus grand que y», voir

aussl 'annexe |BJ).
n

Dans le cas général, ni la contrainte uc = — > ., n~ ", ni la contrainte uc = —> ;" ; u; 7 ne

sont faciles & propager. Pour ce qui est de la contrainte ue = > - w; - uZT (fondée sur une moyenne

i=i Wi
pondérée ordonnée), nous pouvons remarquer que sa propagation est quasiment équivalente a la
propagation d’une contrainte de tri sur le vecteur objectif. Si nous sommes en mesure de propager
correctement cette contrainte, alors nous pouvons employer directement 1’algorithme fondé sur la
contrainte Sort, que nous allons introduire dans la section L’utilisation d’une moyenne

pondérée ordonnée s’avére donc inutile.

Ces remarques semblent donc dissuasives pour l'utilisation de cette méthode pour le calcul d’une
solution leximin-optimale. Nous nous devons cependant de nuancer ce propos. Dans certains cas,
cette approche peut s’avérer efficace — du moins en théorie. Par exemple, considérons le cas d’un
probléme d’allocation de ressource multiagent, pour lequel on doit attribuer un et un seul objet
a chaque agent, ’allocation de l'objet j a l'agent ¢ produisant l'utilité u; = w;;. Dans ce cas,
I'utilité collective peut étre calculée de maniére linéaire, si I’on effectue une dilatation des poids w;;
préalable & la résolution du probléme : chaque poids w;; est dilaté en —wi_jq. Le calcul des utilités
individuelles se fait par une simple contrainte linéaire sur les variables de décision représentant
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I’allocation des objets aux agents, et le calcul de l'utilité collective par une simple somme sur les
utilités des agents. Bien entendu, si le probléme de propagation de la contrainte permettant le calcul
de l'utilité collective est résolu dans ce cas précis, en revanche, le probléme d’explosion du domaine
de la variable u, subsiste.

Voici un exemple illustrant la maniére dont peut étre traduit le préordre leximin sous la forme
d’une fonction d’utilité collective :

Exemple 5.1.a Dans 'exemple[5.I]donné en début de section, la fonction d’utilité collective définie
par u : (u1,uz,u3) — —(ug + 1) — (ug +1)72 — (ug + 1) 72 est adéquate pour la représentation du
préordre leximin. Le choix de I'exposant a été calculé de maniére numérique (dichotomique) a I’aide
de I’équation [B.3| présentée en annexe[B] Le remplacement de u; par u; + 1 dans le calcul de I'utilité
collective nous empéche d’étre en dehors du domaine de définition de la fonction wu. (définie pour
u; > 0). Les valeurs des utilités collectives des solutions admissibles sont approximativement les
suivantes : u.(1,1,0) = —1.00, u.(5,5,3) = —4.01 x 1076, u.(7,3,5) = —3.92 x 1076, u.(1,2,1) =
—3.96 x 1073, 1.(9,5,2) = —5.09 x 1077, u.(3,4,3) = —8.14 x 1079, u.(5,3,6) = —3.94 x 1076 et
u.(10,3,4) = —4.33 x 1075, Nous pouvons vérifier que le vecteur leximin-optimal (7,3,5) est celui
qui a 'utilité collective la plus élevée.

Notre opinion est que la résolution du probléme d’optimisation leximin par I'introduction d’une
fonction d’utilité collective pose non seulement les problémes décrits ci-avant, mais en plus dissi-
mule la véritable sémantique du leximin, et nous empéche de tirer partie de cette sémantique dans
la résolution du probléme d’optimisation. Les algorithmes que nous allons présenter par la suite
s’appuieront donc sur une approche directe du probléme, dans le cadre multicritére.

5.4.2 Une contrainte ad-hoc pour I’ordre leximin

Le premier algorithme que nous présentons ici est inspiré du principe du branch-and-bound
(ou séparation-évaluation) pour la résolution de problémes de satisfaction de contraintes valués
par exemple. Le principe du branch-and-bound pour les problémes de maximisation est fondé sur
le maintien & chaque nceud de 'arbre de recherche de deux valeurs : une borne inférieure de la
valeur objectif, qui correspond & une sous-estimation de la valeur optimale, actualisée & chaque fois
qu’une solution est trouvée, et une borne supérieure de la valeur objectif, qui est une sur-estimation
de la valeur objectif étant donné le nceud courant de l'arbre de recherche. A chaque nceud, la
borne supérieure courante ub est comparée a la borne inférieure lb. Si ub < [b, alors la branche en
cours d’exploration ne peut conduire & une solution optimale, et il est ainsi inutile de continuer
a lexplorer (on élague la branche). La performance de 'algorithme dépend directement de notre
capacité & trouver de bons majorants, et donc de notre puissance d’élagage.

Le principe du branch-and-bound est trés facilement transposable au probleme [MAXLEXI-
MINCSP], car le leximin définit un préordre total sur ’ensemble des tuples possibles du vecteur
objectif. L’article [Fargier et al., 2004b] propose une extension directe du branch-and-bound a n’im-
porte quel ordre social, donc a fortiori au leximin. La procédure que nous présentons ici (algo-
rithme [1f) est une transcription un peu plus indirecte, faisant usage des outils mis a disposition par
la programmation par contraintes.

Dans P’algorithme [T} les notions de base du branch-and-bound apparaissent de maniére cachée.
L’appel a solve de la ligne [5] correspond a l'exploration de 1’arbre de recherche pour trouver une
meilleure solution que la solution courante (nous supposons que la procédure solve s’arréte a la
premiére solution trouvée). Ce qui joue le role de ’élagage et ainsi empéche la fonction solve
d’explorer des branches non-optimales et de renvoyer une solution non optimale est le filtrage associé
a la contrainte Leximin introduite & la ligne 4| dont voici la définition :
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Algorithme 1 — Résolution du probléme [MAXLEXIMINCSP] & la maniére branch-and-bound.

entrée : Un réseau de contraintes (27, D, %) ; un vecteur objectif (uqg,...,un) € 2.
sortie : Une solution au probléme [MAXLEXIMINCSP].

v« null; v < solve(Z",D,%);
tant que v # «Inconsistanty faire
U« v;
€ «— ¢ U {Leximin(3(W), u)};
v «— solve(2", D, %);

si U # null alors retourner ¥ sinon retourner «Inconsistanty;

(=B L O R S

-
Définition 5.8 (Contrainte Leximin) Soient X un vecteur de variables, A un vecteur d’entiers,
—
et v une instanciation. La contrainte Leximin( X, X) porte sur lensemble de variables de X, et

—

5
est satisfaite par v si et seulement st X <jegimin V(X).

Bien que cette contrainte n’existe pas en tant que telle dans la littérature, et donc a fortiori
dans les systémes de programmation par contraintes, on peut trouver dans le travail de [Frisch
et al. |2003| la description d’une contrainte trés similaire, la contrainte MultisetOrdering, qui
travaille sur les multi-ensembles . La sémantique de cette contrainte est la suivante : étant donnés
deux multi-ensembles de variables .#] et .#5, la contrainte MultisetOrdering(.#,, .#5) porte sur
toutes les variables de .#) et .#5 et n’autorise que les valuations telles que v(A1) =it V(A2).
L’ordre naturel =<, sur les multi-ensembles est ’équivalent de 'ordre leximax sur les vecteurs,
étendu au cas ol les vecteurs peuvent étre de taille différentes.

Moyennant quelques légéres modifications, 'algorithme de filtrage introduit dans [Frisch et al.l
2003| peut étre adapté a l'ordre leximin entre les vecteurs. Il assure l'arc-cohérence généralisée de
cette contrainte en temps O(n + d), ou n est la longueur des vecteurs (ou des multi-ensembles),
et d est la plus grande distance entre deux valeurs de tous les domaines des vecteurs. Dans le cas
ou cette valeur d est trés grande, on peut bénéficier d’une variante de ’algorithme de filtrage, qui
s’exécute en temps O(nlog(n)).

Proposition 5.1 Sila fonction solve termine et est correcte, alors Ualgorithme[l] termine et résout

le probleme [MAXLEXIMINCSP].

Démonstration Si sol(2°,D,%) = &, alors le premier appel a solve renvoie «Incon-
sistant», et donc l'algorithme renvoie «Inconsistant». Dans le cas contraire, 'affectation v
est initialisée au premier passage de la boucle, et correspond & chaque itération & la derniére
solution trouvée du réseau de contraintes additionné des contraintes Leximin des itérations
précédentes. Donc I'algorithme renvoie une solution du réseau de contraintes augmenté des
précédentes contraintes, donc a fortior: du réseau de contraintes initial. Notons v, affec-
tation retournée par ’algorithme, et supposons qu’il existe une instanciation v’ solution
du réseau de contraintes telle que v'(W) >jepimin Ur(W). v, étant égale a I'instanciation
optimale courante ¥ & la derniére itération, v’ est donc une solution du réseau de contraintes
de la ligne [5| & la derniére itération. Donc si solve est correcte, elle ne devrait pas retourner
«Inconsistanty. Or c’est le cas, car il s’agit de la derniére itération de I'algorithme. Il y a
donc contradiction, ce qui prouve la proposition. A
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5.4.3 Algorithmes itératifs

Contrairement & 'algorithme précédent, pour lequel 'optimisation était fondée directement sur
le préordre leximin, les algorithmes suivants sont tous fondés sur une optimisation itérative, otu, a
chaque pas de l’algorithme, on essaie de maximiser la valeur d’'une composante particuliére de la
version triée du vecteur objectif.

5.4.3.1 Brancher sur les sous-ensembles saturés

La solution algorithmique proposée dans le domaine des problémes de satisfaction de contraintes
flexibles |[Dubois et Fortemps, [1999], ainsi que briévement introduite dans [Ehrgott, 2000, page
145] est fondée sur une résolution de sous-problémes maximin successifs. L’idée est de chercher, a
chaque étape, tous les ensembles possibles de «pires» variables objectif, et de fixer explicitement leur
valeur. Cette opération définit I’équivalent d’une «coupe-a forte» dans le domaine des problémes
de satisfaction de contraintes flexibles. Le terme «pires» fait référence a la notion de sous-ensembles
saturés de variables objectif :

Définition 5.9 (Sous-ensemble saturé de variables objectif) Soient (2°,D, %) un réseau de
contraintes et U un vecteur de variables objectif. Soit m la valeur mazimale possible de la valeur la
plus basse de W, ou en d’autres termes, m = MaX,esoi( 2 D,%) {mini {v(ug)}}.

Un sous-ensemble saturé de variables objectif est un sous-ensemble Fsq¢ de variables de u tel
qu’il existe v € sol(Z,D,€) tel que Vx € Fgar, v(x) = m et Vy € {u; | i € [1,n]}\ Fsar, v(y) > m.

Clairement, les seuls sous-ensembles saturés qui peuvent conduire & une solution leximin-
optimale sont ceux de cardinalité minimale. L’idée des algorithmes introduits dans |[Dubois et
Fortemps, 1999 pour le calcul de solutions leximin-optimales dans le contexte des problémes de
satisfaction de contraintes flexibles est fondée sur le calcul de ces sous-ensembles saturés de va-
riables objectif de cardinalité minimale. Les algorithmes fonctionnent informellement de la maniére
suivante. Tout d’abord, on calcule la valeur maximin m et les sous-ensembles saturés de variables
objectif de cardinalité minimale. Ensuite, pour chaque sous-ensemble .74 on enléve chaque variable
de Fqt du vecteur objectif, et on fixe sa valeur a m. Puis on effectue la méme opération pour chaque
nouveau vecteur objectif obtenu, jusqu’a ce que 'on n’ait plus de variable.

Il peut y avoir, dans le cas général, plusieurs sous-ensembles saturés de cardinalité minimale &
chaque pas de lalgorithme. I’algorithme peut donc étre vu comme une procédure de branchement
qui choisit & chaque nceud sur quel sous-ensemble saturé il va poursuivre 'exploration. La traduction
dans le cadre de la programmation par contraintes de l’algorithme de recherche en profondeur
d’abord introduit dans [Dubois et Fortemps, [1999| est présenté dans 'algorithme 2| Il est fondé sur
la fonction Explore, qui est appelée de maniére récursive afin d’explorer I'arbre de recherche : &
chaque nceud, cette fonction calcule la valeur maximin (& l'aide de la fonction FindMaximin, qui
effectue un appel a la fonction maximize), puis calcule les sous-ensembles saturés de cardinalité
minimale (& l'aide de la fonction FindSaturatedSubsets qui effectue plusieurs appels a la fonction
solve), puis explore successivement les sous-arbres induits par ces sous-ensembles saturés. A la
toute fin de ’algorithme, une comparaison leximin est effectuée, car certaines branches de ’arbre
de recherche peuvent conduire & des solutions sous-optimales.

Exemple 5.1.b L’arbre de recherche développé par 'algorithme [2] pour 'exemple est tracé
sur la figure Sur le coté gauche de la figure, on peut voir les sous-ensembles saturés de va-
riables objectif, et sur le c6té droit les apparaissent les solutions restantes pour chaque nceud
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Algorithme 2 — Résolution du probléme [MAXLEXIMINCSP] en branchant sur des sous-ensembles
saturés (version DFS).

entrée : Un réseau de contraintes (27, D, %) ; un vecteur objectif (uy,...,un) € 2.
sortie : Une solution au probléme [MAXLEXIMINCSP].

1 sol « Explore ((2,D,%),(u1,...,un));

2 si sol = @ alors retourner «Inconsistanty;

3 retourner LeximinOptimal(sol); /* Comparaison leximin de toutes les solutions
trouvées. */

Fonction Explore((Z',D, %), (u,...,ux))

entrée : Un réseau de contraintes (27, D, %) ; un vecteur objectif (uy,...,ux) € 2.
sortie : Un ensemble de solutions leximin-optimales potentielles.

si W = @ alors retourner solve(2", D, %);
m «— FindMaximin((2",D, %), (u1, ..., ux));
sat «+ FindMinimalSaturatedSubsets((Z,D,%), (us,...,ux), m);
sol — ;
pour tous les S € sat faire
pour tous les u; € S faire u; «— m;
pour tous les u; ¢ S faire u; «— m + 1;
sol < sol UExplore((2',D, %), (uy,...,ux) \ S)

retourner sol;

O© 0N Ok W N

de l'arbre de recherche. L’ensemble sol retourné par l'appel & Explore dans l’algorithme [2] est
{(5,3,6),(7,3,5),(5,5,3)}.

La principale difficulté de cet algorithme est liée au calcul de sous-ensembles saturés, et, puisque
dans le cas général il peut y en avoir plusieurs, de brancher sur ces sous-ensembles. Cependant,
dans un certain nombre de cas connus, il existe & chaque pas de 'algorithme un sous-ensemble
saturé inclus dans tous les autres, et donc un seul et unique sous-ensemble saturé de cardinalité
minimale. En d’autres termes, la fonction FindMinimalSaturatedSubsets ne retourne qu'un seul
sous-ensemble saturé & chaque pas. Dans ces cas-1a, ’algorithme [2| ne produit aucun branchement,
et il suffit de choisir & chaque pas l'unique sous-ensemble saturé de cardinalité minimale. Cela
arrive typiquement dans les problémes linéaires continus pour lesquels ’ensemble des alternatives
est convexe |Ehrgott, 2000; |Ogryczakl [1997; Luss, 1999; [Potters et Tijsl [1992], ce qui explique le
succés et lefficacité de cet algorithme dans ce contexte. Un exemple d’application de I'algorithme
sur un probléme linéaire continu a 5 variables objectifs est illustré dans la figure 5.3

Fonction FindMinimalSaturatedSubsets((2,D,%), (uy,...,ux),m)

entrée : Un réseau de contraintes (27, D, %) ; un vecteur objectif (uy,...,ux) € 2% ; un entier m.
sortie : L’ensemble de sous-ensembles saturés de cardinalité minimale du vecteur objectif pour m.

1 sat «— ;1 1;

2 tant que i < k et sat = & faire

3 pour tous les S C {u’} tels que |S| =i faire

4 si solve(2", D, U Uyes{uy =m} UUy gs{uy > m}) # «Inconsistant» alors
sat «— satUS ;

5 1—1+1;

6 retourner sat;
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Figure 5.2 — L’arbre de recherche développé par I’algorithme [2] pour I’exemple
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L’axe des abscisses représente 'ensemble des alternatives admissibles, ’axe des ordonnées
représente les valeurs des variables objectif. Les b droites sont les représentations graphiques des
valeurs des 5 variables objectifs sur ’ensemble des alternatives.

Les traits gras représentent le lieu des solutions maximin & chaque pas. Les sous-ensembles saturés
correspondant sont respectivement {us}, {us} et {ug,us}. Les zones grisées correspondent aux
restrictions de domaines induites en fixant la valeur des variables des sous-ensembles saturés 4 la
valeur maximin.

Figure 5.3 — Illustration de ’algorithme [2] sur un probléme linéaire continu.
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5.4.3.2 Trier pour régner

Cependant, dans un contexte de problémes discrets tels que les [MAXLEXIMINCSP], il peut
y avoir plusieurs sous-ensembles saturés de cardinalité minimale & chaque pas de ’algorithme, et
donc leur calcul peut s’avérer trés coliteux, ce qui au final rend ces algorithmes inutilisables en
pratique. L’une des solutions pour résoudre ce probléme est d’introduire de nouvelles variables pour
remplacer les variables objectif en faisant en sorte que (1) I'introduction de ces variables ne modifie
par ’ensemble des solutions leximin-optimales, et que (2) cela garantisse ['unicité du sous-ensemble
saturé de cardinalité minimale.

Une maniére intuitive de procéder est d’introduire de maniére plus ou moins explicite la version
triée du vecteur objectif. Les solutions leximin-optimales vis-a-vis du vecteur objectif trié sont trés
clairement les mémes que les solutions leximin-optimales relatives au vecteur objectif non trié.
De plus, les seuls sous-ensembles saturés sont constitués des k premiéres composantes du vecteur
objectif trié, et donc les solutions leximin-optimales peuvent étre calculées par des maximisations
successives des premiéres composantes de ce vecteur trié.

Le cadre de la programmation par contraintes nous permet d’introduire de maniére naturelle la
. ., — . = . . — — , . .
version triée y du vecteur objectif U a l’aide d’une contrainte Sort(u,y'), définie comme suit :

Définition 5.10 (Contrainte Sort) Soient X et X' deuz vecteurs de variables de méme lon-
gueur, et v une instanciation. La contrainte Sort(?, ?’) porte sur X U ?’, et est satisfaite par v
si et seulement si v(X') est la version triée de v(X) dans l'ordre croissant.

Cette contrainte a été étudiée en particulier dans deux articles, qui introduisent tous deux un
algorithme de filtrage pour assurer la cohérence de borne sur cette contrainte. Le premier algorithme
vient de [Bleuzen-Guernalec et Colmerauer, [1997] et s’exécute en temps O(nlogn) (n étant la taille
de X). Quelques années plus tard, [Mehlhorn et Thiel, |2000] développe un algorithme qui nécessite
un temps d’exécution de O(n) plus le temps requis par le tri des bornes de l'intervalle de X, ce qui
peut s’avérer asymptotiquement plus rapide que O(nlogn).

Notre méthode de calcul d’une solution leximin-optimale fondée sur la contrainte Sort (présentée
dans l’algorithme |5)) fonctionne de informellement de la maniére suivante : ayant introduit la version
triée y du vecteur objectif U, elle maximise successivement les composantes de ce vecteur, sachant
que la solution leximin-optimale est la solution qui maximise y7, et, étant donnée cette valeur
maximale, maximise yo, et caetera jusqu’a yp.

Exemple 5.1.c Revenons sur notre exemple. Au début de D’algorithme, 3 nouvelles variables
(y1,¥2,y3) sont introduites, afin de représenter la version trice du vecteur objectif. Les instan-
ciations admissibles pour (u,y) sont : ((1,1,0),(0,1,1)), ((5,5,3),(3,5,5)), ((7,3,5),(3,5,7)),
((1,2,1),(1,1,2)), ((9,5,2),(2,5,9)), ((3,4,3),(3,3,4)), ((5,3,6),(3,5,6)) et ((10,3,4),(3,4,10)).
> Pendant le premier pas de l'algorithme, la variable y; est maximisée (sa valeur maximale
est 3) et ensuite est fixée & sa valeur optimale 3. Les instanciations admissibles restantes
sont donc : ((5,5,3),(3,5,5)), ((7,3,5),(3,5,7)), ((3,4,3),(3,3,4)), ((5,3,6),(3,5,6)) et
((10,3,4),(3,4,10)).
> Pendant le second pas de l'algorithme, la variable yo est maximisée (sa valeur maximale est
5), et ensuite est fixée & sa valeur optimale 5. Les instanciations admissibles restantes sont
donc : ((5,5,3),(3,5,5)), ((7,3,5),(3,5,7)) et ((5,3,6),(3,5,6)).
> Pendant le troisiéme et dernier pas de I'algorithme, y3 est maximisée (sa valeur maximale est
7) L’unique solution leximin-optimale est : ((7,3,5),(3,5,7)).

Proposition 5.2 5i les deuz fonctions maximize ef solve sont correctes et terminent, alors l'al-
gorithme [5] termine et renvoie une solution au probléme [MAXLEXIMINCSP].
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Algorithme 5 — Résolution du probléme [MAXLEXIMINCSP] en utilisant une contrainte de tri
(Trier pour régner).

entrée : Un réseau de contraintes (27, D, %) ; un vecteur objectif (uy,...,un) € 2.
sortie : Une solution au probléme [MAXLEXIMINCSP].
si solve(Z', 9,€) = «Inconsistanty retourner «Inconsistanty;
X — ZU{y1, -, ¥n};
D' —(2,(y1: Dyys--»¥n: Dy,)) avec Dy, = [min;(u;), max; (ay)];
€' — € U{Sort(W,y)};
pour i — 1 a n faire

L V() < maximize(2”, 2',¢",yi);

Vi < () (¥i)s

retourner V()| o°;

®» OO0k W N

Démonstration Si sol(Z°,D,%) = & et si la fonction solve est correcte, alors I’algo-
rithme [5| retourne «Inconsistant» de maniére évidente. Nous supposerons dans la suite de
la preuve que nous ne sommes pas dans ce cas-la, et nous emploierons les notations sui-
vantes : .%; et ./ seront respectivement les ensembles de solutions du réseau de contrainte
(Z',D',%€") au début et a la fin de l'itération i.

Nous avons de maniére évidente .11 = ./ pour tout ¢ € [1,n — 1], ce qui prouve
que si .7 # &, alors I'appel & maximize a la ligne [6] ne renvoie pas «Inconsistant», et
Sit1 # 9. Ainsi, U, est bien défini et (V(,))| .2 est clairement une solution de (27, D, ).

Nous notons ¥ = 7, linstanciation calculée par le dernier appel a maximize
dans D'algorithme |5l Supposons qu’il y ait une instanciation v € sol(Z,D,%) telle que
(W) <jeximin v(W). Nous définissons alors v+ comme étant I'extension de v qui instan-
cie chaque y; a U(H)I. En raison de la contrainte Sort, 7(y) et v+ (y) sont les ver-
sions triées respectives de v(W) et v*(W). D’aprés la définition du préordre lexi-
min (au changement d’indice pres), il existe un indice i € [0,n — 1] tel que Vj € [1,1],
o(y;) = v"(y;) et (yir1) < v'(yir1). A cause de la ligne |7, on a 0(yit1) = O(n)(yit1) =
O(i+1)(Yi+1)- Donc v est une solution appartenant a 'ensemble maz (2", 2', %", yiy1) dont
la valeur de la variable objectif UE;+1)(Yi+1) est strictement plus grande que V1) (yit1),
ce qui contredit I’hypothése de correction de maximize. Il n’existe donc pas de solution v
de (2, D, %) telle que 5(W) <jezimin v(W) : donc 5(W) est une solution leximin-optimale.
A

5.4.3.3 Un nouvel algorithme utilisant une méta-contrainte de cardinalité

Avant de présenter ce nouvel algorithme, nous introduisons la notation suivante : étant donnés
un vecteur de nombres entiers 7 et un entier a, Y, (o < ;) désignera la cardinalité de I'ensemble
{i | @ < z;}. Cette notation est inspirée par la notion de réification dans un langage de programma-
tion par contraintes tel qu’OPL [van Hentenryck, 1999], ou (o < x;) représente une valeur booléenne
valant 1 si 'inégalité est satisfaite et 0 sinon.

I’algorithme précédent introduisait de maniére explicite la version triée du vecteur objectif,
nécessitant donc une propagation de la contrainte Sort portant sur 'intégralité de ce vecteur trié.
Il est cependant possible, grace & une petite astuce, d’accéder directement & la i*™¢ composante du
vecteur objectif trié sans recourir de maniére explicite a I'intégralité du vecteur trié. Le nouvel algo-
rithme que nous allons présenter exploite cette remarque, qui s’appuie sur la proposition (évidente)
suivante :
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Proposition 5.3 Soit T un vecteur de nombres de taille n. Nous avons :

:Bg:max{a\ Z(aﬁxﬁZn—zﬁ—l}
i

En d’autres termes, le 1™ minimum d’un vecteur de nombres de taille n est le nombre maximal

a tel qu’au moins n — ¢ + 1 composantes du vecteur sont supérieures ou égales a a.

L’algorithme fondé sur la méta-contrainte AtLeast Cette nouvelle approche du probléme,
présentée dans I'algorithmel6] fonctionne de maniére relativement similaire a Palgorithme précédent,
mais comme nous 'avons indiqué, il ne nécessite pas l'introduction de la version triée du vecteur
objectif dans son intégralité. De maniére informelle, il fonctionne comme suit :
> il calcule dans un premier temps la valeur maximale 77 de y; telle qu’il existe une solution v
avec (71 <v(u;)) =n (ou en d’autres termes Vi, g1 < v(u));
> ensuite il fixe y1 & g1 et calcule la valeur maximale g5 de yo telle qu’il existe une solution v
avec Y2, (7 < v(w)) = n— 1;
> et caetera jusqu’a ce que, ayant fixé yn_1 & yn_1, il calcule la valeur maximale 7, de yy, telle
qu’il existe une solution v avec >, (y, < v(ug)) > 1.
Afin d’assurer la contrainte sur les u;, nous utilisons la méta-contrainte AtLeast, dérivée d’un
combinateur de cardinalité introduit dans [van Hentenryck et al.,[1992|, et existant dans la plupart
des systémes de programmation par contraintes :

Définition 5.11 (Méta-contrainte AtLeast) Soient I' un ensemble de p contraintes, et k €
[1,p] un entier. La méta-conirainte AtLeast(I', k) porte sur l'union des scopes de I' et est satisfaite
par v si et seulement si au moins k contraintes de I' sont satisfaites v.

Cette approche, présentée dans l'algorithme [6] est illustrée dans l'exemple suivant :

Exemple 5.1.d Nous appliquons Palgorithme [6] sur 'exemple :

> Lors du premier pas de l’algorithme, une variable y; est introduite, et ’on impose & toutes
les variables objectif de prendre une valeur supérieure & celle de yy. Cela donne les solu-
tions suivantes pour (u,y1) : ((1,1,0),0), ((5,5,3),[0,3]), ((7,3,5),[0,3]), ((1,2,1), [0, 1]),
((9,5,2),]0,2]), ((3,4,3),]0,3]), ((5,3,6),[0,3]) et ((10,3,4),[0,3]). y1 est fixée a sa valeur
maximale 3 (apparaissant en gras ci-avant), ce qui a pour effet de restreindre ’ensemble des
instanciations admissibles a {((5, 5, 3),3), ((7,3,5),3),((3,4,3),3), ((5,3,6),3), ((10, 3,4),3)}.

> Lors du deuxiéme pas de l'algorithme, une variable y2 est introduite, et 'on impose qu’il
y ait au moins deux variables objectif qui aient une valeur supérieure a celle de y2. Cela
donne les solutions suivantes pour (W, y2) : ((5,5,3), [0, 5]), ((7,3,5), [0, 5]), ((3,4,3), [0,4]),
((5,3,6),]0,5]) et ((10,3,4),[0,4]). y2 est fixée & sa valeur maximale 5 (apparaissant en
gras ci-avant), ce qui a pour effet de restreindre I’ensemble des instanciations admissibles &
{((5,5,3),5),((7,3,5),5),((5,3,6),5)}.

> Lors du troisiéme pas de l’algorithme, une variable ys est introduite, et 'on impose qu’il y
ait au moins une variable objectif qui ait une valeur supérieure & celle de y3. Cela donne
les solutions suivantes pour (U,y3) : ((5,5,3),[0,5]), ((7,3,5),[0,7]) et ((5,3,6),[0,6]). La
valeur maximale de yg est 7 (écrite en gras ci-avant), ce qui conduit a 'unique solution
leximin-optimale (7,3, 5).

Proposition 5.4 Siles fonctions maximize et solve sont toutes deux correctes et terminent, alors
Ualgorithme [6] termine et retourne une solution du probleme [MAXLEXIMINCSP].
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Algorithme 6 — Résolution du probléme [MAXLEXIMINCSP] en utilisant une méta-contrainte de

cardinalité.

entrée : Un réseau de contraintes (27, D, %) ; un vecteur objectif (uy,...,u,) € ™.
sortie : Une solution au probléme [MAXLEXIMINCSP].

si solve(Z",D,¥) = «Inconsistant» retourner «Inconsistanty;
(f%)a D67 %O) — (‘%7 Da %)7
pour i «— 1 a n faire
X — Zio1 U{yik;
D; — <’D2717 (yi : @)"i» avec @)’i = [[Ininj(uj)71naxj (ITJ)]]7
6, — 6,1 U{AtLeast({y; <ui,...,yi <unp,n—i+ 1)}
V) < maximize(2;, D;, €i,yi);
Dj — D; avec y; — U(;)(y1);

©C & NOo kW N

retourner V()| o°;

Dans les preuves suivantes, nous écrirons sol; et sol; pour désigner respectivement sol(.2;, D;, 6;)
et sol(23, Dj, ;). Nous noterons de méme (sol;)| 27, et (sol})|2; pour désigner les mémes ensembles

de solutions projetés sur 2 (avec j < i). Nous pouvons remarquer dés a présent que soly

s0l(2°,D,€), et que Vi, sol; C sol; (& cause de la ligne [8| qui restreint le domaine de y;).

Lemme 18 Si soly # @, alors Uy, est bien défini et n'est pas égal a «Inconsistanty.

Démonstration Soit i € [1,n]. Supposons que sol;_; # &, et soit v(;) € sol;_;. Alors

I'extension de v(;) qui instancie y; & min;(u;) est une solution de (23, D;, 6;) (puisqu’une
seule contrainte a été ajoutée entre €;_1 et 6; et qu’elle est satisfaite de maniére évidente par
cette derniere instanciation). En conséquence, sol; # @, et, si maximize est correcte, v;) #
«Inconsistant» et @(i) € sol}. Ainsi, sol; # @, ce qui prouve le lemme [18| par récurrence. A

Lemme 19 Si soly # 9, alors (V(y))| 2; € sol;, Vi € [0,n].

Démonstration On a sol, C sol;, et (soliy1);2; C sol; (puisque de (25, Z!,;)
a (Zit1,Diy1,%;+1) on a simplement ajouté une contrainte). Plus généralement, on a
(s0l}) 2, € (soli)|a;, et (soliy1)2; € (sol})|2;, pour peu que j < i. Ainsi, (T(n))|2; €
(soly)) . 2; C (soly) 2; C -+ C (solit1),2; C sol; C sol;. A

Lemme 20 Si soly # 9, ﬁ(n)(?) est égal a @\(n)(ﬁ)T.

Démonstration Pour tout i € [1,n], (Uin));2; est une solution de sol; d’aprés le
lemme . D’apres la proposition I'instanciation ((,))|2; dans laquelle on a remplacé

la valeur de y; par ﬁ(n)(ﬁ))g] satisfait la contrainte de cardinalité a l'itération 7, et est donc
une solution de sol;. Par définition de la fonction maximize, on a donc v(;)(yi) > ’13(n)(ﬁ>)g.
Puisque 9 (i) = O (¥3), 0n a (o (yi) = 0oy ()]

Puisque vy, est une solution de sol,,, au moins n—i+ 1 nombres parmi ceux du vecteur
(n (W) sont supérieurs ou égaux & U(n) (vi)- Donc, les n—i+1 composantes les plus grandes

de Uy, (W) au moins doivent étre supérieures ou égales a U(n)(yi)- Ces composantes incluent
A(n)(ﬁ)g, ce qui montre que V() (yi) < @n)(ﬁ))z, ce qui prouve enfin le lemme. A

Nous pouvons maintenant rassembler tous les résultats précédents et prouver la proposition

Démonstration (proposition [5.4) Si sol(2,D,%¢) = &, et si solve est correcte,
alors l'algorithme[f]retourne de maniére évidente «Inconsistanty. Sinon, d’apres le lemme|[I8]
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cet algorithme retourne une instanciation (v(,))| 2 qui est, d’apreés le lemme , une solution
de (%,’Do,%@) = (%,'D,%)

Supposons qu’il existe une instanciation v € sol(Z",D, %) telle que ﬁ(n)(ﬁ) <lezimin
v(W). Alors, d’aprés la définition du préordre leximin (au changement d’indice pres),
Ji € [1,n] tel que Vj < i, (W)} = Ty (W)} et Ty (W), < v(W)]. Soit v} Iextension

.. . . . ~ ~ . LA —\T
de v qui instancie y1,...yj_1 aux valeurs respectives U,)(y1), - .- U(n)(¥i-1) et yi & v(0);.
D’apres le lemme 20} V3, Uy,) (y;) = A(n)(ﬁ); En réunissant toutes les égalités précédentes,

nous obtenons Vj < i U(t.)(yj) = V) (yj) = ’U(ﬁ))} = (vz)(ﬁ)); On a aussi vg)(yi) =

o(d)] = (U(Jg)(ﬁ))T. D’aprés la proposition Vj < ¢ au moins n — j + 1 composantes

(] (]
de (v?;)(ﬁ)) sont supérieures ou égales a UEE) (¥3), ce qui prouve que vg) satisfait toutes les
contraintes de cardinalité & l'itération 7. Puisque cette instanciation satisfait aussi toutes
les contraintes de € et instancie chaque variable de Z; & 'une de ses valeurs possibles,

il s’agit d’une solution de sol;, et v(Jg) (yi) = v(ﬁ)z > ﬁ(n)(ﬁ)g = U(3)(yi)- Cette derniere
inégalité contredit la définition de maximize, ce qui montre que 6(,1)(?) est une solution
leximin-optimale, prouvant ainsi la proposition A

Cette transcription de la notion de tri des variables objectif par le biais de la contrainte de
cardinalité n’est pas complétement nouvelle. Plus précisément, et de maniére intéressante, cette
approche est a la base du développement des algorithmes de filtrage de [Bleuzen-Guernalec et
Colmerauer}, 1997] et de [Mehlhorn et Thiel, 2000] pour la contrainte Sort, comme on nous l'a
fait remarquer !. Les deux algorithmes présentés dans ces papiers s’appuient sur les travaux [Zhou,
1997], qui introduit un mécanisme de propagation de la contrainte de tri fondé sur la méme idée
que les contraintes AtLeast. Cette approche a cependant un intérét particulier dans le cadre de
Ioptimisation leximin, car elle permet d’introduire les variables du vecteur trié au fur et & mesure
de l'algorithme.

Propagation de la contrainte AtLeast A cause de sa généricité, la méta-contrainte AtLeast
ne peut pas fournir de procédures de filtrage trés efficaces. Heureusement, dans notre cas pour
lequel toutes les contraintes de I' sont de la forme y < x;, la cohérence de borne peut étre assurée a
l’aide d’une procédure simple, présentée dans l'algorithme [7| (nous rappelons que la notation X « «
signifie que toutes les valeurs supérieures a o sont enlevées de %y).

Algorithme 7 — Calcul de la cohérence de borne sur la méta-contrainte AtLeast portant sur des
contraintes linéaires.
entrée : Un réseau de contraintes (27, D, %), vecteur de variables (x1,...,Xn) € 2", une variable
y € &, un entier k < n.
sortie : be(AtLeast({y < x1,...,¥ <Xn},k)), ou «Inconsistanty.

1 si) . (y <Xi) <k retourner «Inconsistanty;
2 if ) ,(y <Xj) =k then
t pour tous les j tels que y <Xj faire x; < y;

— = = _
45— Xy /* o X = (X1,...,Xn) */

5 retourner (2°,D,%);

De maniére informelle, cet algorithme fonctionne comme suit. Si les domaines des variables sont
tels que la contrainte ne peut plus étre satisfaite (ligne , la procédure renvoie «Inconsistant».
Sinon, si seulement k variables parmi les variables x; peuvent encore étre supérieures a y, alors ces

! Cette remarque nous a été signalée par Diego Olivier Fernandez Pons au cours d’une discussion.
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variables ne peuvent étre inférieures a y, sinon la contrainte est violée (ligne . Dans tous les cas,
la valeur de y ne peut étre plus grande que la k™€ plus grande valeur des variables x;.

Cet algorithme s’exécute en temps O(n), puisque la sélection de la k™€ plus grande valeur de
% peut s’effectuer en O(n) |Cormen et al., 2001, page 189]. On peut de plus remarquer que cet
algorithme est bien adapté a une implantation événementielle de la propagation de contraintes :
dans le cas d’'une mise a jour de I'un des Xj, seules les lignes ont besoin d’étre exécutées (car
la mise a jour de y se chargera de vider le domaine de y si la condition de la ligne (1| n’est plus
satisfaite) ; dans le cas d'une mise a jour de y, seules les lignes ont besoin d’étre exécutées ;
enfin, tout autre mise & jour ne nécessite aucune exécution de l'algorithme. La procédure peut aussi
bénéficier du stockage du vecteur ordonné X! et de sa mise a jour lorsque l'un des Xj change, mise

a jour qui nécessite un temps O(n). Cette opération nous permet d’accéder a ?,ﬁ en temps O(1).

Nous pouvons noter que puisque toutes les contraintes en argument de la méta-contrainte
AtLeast sont linéaires, cette méta-contrainte peut aussi étre exprimée par un ensemble de
contraintes linéaires, ce qui rend notre algorithme implantable dans un solveur linéaire (si toutes
les autres contraintes sont linéaires). La méthode classique |Garfinkel et Nemhauser, 1972 page 11|
consiste & exprimer notre contrainte AtLeast en introduisant n variables 0-1 {01,...,0n}, ainsi
qu’un ensemble de contraintes linéaires {y < x1 + 01¥,...,¥ < Xn + 0¥, Y 1y 6 <n —k}.

5.4.3.4 Transformations max-min

Il existe un autre moyen de faire apparaitre la version triée du vecteur objectif, sans toutefois
utiliser des contraintes spécifiques associées & leur mécanisme de propagation comme le font les
deux algorithmes précédents : on peut utiliser un ensemble de «transformations max-min». Cette
solution, introduite dans [Maschler et all 1992] (et citée dans [Ogryczak, [1997]) afin de traiter
des problémes d’optimisation leximin sur des ensembles non convexes d’alternatives, est fondée sur
'idée suivante : si I’on remplace deux composantes u; et uj du vecteur objectif par deux variables
m et M qui représentent respectivement le minimum et le maximum de ces deux composantes, on
ne change pas ’ensemble des solutions leximin-optimales.

Proposition 5.5 Soient (2, D, %) un réseau de contraintes, W un vecteur objectif, et uy et u; deux
variables distinctes de U . Soient aussi m et M deuz nouvelles variables, et (Z',D',€") le réseau
de contraintes défini de la maniére suivante : Z' = Z U {m,M}, D' = (D,(m : Im,M : D)),
avec Dm = P = [min(wy, vy), max (0, 0|, et ¢’ = € U {m = Min(u;,u;), M = Max(u;, u;)}.

-

s - A P 3 P d .
Nous définissons de méme ' comme étant le vecteur égal o W sur toutes ses composantes, excepté
u; qui uj qui sont remplacées par m et M.

-
I3 P . . — . .
Nous avons de maniére évidente mazleximin(Z , D, ¢, W) = mazleximin(Z"', D', €', u’) 4.

En appliquant de maniére récursive cette régle de reformulation, nous pouvons remplacer le
vecteur objectif U en introduisant des nouvelles variables ;; et les contraintes suivantes :

> Vi€ [1,n — 1], uj = Max(Min{uy, ..., ui}, ujt1),

> u,, = Min{uy,...,un}.

En utilisant cette reformulation, le minimum des variables objectif apparait de maniére naturelle
comme une nouvelle variable, et cette variable constitue clairement le seul sous-ensemble saturé de
cardinalité minimale parmi les variables du vecteur objectif. Tout comme dans ’algorithme [2] cette
variable est fixée & sa valeur maximale m, puis enlevée de 'ensemble des variables objectif.

Il est trés intéressant de remarquer que se cachent derriére les transformations max-min une
interprétation de l'algorithme de tri fondée sur les réseaux de comparaisons |[Cormen et al.l 2001}
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page 704]. Les réseaux de comparaisons sont introduits en tant que modeéles de calcul n’utilisant
qu’un seul opérateur, I’opérateur de comparaison :

Définition 5.12 (Comparateur) Un comparateur est un dispositif possédant deux entrées nu-
mériques x et y et deux sorties &' et y', et qui effectue les fonctions suivantes : ' = max(x,y) et
y' = min(z,y).

Un comparateur est représenté graphiquement de la maniére suivante :
z I y' = max(z,y)
Yy ' = min(z,y)

Un certain nombre d’algorithmes de tri de tableaux (ou vecteurs) ont été adaptés au modéle
des réseaux de comparaisons. L’algorithme d’optimisation leximin qui a été proposé dans [Maschler
et all 1992] et que nous introduisons ici utilise de maniére implicite 'un de ces algorithmes de
tri : chaque utilisation d’un comparateur correspond & une reformulation min-max. Cet algorithme

de tri est une adaptation de 'algorithme de tri & bulles pour les réseaux de comparaisons, et est
représenté de maniére graphique dans la figure [5.4]

us ulh) e P g ) —
Uy US) uf) uf’) I Uf‘) -
U3 uél) qu) u§3)

s ufh W

Uy ugl)

Figure 5.4 — Le réseau de comparaisons correspondant & ’algorithme de tri utilisé
de maniére implicite dans I’algorithme [§] pour n = 5.

Chaque comparateur de la figure [5.4] est «implanté» par deux contraintes dans l’algorithmne
et chaque point correspond & une variable différente. Noter que les variables et les contraintes sont
introduites couche par couche, puisqu’a chaque pas nous n’avons besoin que de la variable minimale
(la variable ui(i) dans la figure et dans Palgorithme). Les couches sont introduites a chaque pas par la
fonction MinLayer. Rappelons de plus qu’avant d’introduire une nouvelle couche, on doit restreindre
I’ensemble des solutions admissibles & celles telles que la variable objectif minimum est maximale.

C’est le role de la ligne [J] de l'algorithme

Exemple 5.1.e Nous allons illustrer le fonctionnement de l'algorithme [§] sur 'exemple L’al-
gorithme fonctionne en substituant successivement les variables objectif, afin de faire apparaitre la
variable maximin de maniére naturelle.

Le tableau ci-dessous liste ’ensemble des solutions pour les variables objectif initiales et pour
—_—
(1)

les nouvelles. Au premier pas de 'algorithme, on introduit les variables u® et on maximise ug .

On fixe cette derniére variable & sa valeur maximale, ce qui a pour effet de restreindre 1’ensemble

des solutions (ce qui explique les cellules vides dans le tableau). Au deuxiéme pas de 'algorithme,
e

. . . o 2 . . o 3
on introduit les variables u®) ] et on maximise u(2 ), Enfin, on introduit et on maximise u(1 )

dernier pas de l'algorithme.

au tout
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Algorithme 8 — Résolution du probléme [MAXLEXIMINCSP] par transformations max-min.

entrée : Un réseau de contraintes (27, D, %) ; un vecteur objectif (ug,...,un) € 27"
sortie : Une solution au probléme [MAXLEXIMINCSP].

1 sisolve(Z,D, %) =«Inconsistanty alors retourner «Inconsistants;

2 (27,D,¢") — (Z,D,%);

s WO o W

4 pour i < 1 a n faire

5 3{"<—3&”’U{ygi),...,yg)}U{ugi),...,ug)};

6 D' — (D, (yi(i) : @y;(i)’ ... ,y,(ﬂi) : @yfj))v (ui(i) : @u§i>,...,u§f) : @uﬁf)» avec @u;n = @y;n =

[ming (uk ), maxy (k) ][;

7 € — € UMinLayer(uw(-1, a®,
8 V() < maximize(2”, D', ¢’, ui(i));
(i)).

i

—>(i))

>

o | u’ 3

10 retourner U(,)| 9';

Fonction MinLayer ({ui,...,um} {vi,- s Vi }, {¥1,-- s Ym})
entrée : Trois vecteurs de taille m.
sortie : Un ensemble de contraintes.

16— {ym=um};
2 pour i «+— m a 2 faire
3 | ¢ —%U{vi=Max(yi,ui_1),yi-1 = Min(y;,ui_1)};

4 ¢ —{vi=y1i};
5 retourner %

u; | ug | ug u(ll) u(zl) uél) u'? u(22) u(13)
1 1 0 1 1 0
5 5 3 5 5 3 5 5 5
7 3 5 7 5 3 7 5 7
1 2 1 2 1 1
9 5 2 9 5 2
3 4 3 4 3 3 4 3
b} 3 6 5 6 3 6 5 6
10 | 3 4 10 4 3 10 4

5.4.4 Aspects heuristiques

Les algorithmes de programmation par contraintes dédiés au probléme [MAXLEXIMINCSP]
peuvent bénéficier d’une heuristique d’instanciation de variables spécifique qui tire partie de la
sémantique particuliére du leximin pour guider la recherche arborescente vers de meilleures solu-
tions. En effet, lors de la recherche d’une solution leximin-optimale, la composante la plus basse
du vecteur objectif est déterminante, car c’est elle qui doit étre augmentée en premier pour obtenir
une meilleure solution. Ceci nous donne une idée trés simple d’heuristique : la prochaine variable &
instancier devra augmenter le plus possible la plus basse valeur du vecteur objectif.

Dans les problémes de décision collective ou d’allocation de ressources, le vecteur objectif, qui
est le profil d’utilités, dépend en général de variables de décision (typiquement les variables 0
1 correspondants aux variables booléennes alloc(o,1)). Dans ce contexte, la prochaine variable a
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instancier devra étre la variable de décision qui fait le plus augmenter ['utilité de ’agent le moins
satisfait au moment de la décision.

Le but d’une telle heuristique est de faire tendre le vecteur objectif relativement vite vers une
solution assez égalitaire, pour laquelle il ne sera alors plus possible d’augmenter 1'utilité du moins
satisfait des agents. Dans ce cas, on devra ensuite chercher & augmenter I'utilité du deuxiéme agent
dans 'ordre croissant d’utilités. Ainsi de suite jusqu’au dernier agent.

Naturellement, ces considérations ne donnent qu’une piste pour la définition d’une heuristique,
qui doit étre déclinée pour chaque instance traitée. On pourra prendre en compte d’autres considé-
rations que l'utilité de 'agent le moins satisfait, comme par exemple la taille d'un lot & attribuer
dans un probléme d’allocations de ressources, ou le rapport du gain d’utilité espéré pour les agents
sur la consommation de la ressource. Comme nous le verrons briévement au chapitre [6] consacré aux
expérimentations, ces aspects heuristiques sont cruciaux pour efficacité des algorithmes.

5.5 Conclusion : au-deld du leximin ?

Nous avons introduit dans ce chapitre un certain nombre d’approches du probléme de calcul
d’une solution leximin-optimale dans un réseau de contraintes. Nous avons justifié 'intérét de se
pencher sur ce probléme, tout d’abord en rappelant ’ensemble des bonnes propriétés du préordre
leximin pour 'agrégation des utilités des agents, et dans un deuxiéme temps en mettant en va-
leur la relative difficulté algorithmique de ce probléme, et I'inadéquation de I'approche & base de
transcription du préordre sous la forme d'une fonction d’utilité collective.

Nous nous devons cependant de tempérer ces commentaires sur le préordre leximin, car il peut
poser quelques problémes dans certaines situations concrétes que nous allons briévement exposer.
Rappelons tout d’abord que le préordre leximin a été introduit comme un raffinement de 'ordre
social induit par la fonction min pour pallier les problémes liés & I'idempotence de 'opérateur min :
dans un probléme a n agents, les profils d’utilité (0,...,0) et (0,1000,...,1000) sont indifférents
pour Pordre social induit par la fonction min (car ils produisent la méme utilité 0).

L’ordre leximin permet d’éviter ce type de problémes en permettant de distinguer selon les
composantes suivantes plusieurs profils qui ont un minimum identique. Cependant, dans de nom-
breux problémes de partage, I'ordre leximin peut sembler presque aussi extréme que 'ordre induit
par min, car il n’autorise aucune concession sur la composante minimum des profils d’utilité, et ce
méme si une légére diminution de cette composante minimum permettait d’augmenter de maniére
considérable les utilités des autres agents. Considérons par exemple les deux profils d’utilité sui-
vants : (10,...,10) et (9,1000,...,1000). Entre ces deux profils, le préordre leximin (tout comme
le min) préférera le premier, alors qu’il peut sembler plus naturel dans beaucoup de cas de faire
une concession sur la valeur minimale si les autres utilités sont vraiment meilleures®. En d’autres
termes, il n’y a aucune compensation possible entre une infime perte d’utilité de 'agent le moins
heureux et un immense gain sur les autres agents.

Cette absence de compensation souléve un autre probléme pratique, liée au calcul d’une solution
leximin-optimale. Lorsque 'on se place dans le contexte de la programmation par contrainte, ou
les domaines des variables sont finis, 'utilisation des algorithmes décrits dans ce chapitre ne pose
pas de probléme de correction. En revanche, il en est autrement lorsque 1’on se place dans le cadre
du calcul flottant, comme c’est le cas lorsque l'on traite le probléme a l’aide d’un solveur linéaire
(comme nous le ferons en partie dans le chapitre @) A chaque étape de ’algorithme, une erreur

’Remarque : aurait-on accepté de faire cette concession si les deux profils avaient été (1,10,...,10) et
(0,1000,...,1000) ?
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d’approximation sur une composante du leximin peut avoir des répercussions énormes sur le reste
du calcul : soit les composantes du vecteur sont trés différentes de ce qu’elles devraient étre en vertu
de l'absence de compensation possible, soit l'algorithme s’arréte sur une incohérence aux étapes
suivantes.

Prenons un exemple : considérons un probléme pour lequel il existe deux profils d’utilité ad-
missibles (9,10, 10,10, 10) et (9,9.9,1000, 1000, 1000). Supposons qu’au moment du calcul de la
deuxiéme composante du leximin, le solveur fasse une erreur numérique et trouve 9.9 au lieu de 10.
Cela a une immense répercussion sur la suite du vecteur, puisque les composantes suivantes seront
égales a 1000, alors qu’elles devraient étre égales & 100 si I’algorithme était correct. Cet exemple met
en évidence la grande sensibilité du préordre leximin vis-a-vis des composantes faibles du vecteur
objectif.

La mise en évidence de ces deux problémes pose donc la question de la pertinence du préordre
leximin dans les problémes d’agrégation d’utilités. En d’autres termes, peut-on trouver un ordre
social moins «drastique» que l'ordre leximin, c’est-a-dire qui admette des compromis sur la perte
d’utilité des agents les moins riches?

5.5.1 Un leximin a seuil

La notion d’égalité est relativement mal définie dans le domaine du calcul flottant. Dans ce
contexte, il est nécessaire d’introduire une certaine tolérance aux approximations, en considérant que
deux nombres sont égaux si leur différence est inférieure a un certain seuil représentant la précision
machine (certains langages ou systémes de calcul introduisent ce seuil de maniére explicite : voir
par exemple la variable eps dans le logiciel de calcul numérique Matlab).

De maniére plus générale, un agent sera souvent indifférent entre deux utilités trés proches,
mais ne le sera pas si les utilités sont plus éloignées. Comme nous l'avons vu au chapitre [I], cette
remarque est & la base de la définition des préférences de type semi-ordres, qui font intervenir un
seuil d’'indifférence ¢ en decd duquel la différence entre deux utilités n’est plus pertinente.

Peut-on adapter I'idée des préférences a seuil au préordre leximin ? D’un point de vue purement

formel, la réponse est positive, et la notion de leximin & seuil peut étre définie comme suit. Soient
(e) (e)

leximin leximin dont les

deux profils d’utilité @ et v, et € > 0. Alors les deux relations < et ~

suivantes :

) Vi <i,|ul —ol| <e, et
7 < v & Jie[l,n] ta % ZT|UJ vylse e
>v; g,

—>N(5) —

u -<leximin u
leximin v & Vie [[Ln]]v ’uT UzT| S €.

i —

7

La simplicité de cette extension cache néanmoins quelques problémes. Le premier de ces pro-
blémes est que cette relation n’est plus compatible avec la relation de dominance de Pareto qu’au
sens faible (tout comme la fonction min). Considérons par exemple le cas o ¢ = 10, et les deux

profils d’utilité suivants : w = (10,10,10) et ¥ = (15,15,15). On a u Nl(:ilmm T alors que W
domine @ au sens de Pareto. Ce probléme n’est pas vraiment rédhibitoire : a I'issu du processus de

choix collectif, il suffit d’éliminer les décisions non Pareto-efficaces.

La relation leximin & seuil pose un autre probléme légérement plus sérieux. Considérons par
exemple le cas oil € = 10, et introduisons les trois profils d’utilité suivants : @ = (10, 30,30), ¥ =

(10,15,70) et w = (10,22,50). Nous avons : u %l(Zilmm v (la deuxiéme valeur est discriminante),
K -<l(;)m.mm w (la troisiéme valeur est discriminante), et w -<l(;)mmm u (la troisiéme valeur est

Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage 197



Chapitre 5. Préordre leximin et programmation par contraintes

(e)

discriminante). Nous voyons donc que la relation <;_, . . est non transitive, ce qui revient a dire —
car il s’agit d'un préordre total — qu’elle est cyclique. La question est de choisir quelle alternative
choisir dans ce cas-la. Cette question n’est pas nouvelle dans le domaine de la représentation et
de lagrégation de préférences, et il existe des solutions pour traiter ce probléme de cyclicité de la
relation de préférence [Vincke, 1989|. Nous pouvons cependant nous interroger sur la pertinence (et
la complexité) de cette approche, sachant que le cadre du welfarisme cardinal nous fournit d’autres
moyens d’'introduire des concessions sur le préordre leximin, comme nous allons le voir.

5.5.2 Les moyennes pondérées ordonnées

Les moyennes pondérées ordonnées (OWA), qui ont été introduites dans le chapitre [1| en tant
que famille de fonctions d’utilité collective, constituent un relachement assez naturel du leximin (qui
présente aussi I’avantage d’étre facilement paramétrable selon 'importance de la concession que l'on
veut faire par rapport au leximin). L’ensemble des OWA équitables est ensemble des OWA dont
le vecteur de coefficients w est tel que i > j = w; < w; : c’est 'ensemble des OWA qui respectent
le principe de réduction des inégalités.

Nous pouvons nous interroger sur la transcription des algorithmes de résolution du probléme
[MAXLEXIMINCSP] au probléme de maximisation d’une fonction d’utilité collective de type OWA.
La plupart des algorithmes introduits dans ce chapitre sont fondés sur la propriété d’absence de
compensation entre les utilités des agents les moins riches et des agents les plus riches, qui implique
que chaque composante du vecteur leximin-optimal peut étre calculée séparément, ce qui n’est plus
le cas pour les OWA.

En revanche, une grande partie du travail effectué autour de ces algorithmes concerne la défi-
nition de la notion de tri d’'un vecteur sous forme de contrainte, et les algorithmes de propagation
dédiés a cette notion de tri. Cette contrainte de tri est bien évidemment indispensable pour la défi-
nition de la variable d’utilité collective, définie par une moyenne pondérée ordonnée. Nous pouvons
donc bénéficier de la contrainte Sort, ou encore de la définition du vecteur objectif trié par Iintro-
duction de contraintes Max et Min, couplées avec une contrainte linéaire sur le vecteur objectif
trié, afin de définir la fonction d’utilité collective OWA.

Notons que I'on trouve dans la littérature un article qui traite de moyennes pondérées ordonnées
«équitables» dans un contexte de recherche opérationnelle : [Ogryczak et Sliwinski, 2003|. Cet article
propose une modélisation sous forme de programme linéaire du probléme de maximisation d’un OWA
sous contraintes linéaires. Il pourrait étre intéressant de comparer cette approche avec approche
programmation par contraintes fondée sur la contrainte Sort.
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Chapitre 6
Expérimentations

Nous avons introduit au chapitre précédent plusieurs algorithmes dédiés a I'optimisation du
préordre leximin dans le cadre de la programmation par contraintes. Nous allons, dans ce cha-
pitre, présenter les résultats expérimentaux obtenus sur la comparaison de ces algorithmes sur des
instances de problémes de partage combinatoires générées artificiellement ou réelles.

L’intérét de ce travail expérimental est double. D’une part il permet de mettre en valeur les
caractéristiques opérationnelles des algorithmes introduits dans le chapitre 3, en comparant leurs
efficacités respectives sur des instances trés différentes. D’autre part, il nous a permis de travailler
sur la génération d’instances réalistes de problémes de partage. Cette problématique est cruciale
dans le domaine du partage et plus généralement du choix social, car, la discipline n’ayant été que
récemment étudiée par les chercheurs en informatique et intelligence artificielle, peu de travaux
abordent le probléme de la génération d’instances réalistes aléatoires dans ce contexte. On trouve
toutefois une exception dans le domaine des enchéres combinatoires [Leyton-Brown et al., 2000,
dont nous allons parler a la section

Dans ce chapitre, nous allons introduire les quatre problémes de partage particuliers sur les-
quels nous avons travaillé, sous 'angle de la modélisation, de la génération d’instances, et de la
comparaison des algorithmes dédiés au calcul de solutions leximin-optimales. Ces problémes sont
les suivants :

> Le probléme Pléiades simplifié : il s’agit d’une version simplifiée du probléme de partage

de la constellation de satellites Pléiades, dans laquelle les contraintes opérationnelles sont
approchées par des contraintes linéaires, et les préférences des agents représentées dans un
langage additif.

> Les enchéres combinatoires équitables : il s’agit d’'une adaptation du Winner Deter-

mination Problem dans les enchéres combinatoires, adaptation dans laquelle le critére est le
préordre leximin et non la somme comme dans le probléme classique.

> Le probléme de partage de biens indivisibles général : il s’agit du probléme de partage

de biens indivisibles tel qu’il a été introduit au chapitre |3[ dans la définition m (préférences
et contraintes spécifiées dans un langage a base de logique).

> Probléme d’affectation de sujets de travaux expérimentaux : il s’agit d’une instance

réelle d’un probléme d’affectation de sujets a des éléves.

Pour tous ces problémes, nous avons travaillé sur des instances créées artificiellement, sauf pour
le dernier d’entre eux, pour lequel nous disposons d’une instance réelle. Nous présenterons, pour
chacune de ces applications, une description formelle du probléme dans un premier temps, puis
suivra un apercu de la maniére dont sont générées les instances, et enfin des résultats obtenus sur
la comparaison expérimentale des algorithmes du chapitre [5| sur ces instances.
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Spécifications techniques : Toutes les implantations logicielles décrites dans ce chapitre ont
été effectuées dans le langage Java version 1.5.0. La bibliothéque de programmation par contraintes
utilisée pour la résolution des problémes est la bibliothéque Choco [Laburthe, 2000], et nous avons
de méme utilisé la bibliothéque ILOG CPLEX [ILOG, 2006| pour la résolution de certains pro-
blémes linéaires. Les expérimentations ont été exécutées sur une station Sun équipée d’un processeur
SUNW,UltraSPARC-IITi tournant a 1,6GHz, d’'une mémoire vive de 1Go et du systéme d’exploita-
tion Solaris 10. Bien entendu, les temps de calcul donnés dans ce chapitre ne sont pas vraiment
significatifs de l'efficacité absolue des algorithmes : ils dépendent de la configuration matérielle et
logicielle de la plate-forme utilisée, ainsi que du systéme de programmation par contraintes lui-
méme. L’intérét de ces résultats porte donc sur Uefficacité relative des algorithmes, étant donné
qu’ils ont été exécutés sur les mémes instances et dans les mémes conditions.

6.1 Le probléme Pléiades simplifié

6.1.1 Description et modélisation du probléme

Afin de tester nos algorithmes de résolution dédiés au probléme [MAXLEXIMINCSP] sur un
probléme simple & modéliser et relativement réaliste, nous avons extrait un probléme simplifié d’al-
location équitable d’objets & des agents de I’application[I] concernant le partage de la constellation de
satellites Pléiades. Cette version simplifiée peut étre vue comme un sous-probléme du probléme [3.38
(avec contraintes de volume), défini de la maniére suivante.

> Les demandes sont atomiques, c’est-a-dire correspondant a des préférences additives, le poids
d’un objet o dans les préférences de ’agent i étant noté w; .
> Les contraintes sont de deux types :

e Les contraintes de volume particulieres a chaque agent : 7, est la ressource consommeée par
I’objet o, et rmax; est la consommation de ressource mazimale autorisée pour 'agent i. Ces
contraintes de volume permettent de simuler des droits exogénes inégaux sur les agents, en
jouant sur l'introduction d’un quota sur la ressource consommeée par les demandes plutdt
que sur la fonction d’utilité collective elle-méme.

e Les contraintes de volume généralisées 6,0 : vC o est le volume de I'objet o dans la contrainte
de volume généralisé C, et vmaxc est le volume mazrimum dans la contrainte de volume gé-
néralisé C. L’objectif de cet ensemble de contraintes est de simuler les contraintes physiques
du probléme réel qui restreignent ’ensemble des allocations admissibles : sur un intervalle
de temps donné, le volume d’images acquises est limité par les capacités d’acquisition et
d’agilité du satellite.

Notons que dans ce probléme, la contrainte de préemption n’est pas présente, et ’on ne requiert
pas la complétude de 'allocation. Ce probléme peut étre modélisé a 'aide de contraintes linéaires
uniquement. Cette modélisation est fondée sur les variables suivantes :

> Un ensemble de variables 0-1 X o : Xj o = 1 si 'objet o est alloué¢ a I’agent 4, et 0 sinon, o € O,

i € A . Les affectations possibles des variables x;, représentent ’ensemble des allocations
possibles (parmi lesquelles se trouvent les admissibles).

> Un ensemble de variables numériques u; représentant les utilités individuelles des agents :

U = ) cpXio - Wi, est I'utilité individuelle de I'agent i, i € A7

> Un ensemble de variables 0-1 s : 8o = max;c » Xj o = 1 si l'objet o est alloué a un agent au

moins, et 0 sinon.

Les contraintes d’admissibilité du probléme, c’est-a-dire les contraintes de volume particuliéres
et généralisées sont les suivantes :
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> Y oco Xio ' To < Tmax;, pour tout i € .4 (contraintes de consommation de ressources) ;
> D oce So - Veo < UMaAxe, pour tout ¢ € ¢ (contraintes de volume généralisé).

Nous avons ajouté dans la modélisation du probléme la contrainte suivante, dont le but est
de cerner les allocations réellement significatives et d’augmenter 'efficacité de la modélisation :
wio =0 = Xj, =0 (un objet ne peut étre alloué & un agent qui lui attribue un poids nul).

Nous allons donc nous intéresser au probléme d’optimisation suivant :

Probléme 17: [PLEIADES SIMPLIFIE]

INSTANCE : Un ensemble d’agents .4, un ensemble d’objets &, un ensemble de contraintes de
consommation définies par {r, | 0 € O} et {rmaz; | i € A}, et un ensemble de

contraintes de volume généralisées 6,
SOLUTION : Une solution v de maxleximin((2,D,€), W), avec (2 ,D,%) le réseau de

contraintes défini par les variables x;o, u; et s, et les contraintes de volume gé-
néralisées et de consommation.

On peut remarquer que lorsqu’il n’y a qu’un seul agent et une seule contrainte (de consommation
ou de volume), ce probléme se réduit au probléme suivant :

Probléme (rappel): [KNAPSACK] [Garey et Johnson, 1979, page 65|

INSTANCE : Un ensemble fini ., une fonction de taille s : . — N, une taille maximale Sy,q, € N,
une fonction de valeur (d’utilité) u : . — N, et un entier K.

QUESTION : Existe-t-il un sous-ensemble .7 C .7 tel que Y o 5(a) < Spmaz €t Y e u(a) >
Kz ?

S’agissant d’un probléme NP-complet, notre probléme de décision est donc bien str aussi NP-
complet.

Plus précisément, on peut remarquer qu’il s’agit d’'une généralisation du probléme de sac & dos
multidimensionnel en variables bivalentes [Vasquez et Hao, 2001], mais avec un critére d’optimisation
leximin, au lieu du critére somme.

6.1.2 Génération des instances

Nous avons construit un générateur d’instances aléatoires de ce probléme d’allocation équitable.

Ce générateur, écrit en Java, est disponible en ligne & 'URL http://www.cert.fr/dcsd/
THESES/sbouveret/benchmark. L’algorithme de génération des instances est réglable grace & quatre
groupes de parameétres :

> les parametres généraux : nombre d’agents, nombres d’objets, graine du générateur aléatoire ;

> les paramétres de poids des objets;

> les paramétres de contraintes de consommation ;

> les paramétres de contraintes de volume généralisé.

Les poids des objets sont générés aléatoirement. Deux types de distributions sont possibles :
une distribution uniforme entre 0 et w;,q; €t une répartition en différentes classes. La répartition en
différentes classes approche les conditions de ’application réelle. Une telle répartition est paramétrée
par f. (par exemple f. = 10), le facteur multiplicatif entre classes, et n. (par exemple n. = 4), le
nombre de classes. Les poids appartenant a la classe i € [1,n.] sont tirés aléatoirement entre %(fc)i
et %( fc)i. De plus, on s’assure qu’il y a plus de demandes de classes faibles (moins importantes),
que de demandes de classes fortes.

Comme indiqué précédemment, les contraintes de consommation permettent de simuler des
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droits d’accés & la ressource inégaux selon les agents. Dans notre générateur, les droits inégaux
dépendent de deux parametres : le droit de I’agent de plus faible droit 7y, et le facteur multiplicatif
entre les droits fy. L’agent ¢ a un droit de 7, X (fd)%l.

Les paramétres concernant les contraintes de volume généralisé sont les suivants :

> l’arité des contraintes ng;

> le volume maximum autorisé pour chaque contrainte (fixe ou aléatoire) ;

> le volume de chaque objet (fixe ou aléatoire).
Le générateur permet aussi d’instancier ces parameétres en spécifiant la dureté des contraintes (ici
le rapport du nombre d’objets interdits sur 'arité de la contrainte), celles-ci portant sur ng objets
consécutifs.

On pourra trouver une description plus détaillée sur le générateur d’instances sur la page pointée
par 'URL citée ci-avant.

6.1.3 Résultats

Nous avons cherché pour les expérimentations & mettre en valeur 'influence du nombre d’agents
et l'influence du nombre d’objets sur efficacité des algorithmes. D’un c6té le nombre d’agents
détermine la taille du vecteur objectif, et de 'autre 'influence du nombre d’objets permet de mettre
en valeur le comportement des algorithmes face a la taille des instances, mais surtout de faire varier
le type de probléme auquel on a affaire.

Nous avons conduit trois séries d’expérimentations sur le probléme Pléiades linéaire pour un
nombre d’agents respectivement fixé & 4, 10 et 20 et pour un nombre d’objets variable. Dans ces
trois séries, les instances ont été générées avec les paramétres par défaut du programme, sauf pour
les poids des demandes, dont la répartition est uniforme entre 0 et 100, et pour les droits des
agents, qui sont considérés comme égaux (ce qui rend le probléme plus difficile en pratique). Les
expérimentations ont été conduites sur 20 instances de chaque type donné, le temps de résolution
étant limité a 10 minutes par instance. Les courbes présentées dans ce chapitre représentent d’une
part le temps moyen d’exécution sur les 20 instances de chaque type, et d’autre part le nombre
d’instances résolues dans la limite des 10 minutes. Notons que le temps moyen calculé n’est plus
significatif si le nombre d’instances résolues en moins de 10 minutes est trop faible, car le temps
de ces instances non résolues est pris en compte dans la moyenne comme étant égal & 10 minutes,
ce qui biaise évidemment la moyenne. En conséquence, 'interprétation des courbes de moyenne ne
peut se faire séparément de celle des courbes de nombre d’instances résolues.

On peut voir sur la figure I’évolution du temps de calcul en fonction du nombre d’objets
sur des instances de type Pléiades simplifié & 4 agents. Cette figure ne nous apporte que peu
d’information sur Defficacité relative des algorithmes, car les temps d’exécution de ceux-ci sont
quasiment identiques. Cette similarité n’est en fait pas trés étonnante. Le probléme ne comportant
que peu d’agents, il est donc relativement proche d’un probléme monoagent sur lequel toutes les
approches sont équivalentes (car fondé sur la maximisation de 1'utilité individuelle de 1'agent en
question).

Lorsque 'on augmente le nombre d’agents, on commence & voir apparaitre quelques différences
entre les algorithmes, comme on peut le remarquer sur la figure (10 agents). Sans surprise,
I’algorithme fondé sur un calcul et une comparaison explicite de toutes les solutions du probléme
se révéle largement moins efficace que les autre approches sur ce type d’instances. Notons que
I’algorithme [§| fondé sur les transformations max-min ne s’avére pas trés efficace non plus ici. Dans
le haut du tableau, on pourra remarquer les algorithmes 2] et [I} respectivement fondés sur le calcul
des sous-ensembles saturés et sur la contrainte Leximin. Nous pouvons remarquer le début d’un
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temps CPU (s)

600 -
500 ~
400
300 -
200 ~
100 +
nombre d’objets
80 90 100
20 +
18 +
16 +
14 +
12 +
10 +
8 .
6 .
4 4
2 —+
nombre d’objets
10 20 80 90 100
- Algorithme [6] fondé sur la contrainte AtLeast.
A A Algorithme [2] inspiré de [Dubois et Fortemps, [1999].
o Algorithme fondé sur le calcul et la comparaison de toutes les solutions du probléme,
inspiré par [Ehrgott), 2000].
x— ok Algorithme [§ fondé sur les transformations max-min.
o -0 Algorithme [I] fondé sur la contrainte Leximin.
e Algorithme 5| fondé sur la contrainte Sort.
Figure 6.1 — Comparaison des temps de calcul des algorithmes de résolution du

probléme [MAXLEXIMINCSP] sur des instances du type Pléiades simplifié & 4 agents.
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phénomene concernant l'algorithme [2| qui va s’amplifier sur 'exemple suivant : lorsque le nombre
d’objets est relativement faible, on note une perte d’efficacité de cet algorithme. L’explication en est
relativement simple : lorsque le nombre d’objets est faible et de 'ordre du nombre d’agents, le jeu
des contraintes implique 'impossibilité de satisfaire tous les agents, créant ainsi des ez-aequo dans
les solutions leximin-optimales, rendant d’autant plus difficile le calcul des sous-ensembles saturés
de cardinalité minimale (rappelons que la complexité de ce calcul dépend de maniére mécanique du
nombre d’utilités égales dans le vecteur objectif de la solution leximin-optimale).

La figure (20 agents) est particuliérement intéressante & plusieurs points de vue. D'une part,
les écarts entre les algorithmes se creusent, permettant ainsi de les séparer en deux groupes : les
algorithmes [T}, ] et [6] semblent relativement efficaces sur ce type d’instances. Le cas de l'algorithme
est trés particulier : il se révéle complétement inefficace sur les instances & faible nombre d’objets,
pour les raisons évoquées ci-avant concernant le calcul des sous-ensembles saturés, mais il semble
relativement efficace sur les instances comportant un nombre d’objets plus élevé.

Nous pouvons remarquer sur toutes les courbes précédentes que deux algorithmes donnent des
résultats extrémement similaires, illustrés par la proximité de leurs courbes sur tous les graphes
présentés : I'algorithme fondé sur la contrainte AtLeast et celui fondé sur la contrainte Sort. Cette
similarité n’est pas surprenante & la lumiére de la remarque que nous avons introduit lors de la
description de I'algorithme [6] : ces deux contraintes sont fondées sur la méme approche.

Heuristique de choix des variables Nous avons implanté pour les tests une heuristique de
choix de variables fondée sur les principes énoncés dans la section du chapitre précédent (les
résultats présentés dans cette section tiennent compte de cette heuristique). Cette heuristique choisit
la prochaine variable & instancier de la maniére suivante : on choisit, parmi les objets de 'agent
actuellement le moins satisfait, l'objet qui a un plus fort poids. L’efficacité de cette heuristique est
remarquable. Selon les instances, les temps de calcul peuvent baisser de plus de 50%.

Programmation linéaire Concluons enfin ces commentaires sur les résultats des algorithmes
testés sur les instances du modéle Pléiades simplifié en mentionnant le fait que nous avons adapté
Pimplantation de I’algorithme fondé sur la contrainte AtLeast & l'interface permettant de faire la
liaison avec le solveur linéaire CPLEX. Nous avons pour cela utilisé la linéarisation de cette derniére
contrainte, mentionnée lorsque nous l’avons introduite dans le chapitre 5] Les différences d’efficacité
avec 'implantation fondée sur Choco sont flagrantes : dans les instances précédentes, CPLEX peut
calculer une solution leximin-optimale en quelques secondes jusqu’a plus de 200 objets. Nous avons
cependant rencontré quelques problémes liés au passage en flottant par CPLEX, provoquant dans
certains cas des erreurs de calcul qui, comme nous 'avons mentionné en fin du chapitre [, peuvent
provoquer un arrét de I'algorithme (di & une incohérence & une certaine itération), ou peuvent
avoir de grandes répercussions sur les valeurs du vecteur leximin-optimal trouvé. La source de ces
problémes est peut-étre due & un mauvais paramétrage de CPLEX.

Notons que la comparaison du temps de calcul entre I'implantation fondée sur CPLEX et les
implantations fondées sur Choco n’a pas vraiment de sens : on cherche dans ce chapitre & com-
parer des différences d’approche du probléme d’optimisation leximin, et non & comparer les outils
de résolution eux-mémes, comme nous l'avons fait remarquer en début de chapitre. Il serait en
revanche intéressant de comparer dans le cadre de la programmation linéaire avec un outil comme
CPLEX, l'algorithme fondé sur la contrainte AtLeast avec 'algorithme de |[Dubois et Fortemps,
1999, 'algorithme inspiré de [Ehrgottl [2000], et I’algorithme de [Maschler et al.,|[1992] fondé sur les
transformations max-min.
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- Algorithme [6] fondé sur la contrainte AtLeast.
Ak Algorithme [2] inspiré de [Dubois et Fortemps, [1999].
. Algorithme fondé sur le calcul et la comparaison de toutes les solutions du probléme,
inspiré par [Ehrgott), 2000].
x— ok Algorithme [§ fondé sur les transformations max-min.
o -0 Algorithme [I] fondé sur la contrainte Leximin.
e Algorithme 5| fondé sur la contrainte Sort.
Figure 6.2 — Comparaison des temps de calcul des algorithmes de résolution du

probléme [MAXLEXIMINCSP] sur des instances du type Pléiades simplifié & 10 agents.
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- Algorithme [6] fondé sur la contrainte AtLeast.
Ak Algorithme [2] inspiré de [Dubois et Fortemps, [1999].
. Algorithme fondé sur le calcul et la comparaison de toutes les solutions du probléme,
inspiré par [Ehrgott), 2000].
x— ok Algorithme [§ fondé sur les transformations max-min.
o -0 Algorithme [I] fondé sur la contrainte Leximin.
e Algorithme [5] fondé sur la contrainte Sort.
Figure 6.3 — Comparaison des temps de calcul des algorithmes de résolution du

probléme [MAXLEXIMINCSP] sur des instances du type Pléiades simplifié & 20 agents.
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6.2 Enchéres combinatoires équitables

6.2.1 Description et modélisation du probléme

Comme nous avons pu le voir au cours des chapitres précédents, le domaine des enchéres com-
binatoires a suscité un intérét croissant de la communauté du choix social et de l'intelligence artifi-
cielle ces derniéres années, comme en témoignent les nombreuses publications qui lui sont consacrées
[Cramton et al., 2006; Sandholml| {1999, 2002; Rothkopf et al., |1998; Lehmann et al., |[1999] (cette
liste n’étant bien entendu pas exhaustive). Rappelons que le probléme central des enchéres combi-
natoires est le Winner Determination Problem, dédié & 'attribution des lots d’objets aux agents de
maniére & maximiser le gain du commissaire-priseur, ce qui correspond exactement & la maximisa-
tion de l'utilité collective utilitariste classique (la somme) si 'on considére que l'utilité d'un agent
correspond au prix total auquel il estime les lots qu’il recoit.

Si la sémantique des enchéres combinatoires semble exclure ’égalitarisme comme critére d’agré-
gation des préférences individuelles, en revanche il est possible de s’appuyer sur ce probléme et sur
les travaux qui le concernent (notamment sur les langages d’expression des préférences) pour définir
un probléme de partage équitable d’objets. Ce n’est donc plus un probléme d’enchéres & proprement
parler (car on ne s’intéresse plus aux gains du commissaire-priseur), mais un probléme de partage
défini comme suit :

Probléme 18: Enchéres combinatoires équitables

INSTANCE : Un ensemble de n agents .4, un ensemble d’objets & et un ensemble de mises .#;
par agent 7, exprimées dans I’un des langages de lots pour les enchéres combinatoires

introduits aux chapitre
SOLUTION : Un partage 7 respectant la contrainte de préemption et tel qu’il n’existe aucun par-

tage 7' (respectant aussi la contrainte de préemption) tel que (u(my),. .., u(m,)) <
(u(m)), - u(m,)).

Les fonctions d’utilité des agents ont été définies lors de I'introduction des langages de lots dans

la section B.2.51

6.2.2 Génération des instances

Comme nous 'avons fait remarquer en introduction de ce chapitre, s’il existe dans le domaine du
choix social en général assez peu de travaux sur la génération d’instances de problémes, le domaine
particulier des enchéres combinatoires fait exception a cette régle. Il existe en effet un générateur
d’instances «réalistesy pour le probléme d’enchéres combinatoires, dont 1'utilisation commence a
se répandre et qui est devenu une référence dans le domaine : CATS [Leyton-Brown et al.l [2000]
(disponible en ligne & 'URL http://www.cs.ubc.ca/ kevinlb/CATS/). Ce logiciel est dédié a la
génération de mises pour les enchéres combinatoires. La sémantique de ces mises est celle du Winner
Determination Problem avec le langage OR* (voir la section du chapitre . Les lots corres-
pondant & ces mises ne sont pas mutuellement exclusifs sauf s’ils ont des objets en commun, et
I'introduction d’objets factices permet de simuler des mises XOR, et donc d’enrichir le langage en
permettant d’exprimer des substituabilités (rappelons que le langage OR seul ne le peut pas).

Décrivons rapidement la maniére dont CATS génére I'ensemble de mises. Afin d’étre les plus
réalistes possibles, les algorithmes de génération des instances s’inspirent de problémes réels. Cing
types de problémes sont proposés (pour des informations plus détaillées, on pourra consulter l'article
|[Leyton-Brown et al., [2000]) :
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> Chemins dans ’espace : De nombreux problémes réels d’enchéres impliquent une recherche
de chemins dans un graphe (tournées de véhicules, allocation de bande passante dans des ré-
seaux, droit & utiliser un réseau ferré,...). CATS commence par générer un graphe approxima-
tivement planaire dont les nceuds (représentant des villes par exemple) sont placés de maniére
aléatoire dans le plan. Puis plusieurs ensembles de mises XOR sont générés : pour chaque
ensemble on tire aléatoirement deux villes, puis on place un ensemble de mises XOR corres-
pondant a tous les chemins possibles entre ces deux villes (la valeur des mises est aléatoire et
dépendante de la distance euclidienne entre les deux villes).

> Proximité dans 1’espace : Dans un autre grand type de problémes, la complémentarité
entre des objets est engendrée par leur proximité spatiale (exemple de vente aux enchéres de
terrains agricoles, droits de forages dans certaines zones, etc.). CATS génére un graphe qui est
en fait un graphe d’adjacence (entre des terrains par exemple) : partant d'une grille parfaite
(chaque nceud est connecté a 4 de ses voisins), il autorise avec une certaine probabilité, que
certains noeuds soient connectés en diagonale, et que certaines connexions soient «oubliées»
(représentant ainsi des terrains non rectangulaires). Les mises sont ensuite générées de maniére
incrémentale et aléatoire, en ajoutant les objets un par un dans les lots, avec une plus forte
probabilité d’ajouter un objet s’il est connecté a I'un des objets du lot.

> Relations arbitraires : De maniére générale (pour les ventes d’objets par exemple), il n’y a
pas de relation spécifique entre les objets comme précédemment, mais on observe une certaine
régularité dans les lots (régularité qui fait par exemple qu’un agent sera plus enclin & demander
un lot {télévision, lecteur de DVD} qu’un lot {télévision, paire de chaussettes}). La génération
des mises utilise une clique (un objet par nceud), avec une probabilité associée a chaque paire
d’objets, qui indique la tendance qu’auront ces objets & s’associer. Comme précédemment, les
lots sont générés de maniére incrémentale.

> Association temporelle : Dans certains problémes réels d’enchéres, ’association entre les
objets est temporelle. Par exemple, dans le probléme de ’allocation de créneaux de décollage
et d’atterrissage dans les aéroports (application , les créneaux sont liés par le fait qu’un
avion qui effectue une liaison entre deux aéroports doit avoir les créneaux de décollage et
d’atterrissage correspondant au temps de vol entre ces deux aéroports. Il y a aussi des lots
substituables, correspondant aux différents couples décollage / atterrissage pour un méme
avion. La génération des lots prend en paramétre une carte des aéroports, et pour chaque vol,
considére une utilité max g, si le vol a ses créneaux décollage / atterrissage optimaux; et
une utilité inversement proportionnelle au retard engendré si ce n’est pas le cas.

> Planification temporelle : Il s’agit d’une formulation enchéres combinatoires du probléme
de job-shop scheduling. Une usine lance une enchére pour les tranches d’utilisation d’une
certaine ressource. Chaque enchérisseur a une tache qui requiert un certain temps d’utilisation
de la machine, et une deadline. Certaines taches ont des deadlines additionnelles qui sont
moins désirables pour ’enchérisseur. Dans la formulation orientée enchéres combinatoires, un
bien est un créneau d’utilisation de la machine. Les biens substituables correspondent aux
différentes planifications possibles pour la méme téache.

En plus de ces cing types de distribution, CATS peut générer les distributions classiques utilisées

dans les papiers dédiés aux enchéres combinatoires (distribution appelées legacy).

CATS considére que chaque agent exprime ses préférences sous forme de mises mutuellement
exclusives (mises XOR); en d’autres termes, une seule mise peut étre sélectionnée pour chaque
agent. Puisque les mises XOR sont simulées par 'introduction d’objets factices (dans le langage
OR*), on peut accéder a l'identité de I'agent concerné par une mise donnée grace a l'objet factice
qui accompagne le lot de la mise!. Puisque dans notre probléme de recherche d’une solution lexi-

!Contrairement au Winner Determination Problem pour lequel 'information d’identité des agents n’est pas utile,
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min optimale le nombre d’agents en jeu est un paramétre crucial, nous avons modifié légérement
I’exploitation du générateur afin de permettre a l'utilisateur de choisir un nombre d’agents inférieur
au nombre d’agents généré par CATS, en fusionnant les mises de plusieurs agents différents de la
maniére suivante : nous groupons les agents deux par deux de maniére aléatoire jusqu’a obtenir
le nombre d’agents requis. Deux agents sont fusionnés simplement en groupant leurs préférences
respectives en une mise OR* unique. Notons que cette maniére de fusionner les mises n’est pas
réellement satisfaisante, car le rapprochement des préférences des agents est complétement artificiel
et crée des préférences non réalistes.

6.2.3 Résultats

Nous avons mené plusieurs séries d’expérimentations sur les enchéres combinatoires, afin toujours
de mettre en valeur I'influence du nombre d’objets et du nombre d’agents sur les algorithmes. Les
résultats de I'une de ces séries sont présentés en figure (dans cette figure, nous avons omis le
nombre d’instances résolues, car celui-ci est presque toujours égal a 20, sauf pour les deux algorithmes
les moins performants). Pour cette série, les instances ont été générées a I'aide de CATS paramétré
avec des lots de type «régions» (proximité dans l’espace), un nombre de mises égal au nombre
d’objets et 20 agents. La figure met clairement en avant une nette infériorité des approches fondées
sur les sous-ensembles saturés et sur la comparaison exhaustive de toutes les solutions. La taille
des lots associée aux contraintes d’exclusion mutuelle pesant sur les lots peut expliquer 1’échec du
premier de ces deux algorithmes : dans de telles instances, il est trés difficile de satisfaire tout
le monde, donc il y a beaucoup d’agents non satisfaits dans les solutions leximin-optimales : on
retombe dans le probléme de calcul des sous-ensembles saturés.

L’algorithme fondé sur la contrainte Leximin semble beaucoup moins efficace que les algo-
rithmes itératifs dans ce cas particulier (alors qu’il ’était beaucoup plus dans les instances de type
Pléiades simplifié). L’explication que nous proposons est que le calcul des premiéres composantes
du vecteur leximin-optimal dans les algorithmes itératifs résulte en un filtrage trés important dés le
début de la résolution (a cause de la morphologie du probléme), ce qui peut expliquer leur efficacité
dans ce cas bien précis.

La figure présente des résultats relativement similaires & la figure Pour cette série, les
instances ont été générées avec des lots de type «arbitraires», un nombre de mises égal a 10 fois le
nombre d’agents et 100 objets. L’échec de I’algorithme fondé sur les sous-ensembles saturés s’explique
une nouvelle fois par 'augmentation du nombre d’agents par rapport au nombre d’objets qui reste
fixe. On note un recul de efficacité de I'algorithme fondé sur les transformations max-min lorsque le
nombre d’agents augmente : ces transformations sont certainement relativement cotiteuses, car elles
nécessitent I'introduction de variables supplémentaires dont le nombre croit de maniére quadratique
avec le nombre d’agents. Les algorithmes les plus efficaces sont ceux qui sont fondés sur la contrainte
Sort et sur la contrainte AtLeast.

Enfin, nous avons comparé les temps de calcul d’une solution leximin-optimale au temps de
calcul d’une solution somme-optimale, pour le méme modéle, en programmation par contraintes.
Bien entendu, la programmation par contraintes n’est pas l'outil le plus adapté pour traiter le
Winner Determination Problem, et en particulier les solveurs ad-hoc proposés dans la littérature
sur les enchéres combinatoires sont bien plus performants. Nous pouvons toutefois noter que le calcul
d’une solution leximin-optimale n’est pas énormément plus cofiteuse que le calcul d’une solution
somme-optimale dans le méme modéle.

nous avons besoin de connaitre cette identité pour le probléme de recherche d’une solution leximin-optimale.
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- Algorithme [6] fondé sur la contrainte AtLeast.
A A Algorithme [2] inspiré de [Dubois et Fortemps, [1999].
Algorithme fondé sur le calcul et la comparaison de toutes les solutions du probléme,

e inspiré par [Ehrgott], 2000].
k— ok Algorithme [§| fondé sur les transformations max-min.
o -0 Algorithme [I] fondé sur la contrainte Leximin.
e Algorithme [5] fondé sur la contrainte Sort.
. Calcul de la solution optimale au sens de la somme (correspond au Winner Determination
Problem).
Figure 6.4 — Comparaison des temps de calcul des algorithmes de résolution du
probléeme [MAXLEXIMINCSP] sur des instances de type enchéres combinatoires a 20
agents.

Heuristique de choix des variables Tout comme pour les instances de type Pléiades simplifié,
nous avons décliné 'heuristique de choix des variables suggérée dans la section [5.4.4] aux problémes
d’enchéres combinatoires. Plus précisément, I’heuristique est la suivante : on choisit comme prochain
lot & allouer le premier d’entre les lots non encore alloués, selon "ordre lexicographique sur les critéres
suivants : (1) l'utilité courante de ’agent qui a placé cette mise, (2) le prix du lot. En d’autres termes,
le prochain lot & allouer est celui qui a le prix le plus fort parmi ceux de ’agent le moins satisfait.
Encore une fois, on reléve une amélioration notable des performances grace a 1'utilisation de cette
heuristique.

Equité de la solution Intéressons-nous briévement & la caractérisation de 1’équité des solutions
obtenues par maximisation de ’ordre social leximin par rapport a ’équité des solutions obtenues par
résolution du Winner Determination Problem avec critére utilitariste classique. Nous avons tracé sur
la figure[6.6]les courbes de Lorenz des deux solutions utilitariste classique et égalitariste leximin pour
une instance du probléme d’enchéres combinatoires avec 20 agents. La représentation graphique de
ces deux courbes est relativement démonstrative : la solution égalitariste est beaucoup plus proche
de la droite d’égalité parfaite entre les agents. En terme d’indices d’inégalité, le calcul des indices
de Gini pour les deux profils donne une valeur d’environ 0,83 pour 'utilitarisme classique et 0,64
pour la solution leximin. Rappelons que plus 'indice d’inégalité est proche de 0, plus la distribution
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- Algorithme [6] fondé sur la contrainte AtLeast.

A A Algorithme [2| inspiré de [Dubois et Fortemps, 1999].
Algorithme fondé sur le calcul et la comparaison de toutes les solutions du probléme,

e inspiré par [Ehrgott], 2000].
k— ok Algorithme [§| fondé sur les transformations max-min.
- -— o Algorithme [1] fondé sur la contrainte Leximin.
e - Algorithme [5] fondé sur la contrainte Sort.
. Calcul de la solution optimale au sens de la somme (correspond au Winner Determination
Problem).
Figure 6.5 — Comparaison des temps de calcul des algorithmes de résolution du
probléme [MAXLEXIMINCSP] sur des instances de type enchéres combinatoires & 100
objets.
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Courbe de Lorenz de la solution égalitariste leximin.
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Figure 6.6 — Courbes de Lorenz des solutions utilitariste classique et égalitariste
leximin pour une instance du probléme d’enchéres combinatoires.

6.3 Probléme de partage de biens indivisibles générique

6.3.1 Description du modéle

Nous avons implanté le modéle du probléme de partage de biens indivisibles générique fondé sur
la représentation des préférences sous forme de logique pondérée et la représentation des contraintes
sous forme de logique, probléme que nous avons introduit dans la définition dans le chapitre
Rappelons que ce probléme est fondé sur :

> un ensemble d’agents A ;

> un ensemble d’objets O

> un ensemble de contraintes ¥ exprimées sous forme logique sur le langage L‘}f”oc;

> les préférences des agents exprimées par un ensemble de formules logiques pondérées sur Ly ;

v

deux opérateurs d’agrégation.

Dans notre implantation de ce modéle, nous avons ajouté la possibilité d’exprimer deux types
de contraintes spécifiques en plus des contraintes logiques :

> des contraintes de préemption, portant sur des ensembles d’objets donnés ;

> des contraintes de volume, définie par un volume maximum et portant sur des ensembles

d’objets donnés auxquels on attribue un volume.

Ces contraintes étant omniprésentes dans les problémes de partage réels, leur introduction spé-
cifique permet de simplifier leur expression et leur prise en compte par les algorithmes de résolution,
méme si, comme nous l'avons précisé lors de 'introduction de ce modéle au chapitre|3] ces contraintes
peuvent étre encodées par des formules logiques de notre langage.

Dans notre implantation, les contraintes logiques peuvent étre spécifiées de différentes maniéres :
> comme une formule logique générique (spécifiée par application récursive d’un opérateur lo-
gique sur des sous-formules) ;
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> comme une clause du langage propositionnel ;

> comme une formule en forme normale disjonctive (par spécification des cubes sous forme d’un

tableau).

De méme, les formules logiques associées aux préférences peuvent étre définies de différentes
maniéres :

> comme une formule logique générique;

> comme une formule en forme normale conjonctive;

> comme une formule en forme normale disjonctive.

La possibilité de définir les contraintes et les préférences de différentes maniéres permet de
prendre en compte de maniére spécifique ces types de formules spécifiques (par exemple en intro-
duisant des mécanismes de filtrage dédiés aux clauses ou aux cubes), afin d’une part de faciliter la
spécification des problémes, et d’autre part d’améliorer l'efficacité des algorithmes de résolution qui
leur sont dédiés.

6.3.2 Génération des instances

Nous avons développé un générateur d’instances de ce probléme, dont 'objectif est, tout comme
le logiciel CATS pour les enchéres combinatoires, de créer des instances réalistes de ce probléme.
Ce générateur, disponible en ligne a l'adresse http://www.cert.fr/dcsd/THESES/sbouveret/
benchmark2007/, permet de créer trois types d’instances : générique, Pléiades et Spot.

6.3.2.1 Instances de type générique

Ce type d’instances est destiné & représenter des problémes de partage génériques relativement
simples. Les caractéristiques de ces instances sont les suivantes :
> les préférences sont constituées de formules en forme normale disjonctive (partant du principe
qu'un agent sera plus enclin a exprimer naturellement ce genre de préférences) de taille et de
poids aléatoires ;
> les contraintes logiques sont de deux types :
e interdiction d’'un objet particulier & un agent particulier,
e interdiction d’attribuer un ensemble donné d’objets de taille aléatoire au méme agent.
> la contrainte de préemption portant sur 'ensemble des objets est présente ou non.
Le générateur est bien entendu entiérement paramétrable. LLa maniére de le paramétrer et les
valeurs par défaut sont spécifiés sur la page web dédiée au générateur d’instances.

6.3.2.2 Instances de type Pléiades

Ce deuxiéme type d’instances du probléme de partage de biens indivisibles est destiné & intro-
duire un mode¢le du probléme de partage de la constellation de satellite Pléiades qui soit 1égérement
plus réaliste que le probléme linéaire introduit dans la section de ce chapitre. La génération des
instances se fait en deux temps.

Dans un premier temps, le programme génére une instance du modéle fondé sur les éléments
suivants :
> La constellation est constituée d’un seul satellite, et le probléme considére n, révolutions du
satellite autour de la Terre.
> Les agents fournissent un ensemble de demandes d’observation.
> Une demande d’observation est constituée d’une (requéte simple) ou de plusieurs (requétes
stereo ou de zones larges) acquisitions qui doivent toutes étre satisfaites pour satisfaire la

Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage 213


http://www.cert.fr/dcsd/THESES/sbouveret/benchmark2007/
http://www.cert.fr/dcsd/THESES/sbouveret/benchmark2007/

Chapitre 6. Expérimentations

demande. Un poids est aussi associé & la demande, poids reflétant 'importance de cette
demande pour 'agent.

Une acquisition est constituée de plusieurs opportunités : une par révolution. Une acquisition
est satisfaite si et seulement si au moins I'une des opportunités est satisfaite. Chaque acqui-
sition est caractérisée par un numéro d’identification et le numeéro de la révolution qu’elle
concerne.

Un ensemble de contraintes de volume simule les contraintes physiques, tout comme dans le
premier modéle simplifié du probléeme.

Certaines demandes d’observation sont de type particulier : les «demandes communes». Ces
demandes d’observation concernent tous les agents en méme temps, et si elles sont satisfaites,
tous les agents sont satisfaits.

Certaines demandes d’observation complexes comme les demandes stereo ou les images concer-
nant une zone large doivent étre acquises depuis la méme révolution.

L’instance de ce modéle créée par le générateur est ensuite transformée en une instance du
probléeme de partage de biens indivisibles. Ce générateur (entiérement paramétrable) permet de
créer des instances légérement plus réalistes que celles du probléme Pléiades simplifié introduit en
début de chapitre.

6.3.2.3 Instances de type Spot

Le troisiéme type d’instances particuliéres considéré pour le probléme de partage de biens indi-
visibles est assez similaire aux instances de type Pléiades. Il est fondé sur le modéle constitué des
éléments suivants :

>

La constellation est formée de plusieurs satellites, et le probléme considére n, révolutions des

satellites autour de la Terre. Les satellites possédent chacun 3 instruments (avant, milieu et

arriére), permettant de multiplier les opportunités d’acquisition. Les satellites ne sont pas
agiles, mais un systéme de miroirs permet de changer dans une certaine mesure 'angle de
visée latéral des instruments.

Les agents fournissent un ensemble de demandes d’observation.

Une demande observation est constituée d’une (requéte simple) ou de plusieurs (requétes

stereo) acquisitions qui doivent toutes étre satisfaites pour satisfaire la demande. Un poids

est aussi associé a la demande, poids reflétant I'importance de cette demande pour 'agent.

Une acquisition est constituée de plusieurs opportunités : une par révolution, par instrument

et par satellite (sauf pour les images stereo, qui doivent étre impérativement acquises par les

instruments avant et arriére, lors de la méme orbite). Chaque opportunité est caractérisée par

Iinstrument et la révolution concernés, un angle de déportation, et des temps de début et de

fin de prise de vue. Les temps sont générés de maniére aléatoire, soit selon une loi uniforme, soit

concentrés autour de certains «points chauds», représentant des points d’intérét particulier

(comme des zones de conflits par exemple).

Les contraintes sont de deux types :

e des contraintes de volume, simulant les contraintes de consommation a bord : & chaque
acquisition est associée une consommation de ressources qui dépend de sa durée, et chaque
satellite ne peut acquérir plus d’images que sa consommation limite ne le permet ;

e des contraintes d’exclusion mutuelle, fondées sur les temps de début et de fin des oppor-
tunités et sur leurs angles de déportation : le générateur effectue un calcul de faisabilité
d’enchainement de deux opportunités concernant le méme satellite, et ajoute une contrainte
d’exclusion mutuelle si cet enchainement est impossible.

Aprés avoir créé une instance de ce probléme particulier, le générateur la transforme, tout comme
précédemment, en une instance du probléme de partage de biens indivisibles.
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6.3.3 Résultats

Les expérimentations des algorithmes sur ce type d’instances fournissent des résultats relative-
ment décevants : les algorithmes sont rapidement mis en échec sur un trés petit nombre d’objets et
un nombre d’agents raisonnable, comme nous pouvons le voir sur la figure[6.7] et sur le tableau [6.1
concernant respectivement des instances de type logique générique et des instances de type Pléiades
logique. Cette relative inefficacité peut s’expliquer par la difficulté des instances, qui impliquent
un grand nombre de contraintes logiques®. On pourra néanmoins remarquer la supériorité relative
des approches itératives (a Pexception de celle qui est fondée sur les transformations max-min) sur
les approches fondées sur la contrainte Leximin et sur la comparaison exhaustive de toutes les
solutions. On pourra remarquer aussi comme toujours la proximité entre les approches fondées sur
la contrainte AtLeast et sur la contrainte Sort.

Instance AtLeast sous-ensembles saturés comparaison exhaustive
n P min | max moy nb min max moy nb min max moy nb
2 |20 4 309 45 10 281 639 447 10 6 1675 295 10
2 | 25 6 942 202 10 369 1831 705 10 4 97940 | 12924 | 10
2 |30 10 | 1448 275 10 407 2060 867 10 23 15770 4284 10
6 | 20 15 (—) | 240070 6 2564 | (—) | 241853 | 6 38024 | (—) | 494419 | 2
6 | 25 98 (—) | 364452 4 2887 | (—) | 371697 | 4 4216 (—) | 540421 | 1
6 | 30 75 (—) | 423021 | 3 3040 | (—) | 426813 | 3 (—) (—) (—) 0
10 | 20 231 | (—) | 540023 | 1 63931 | (—) | 546393 | 1 (—) (—) (—) 0
Instance Max-min Leximin Sort
n D min max moy nb min max moy nb || min | max moy nb
2 |20 3 552 87 10 4 56844 5968 10 3 76 21 10
2 | 25 4 3863 942 10 2 18310 5330 10 4 959 192 10
2 | 30 9 13299 1517 10 21 8223 2777 10 10 | 1371 266 10
6 | 20 21 (—) | 360056 | 4 94769 | (—) | 513778 | 2 16 (—) | 240042 | 6
6 | 25 236 (—) | 540023 | 1 5037 (—) | 540503 | 1 97 (—) | 364449 | 4
6 30 ] ()| (=) (=) |0 (=) | ) (—) | 0 ]| 8 | (=) | 424616 | 3
10 | 20 267 (—) | 540026 | 1 (—) (—) (—) 0 240 | (—) | 540024 1

Tableau 6.1 — Temps de calcul (en ms) des algorithmes de résolution du probléme

[MAXLEXIMINCSP] sur des instances de type probléme logique Pléiades, & n agents et

p objets.

Heuristique de choix des variables L’heuristique de choix des variables est plus difficile &
mettre en ceuvre dans le contexte des instances du probléme logique générique, car Ueffet de ’attri-
bution d’un objet sur la satisfaction d’un agent n’est pas direct, du fait de la complexité sémantique
des préférences. En outre, des considérations telles que le nombre de demandes dans lesquels appa-
rait I'objet et leur longueur doivent étre prises en compte pour le choix des variables. Nous ne nous
sommes pas encore penchés sur ce probléme ; I'heuristique utilisée actuellement est la suivante : on
choisit comme prochain objet & attribuer un objet apparaissant dans la demande de plus fort poids
de l'agent le moins satisfait.

Les paramétres par défaut pour le générateur aléatoire générique sont les suivants : entre n/2 et 3n/2 contraintes
particuliéres, entre O et p/2 contraintes d’exclusion concernant entre 2 et p/2 objets, entre 1 et 10 formules par agent
concernant entre 1 et 15 objets chacune.
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, temps CPU (s)

*/ . nombre d’agents
¥ ¥ } —>
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B nombre d’agents
2 4 10 12 14 16 18 20 22 24
- Algorithme [6] fondé sur la contrainte AtLeast.
A A Algorithme [2| inspiré de [Dubois et Fortemps, [1999].
o Algorithme fondé sur le calcul et la comparaison de toutes les solutions du probléme,
inspiré par [Ehrgott), 2000].
k— ok Algorithme [§| fondé sur les transformations max-min.
- -— o Algorithme [1] fondé sur la contrainte Leximin.
e Algorithme [5| fondé sur la contrainte Sort.
Figure 6.7 — Comparaison des temps de calcul des algorithmes de résolution du
probléeme [MAXLEXIMINCSP] sur des instances de type probléme logique générique, a
20 objets.
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6.4 Probléme d’affectation de sujets de travaux expérimentaux

Le probléme d’affectation de TRavaux EXpérimentaux (« TREX ») est un exemple typique de
problémes de distribution de ressources indivisibles préemptives (le méme objet ne peut étre donné
a plusieurs agents) sous contraintes, et avec un ensemble de préférences, tels qu’on peut en trouver
dans les institutions comme des écoles, des universités, ou encore des entreprises. Le but de ce genre
de problémes est d’affecter un ou plusieurs sujets, taches, ou objets, & chacun des agents présents,
en tenant compte de leurs préférences exprimées comme un ordre sur les objets. Ce probléme est
présenté succinctement dans le chapitre d’introduction (application .

Nous avons & disposition une instance réelle, provenant de ’expression des choix des éléves de
deuxiéme année & SUPAERO et des contraintes spécifiques aux sujets en 2005-2006. Nous allons
dans un premier temps décrire I'instance particuliére a laquelle nous avons affaire, puis nous nous
intéresserons au calcul d’une solution leximin-optimale, et nous montrerons que toutes les approches
testées ont échoué sur ce probléme.

6.4.1 Description de I’instance réelle

On doit affecter un ensemble de 38 sujets de TREX & un ensemble d’éléves, regroupés en 63
bin6émes, formant eux-mémes deux groupes D et H de 31 et 32 bindmes respectivement. Les sujets
sont regroupés en 9 différents poles de compétence (Mathématiques, Informatique, Aérodynamique,
...) de la maniére suivante : ([1, 5], [6, 10], [11, 13], [14, 15], [16, 18], [19, 22], [23, 30], [31, 37], [38])-

On doit allouer les TREX aux binémes, sous les contraintes suivantes.

> Préemption : Un méme sujet ne peut étre affecté & deux binémes différents du méme groupe

dans la méme série.

> Fourniture : Chaque bindéme doit étre pourvu d’'un TREX exactement pour chaque série (1

et 2).

> Variété de sujets : Un méme bindme ne peut se voir affecter deux sujets du méme pole de

compétences.

> Sujets spécifiques : Certains sujets ont des contraintes spécifiques :

e les 6 sujets suivants ne peuvent pas étre choisis par un binoéme du groupe D en série 2 : 5,
9, 32, 34, 35, 36;

e les 6 sujets suivants ne peuvent pas étre choisis par un binéme du groupe D en série 1 : §,
18, 29, 31, 33, 37;

e le sujet 38 ne peut étre choisi par aucun binéme du groupe D, que ce soit en série 1 ou en
série 2;

e les 6 sujets suivants ne peuvent pas étre choisis par un binéme du groupe H en série 2 : §,
29, 31, 33, 37, 38;

e les 6 sujets suivants ne peuvent pas étre choisis par un binéme du groupe H en série 1 : 5,
18, 32, 34, 35, 36;

Chaque binéme a exprimé une préférence sur I’ensemble des sujets, sous la forme d’un ordre
total (pas d’ez-aequo possible), en attribuant au sujet preféré la valeur 1, et au sujet le plus bas
dans l'ordre de préférences la valeur 38. Le maniére de calculer 'utilité d’un bindéme en fonction
des deux sujets qu’il recoit n’est pas spécifiée dans les données du probléme. 11 y a toutefois trois
maniéres intuitives de définir cette utilité :

> u; = 76 — k1 — ko, si ky (resp. ko) est la place du sujet regu par le binéme i en série 1 (resp.

série 2), en d’autres termes, la désutilité d’un agent a la somme (ou a la moyenne) des rangs
des deux sujets qu’il recoit;

> u; = 38 — max(k1, k2) (seul compte le pire des sujets), avec variante leximax possible ;
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> u; = 38 — min(ky, k2) (seul compte le meilleur des sujets), avec variante leximin possible.
Ces trois formulations de 'utilité individuelle sont valables d’un point de vue sémantique. Nous
penchons plutot pour la formulation ne prenant en compte que le pire des sujets, pour une rai-
son d’efficacité de résolution : ce choix permet de modéliser le probléme d’optimisation max-min
«presque» comme un probléme de flot dans un graphe, comme nous allons le voir plus loin.

L’objectif du probléme est de trouver une affectation des sujets aux binémes qui satisfait toutes
les contraintes, et soit équitable et efficace. Bien entendu, ce critére est assez flou et laisse toute
latitude & l'interprétation des notions d’équité et d’efficacité. Toutefois, la modélisation de ces
notions par le biais du préordre leximin nous semble relativement pertinent ici. Notons que le
critére qui actuellement utilisé est le critére max-min / max-sum, dont nous avons parlé au tout

début du chapitre

Nous pouvons remarquer qu’étant donnée la spécification du probléme, celui-ci peut étre séparé
en deux sous-problémes disjoints : celui du groupe D et celui du groupe H. Dans les sous-sections
suivantes consacrées a la résolution du probléme, nous ne nous intéresserons qu’a la premiére moitié
du probléme, c’est-a-dire celle qui concerne le groupe D (sauf dans la formulation mathématique
qui implique de maniére explicite les deux groupes).

6.4.2 Modélisation et résolution du probléme
6.4.2.1 Formulation mathématique du probléme

Modélisation Ce probléme peut étre modélisé de maniére naturelle sous la forme d’un réseau de
contraintes constitué d’un ensemble de variables 01, correspondant a D'affectation des sujets aux
bin6émes de chaque série. Ces variables sont regroupées en quatre matrices correspondant aux quatre
couples possibles (groupe, série). Le réseau de contraintes est donc le suivant :

> variables : 4 matrices D), D®) (de tailles 31 x 38), HY, H® (de tailles 32 x 38) de

variables ; pour une matrice X, on notera x;; ses éléments;

Série 1 Série 2
1 38 1 38
1
Groupe D : D) D)
31
1
Groupe H : HW H?)
32
> domaines : tous les domaines sont {0,1};
> contraintes :
o Vie[rss], o d) <tet Y 4P <1, contraintes
e Vje L33, 232 h ol <let Y2 b <1, }de préemption
e Vie[l,31], 2?21 d(1 =1let 238 d’ 2) =1, }contraintes
o Vie[1,32], 19, h(1 =1 et 238 h(lz) =1, de fourniture
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o Vie[1,31], Y0, dl) +af <1,
o Vie[1,32), Y0 h{) +n{T <1,

contraintes

d iété
o Viel,31], Z] T, d )+ dﬁ?) <1, e variété

o Vie[1,32], ¥ h >+h.<2.)§1,
o Vje {5932 34,35, 36} SHal =1et Y A =0,
o Vje{8,18,29,31,33 37} Z:1d§.> =0et Y2 d¥ =1

17.]

31 (1) 31 contraintes
e >inid; 38+Zz 1d1 ,38 — L . spécifiques
. VJG{S 29,31, 33,37, 38}, Z hi) =1Tet Y3 0,
o Vje {5, 18,32,34,35, 36}, Zizl h{y =0et 332 1

Résolution Nous avons implanté en Java deux versions du modéle précédent : une version pro-
grammation par contraintes, destinée a étre traitée avec la bibliothéque Choco, et une version en
programmation linéaire, dédiée a I'interface avec le programme ILOG CPLEX. Contre toute attente,
les approches tentées s’avérent complétement ineflicace sur le probléme d’optimisation max-min
(préalable a toute optimisation leximin) pour cette instance réelle : Choco comme CPLEX échouent
a trouver une solution en un temps raisonnable (plusieurs jours), et ce, avec n’importe laquelle
des trois fonctions d’utilité individuelle citées ci-avant. Ce résultat est d’autant plus étonnant que
le calcul du max-somme est trés rapide (quelques secondes). Remarquons que la méthode actuelle
utilisée & SUPAERO est fondée sur des optimisations max-somme successives avec contrainte de
borne sur 'utilité minimum : & chaque pas on essaie d’augmenter la borne de 'utilité minimum,
jusqu’a ce que le probléme mette trop de temps a étre résolu. Il s’agit d’une approximation du
critére max-min / max-somme (dont nous avons contesté la sémantique au début du chapitre [3)).

6.4.2.2 Probléme de flot sous contraintes

La formulation mathématique du probléme dissimule quelque peu sa structure réelle, héritée
de tous les problemes d’affectation «de type couplage». Ce genre de problémes se modélisent de
maniére assez naturelle sous la forme de problémes de couplages dans un graphe bipartite, ou
encore de problémes de flots (ce qui est équivalent), exactement de la méme maniére que dans la
proposition page détaillant la complexité du probléme de partage de biens indivisibles
pour des demandes atomiques et une fonction d’utilité collective de type min. Si 'on s’intéresse au
cas ol la fonction d’utilité individuelle est telle que seul compte le pire des sujets, on peut «presque»
modéliser le probléme d’affectation sous la forme du probléme de flot présenté dans la figure
Le probléme d’optimisation max-min revient & chercher la valeur K minimale telle qu’il existe un
flot de valeur 2n dans le graphe pour lequel on a enlevé toutes les arétes (a;,0;) tels que le sujet
oj est classé en dessous du rang K dans les préférences du binéme a;. Cette valeur de K peut étre
calculée par dichotomie sur tout ’ensemble de valeurs possibles.

Le seul obstacle a cette modélisation est lintroduction des contraintes spécifiques et des
contraintes de variété, qui rendent donc impossible la réduction de ce probléme en un probléme
de flot. Cependant, on peut se fonder sur I’expression du probléme de flot sans les contraintes spé-
cifiques et de variété pour dériver un nouveau modéle linéaire : les variables correspondent aux
arétes sélectionnées ou non dans le graphe, et les contraintes expriment la conservation du flot &
chaque nceud et les contraintes de capacité des arcs. On ajoute ensuite dans le modéle linéaire les
contraintes spécifiques et de variété du probléme d’affectation de sujets, et on détermine la valeur
max-min par calculs de «flots» successifs comme ci-dessus.
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Les arcs en traits pleins (resp. pointillés) correspondent aux couples (a;,0;) tels que le sujet o; est
classé en dessous (resp. au-dessus) du rang K dans les préférences du bindme a;.

Figure 6.8 — Probléme de flot correspondant au probléme d’affectation de sujets de
TREX.

Aussi étonnant que cela puisse paraitre, cette seconde modélisation s’avére beaucoup plus efficace
que la premiére pour le calcul de la valeur max-min optimale. A titre d’exemple, CPLEX met environ
10 millisecondes pour calculer cette valeur, ce qui est une avancée remarquable dans la résolution
du probléme.

Cette approche pose cependant probléme pour le calcul d’une solution leximin-optimale. En
effet, le fait que le calcul de la valeur max-min optimale soit effectué par améliorations successives
d’une borne qui n’est pas une variable du solveur linéaire nous empéche d’utiliser un algorithme de
résolution tel que celui qui est fondé sur la contrainte AtLeast (algorithme @], page . Parmi
les approches du probléme [MAXLEXIMINCSP] présentées au chapitre , seul 'algorithme [2| inspiré
de [Dubois et Fortemps, [1999] peut s’adapter a cette modélisation. Cependant, 'utilisation de cet
algorithme dans ce cas précis se heurte & 1’écueil du calcul des sous-ensembles saturés, que nous
avons décrit lors de l'introduction de cet algorithme, et que nous avons mis en évidence sur les
expérimentations précédentes. Dans le probléme d’affectation de sujets, on peut estimer que les
sous-ensembles saturés de cardinalité minimale contiennent en moyenne 10 variables. Si chaque
résolution du probléme de flot dure en moyenne 10 millisecondes, le parcours de tous les sous-
ensembles de variables objectif (il y en a 62 dans notre cas) de taille inférieure ou égale & 10 durera
3,65 x 10% heures, soit 478 années : nous tombons dans le piége combinatoire.

6.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre un comparatif de l'efficacité des algorithmes introduits au
chapitre 5| sur quatre types de jeux de tests : Pléiades simplifié, enchéres combinatoires, partage de
biens indivisibles & base de logique, et affectation de sujets de travaux expérimentaux. Ces tests ont
permis de mettre en évidence la relative efficacité des approches fondées sur la contrainte AtLeast
et la contrainte Sort, qui fournissent des temps de calcul corrects sur la plupart des instances des
deux premiers jeux de tests. L’algorithme fondé sur la contrainte Leximin se montre plus efficace
que les autres sur les instances Pléiades linéaires, mais moins efficace sur les autres types d’instances.
L’algorithme inspiré de [Dubois et Fortemps, [1999] se révele sans surprise a éviter a tout prix sur des
instances produisant de nombreux ez-aequo, mais fournit des temps de calcul tout-a-fait raisonnables
dés que 'on sort de ce type d’instances. L’algorithme fondé sur les transformations max-min a une
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efficacité limitée, et enfin l'algorithme fondé sur une comparaison exhaustive de toutes les solutions
est a éviter.

Cependant, comme le montrent les résultats obtenus sur les instances des deux derniers jeux de
test (et en particulier sur l'instance réelle du probléme d’affectation de travaux expérimentaux), les
algorithmes se révélent complétement inefficaces sur des instances plus complexes ou sur un pro-
bléme réel d’affectation. Cette constatation plaide donc en faveur d’autres approches, telles que les
algorithmes de type k-meilleurs [Gonzales et al.,|2006| par exemple. Le développement d’algorithmes
de recherche incomplets, du type recherche locale, peut constituer une autre alternative crédible et
en tout cas prometteuse.
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Conclusion

Synthése des contributions

L’expression et la prise en compte de contraintes et de demandes complexes dans les problémes
de partage de biens indivisibles font émerger de nouvelles problématiques d’importance, liées notam-
ment a la représentation compacte des préférences et des contraintes, & la complexité théorique des
problémes de partage, et aux aspects algorithmiques liés au calcul d’'un partage optimal. Jusqu’ici,
la plupart des travaux sur le partage de biens indivisibles se sont concentrés :
> d’une part, pour ce qui est de la communauté issue du choix social, sur la recherche de procé-
dures d’allocation permettant de garantir certaines propriétés d’équité telles que la juste part
ou l'absence d’envie, mais sans se préoccuper de considérations de représentation compacte
(ce qui est irréaliste), de complexité théorique ou d’algorithmique ;

> d’autre part, pour ce qui est de la communauté de 'informatique et de I'intelligence artificielle
(et plus particuliérement celle des enchéres combinatoires), sur l’élicitation et la représentation
des préférences et sur le calcul d’un optimum utilitariste, sans aborder le probléme de 1’équité
de la procédure d’allocation.

Ce travail de thése apporte plusieurs contributions au rapprochement entre le domaine du choix
social et le domaine de l'intelligence artificielle et informatique, et a I’étude du probléme de partage
de maniére générale.

Sur le plan de la modélisation, nous avons proposé une extension du modéle welfariste cardinal
qui intégre le principe de droits exogénes. Si cette extension est fondée sur un ensemble de travaux
évoquant ce probléme, celui-ci n’avait & notre connaissance jamais été étudié de maniére générique.

Sur le plan de la représentation compacte, nous avons effectué une synthése de ’ensemble des
langages dédiés & la représentation des préférences. Nous avons de plus construit deux cadres for-
mels de représentation de problémes de partage équitable de biens indivisibles, fondés & la fois sur
I’ensemble des modéles introduits dans les domaines de la décision individuelle et collective, et sur
I’ensemble des travaux sur la représentation compacte de préférences. Ces cadres formels nous ont
permis d’introduire un ensemble de résultats de complexité, liés & la recherche ou & Dexistence de
partages équitables et efficaces dans un contexte ou les préférences des agents sont complexes, et
par conséquent ot les domaines sont combinatoires.

L’étude de la modélisation de I’équité dans le domaine de la micro-économie nous a permis de
mettre en évidence un probléme algorithmique relativement intéressant et complexe, qui jusqu’ici
a été relativement négligé dans la communauté des contraintes : celui de la recherche de solutions
leximin-optimales dans un probléme combinatoire. Nous avons introduit de nouveaux algorithmes
de résolution dédiés & ce probléme, et nous avons transposé des algorithmes existant dans d’autres
contextes. Cette étude a mené & 'implantation et & la comparaison expérimentale de ces algo-
rithmes, ce qui nous a permis en outre de travailler sur la création d’instances artificielles réalistes
de problémes de partage, et de fournir plusieurs générateurs inspirés de problémes réels tels que
celui du partage de ressources satellitaires.
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Un résumé de l'ensemble de ces contributions est présenté sur la figure [6.9]
Perspectives

Bien entendu, les perspectives et les extensions inexplorées de ce travail sont d’autant plus
nombreuses que I’étendue du probléme de partage de biens indivisibles est grande. Nous proposons
quelques pistes qui semblent particuliérement prometteuses.

Un nouveau formalisme de représentation des préférences : Les deux langages de repré-
sentation compacte dédiés aux problémes de partage sur lesquels nous nous sommes concentrés dans
ce travail sont fondés sur la représentation logique des préférences des agents. Ce choix est raison-
nable : la représentation a base de logique est intuitive, puissante, compacte, et semble relativement
appropriée dans le cadre de 'expression de préférences sur des sous-ensembles d’objets. Nous avons
cité dans le chapitre 3| un autre langage de représentation de préférences, fondé sur la notion de
préférence conditionnelle : les CP-nets. Comme nous l'avons fait remarquer, si ce dernier langage est
trés intuitif et particuliérement intéressant d’un point de vue computationnel, il ne semble pas trés
approprié a la représentation compacte de préférences dans le domaine du partage (sauf pour un
certain type de problémes trés particuliers). Cependant, comme nous l'avons fait remarquer briéve-
ment, une récente extension de ce langage, les TCP-nets [Brafman et Domshlak, |2002], introduisent
une dimension supplémentaire aux CP-nets, en permettant ’expression d’importances relatives et
d’importances conditionnelles relatives sur les variables. Cette notion d’importance relative (condi-
tionnelle) exprime simplement une idée simple de hiérarchisation des préférences sur les variables.
Cette idée semble particuliérement adaptée aux problémes de partage, ce qui ouvre éventuellement
la voie & un nouveau langage de représentation compacte fondé sur la notion d’importance relative,
et dédié & ces problémes.

L’introduction de compensations monétaires dans le partage : Nous nous somines
concentrés dans ce travail sur le probléme de partage de biens indivisibles uniquement. L’intro-
duction de monnaie, ou de toute autre ressource continue — en plus de ’ensemble d’objets —
transforme complétement le probléme, des définitions les plus basiques (telles que I’absence d’envie)
a existence de partages satisfaisant ces propriétés. Pour autant, les problématiques abordées dans
ce manuscrit ne disparaissent pas : la spécification du probléme nécessite toujours un langage de
représentation compacte, les problématiques de la complexité et de I'algorithmique subsistent. Le
partage de biens indivisibles en présence de compensations est largement étudié dans la commu-
nauté des économistes. Il commence a I’étre dans celle de l'intelligence artificielle, mais ces travaux
se concentrent majoritairement sur une approche distribuée du partage [Endriss et al., [2003; |Che-
valeyre et al. |2007a; Endriss et al., 2006].

Un rapprochement de I’égalitarisme et de I’absence d’envie : ’égalitarisme et ’absence
d’envie sont, comme nous ’avons vu, les deux grandes traductions classiques de la notion subjec-
tive d’équité. Elles correspondent & deux visions relativement différentes de cette propriété. D’un
cOté ’égalitarisme est fondé sur une comparaison interpersonnelle des utilités : cela correspond a la
vision d’un arbitre bienveillant, qui partage la ressource selon son propre point de vue de l'inéga-
lité, fondé sur la comparaison absolue des utilités. De 'autre coté, I’absence d’envie est une vision
personnelle de I'équité : chaque agent compare sa propre part avec celle des autres et se forge une
idée personnelle de ’équité qui ne nécessite pas l'introduction d’outils communs de mesure, tels que
des utilités comparables. Cette dualité dans la traduction de la notion d’équité induit bien entendu
la question particuliérement intéressante du lien entre ces deux concepts. Nous savons déja (voir
la proposition qu’il n’existe pas toujours de partage sans envie parmi les partages optimaux
au sens de ’égalitarisme, et qu’il est méme trés difficile, dans le cas ou 'on a affaire & des préfé-
rences représentées sous forme compacte, de déterminer si une telle allocation existe. Cependant, de
nombreuses questions particuliérement intéressantes restent en suspens. L’égalitarisme favorise-t-il
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ou défavorise-t-il I’absence d’envie par rapport a un autre critére ? Peut-on mettre en évidence un
certain nombre de conditions simples garantissant 1’existence d’une allocation égalitariste et sans
envie 7 Quelle est 'influence de la proximité des préférences des agents sur le lien entre égalitarisme
et absence d’envie? A notre connaissance, ces questions n’ont été que rarement étudiées dans la
littérature. On pourra toutefois citer ’exception récente constituée par le travail de [Brams et King|
2005).

Absence d’envie et problémes a information limitée : Le critére d’absence d’envie part
de I'hypothése selon laquelle chaque agent connait exactement la part que recoit chaque autre
agent. Cette hypothése n’est pas vérifiée dans de nombreux problémes, soit parce que les agents ne
connaissent pas ou ont une connaissance partielle des parts des autres agents, soit tout simplement
parce que les agents ne se connaissent pas entre eux (voir par exemple les systémes de commerce en
ligne). L’introduction d’information limitée dans les problémes de partage impose une redéfinition
de la notion d’absence d’envie, et donc de ’ensemble des résultats qui lui sont associés. Le probléeme
de I'absence d’envie sous information incompléte peut étre abordé sous deux aspects différents.
Le premier aspect concerne la connaissance qu’ont les agents des autres agents impliqués dans le
partage, ce qui aboutit & une notion d’absence d’envie fondée sur un graphe de connaissance entre les
agents : un agent ne peut en envier un autre que s’il existe un arc entre les deux agents. Le deuxiéme
aspect concerne la connaissance qu’ont les agents des parts des autres agents, ce qui aboutit & deux
notions de l'envie : envie possible (s’il existe au moins un partage compatible avec les connaissances
d’un agent qui méne & l’envie de cet agent pour un autre) ou nécessaire (si tous les partages
compatibles avec les connaissances d’un agent aboutissent nécessairement & provoquer ’envie de cet
agent). A notre connaissance, I’ensemble de ces problémes intéressants reste entiérement inexploré,
a l'exception d’un travail récent : [Chevaleyre et al.l 2007b].

Approximation de I’équité : Les résultats de complexité introduits dans ce travail de thése,
ainsi que les résultats expérimentaux obtenus sur le calcul de solutions leximin-optimales semblent
plaider en faveur d'une approche fondée sur approximation du critére d’équité (et d’efficacité)
utilisé. Cette approche pose deux questions majeures. Tout d’abord se pose le probléme de la défi-
nition précise de 'approximation du critére, ce qui implique l'introduction d’une mesure de 'erreur
commise. Pour un critére fondé sur une fonction d’utilité collective, cette mesure est évidente.
Cependant, le cas du préordre leximin pose plus de problémes : comment définir une bonne ap-
proximation de 'optimum dans le cas du leximin ? Pour ce qui est de ’absence d’envie, la question
est aussi pertinente. S’agissant d’un critére de décision, cette question se pose en terme de mesure
de l'envie, et a été analysée récemment dans quelques travaux |Estivie, [2006; |Chevaleyre et al.l
2007a; Lipton et all [2004]. Le deuxiéme probléme crucial posé par I’approximation est algorith-
mique. La relative inefficacité des algorithmes exacts sur des problémes de taille élevée, et sur des
problémes concrets de taille raisonnable, montrée dans le chapitre [6] met en évidence la nécessité
de développer des algorithmes approchés efficaces, garantissant ’obtention d’une solution correcte
dans un temps raisonnable. Le probléme se pose en terme de preuve d’existence de schémas d’ap-
proximation polynomiaux [Lipton et al.,[2004], mais aussi en terme de développement d’algorithmes
efficaces. L’étude des différentes méthodes et méta-heuristiques dédiées a la résolution approchée de
problémes d’optimisation combinatoire (recherche locale, algorithmes génétiques, recuit simulé,. . .)
pourra étre un bon point de départ.

Stratégies et manipulation : Concluons enfin cette revue des différents problémes ouverts
et des perspectives de cette thése en abordant le probléme de la manipulation des procédures de
partage, fondée sur la falsification des préférences par les agents. L’étude de la manipulation, indisso-
ciable de tout probléme de décision collective, est fondée sur le développement de procédures de choix
social ou de mécanismes d’élicitation incitant les agents a révéler leur préférences réelles (Incentive
Compatible Mechanisms), en rendant la manipulation impossible. Bien entendu, I’«impossibilité»
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de la manipulation est & prendre dans le sens computationnel du terme : on cherche a rendre cette
manipulation le plus difficile possible (concrétement : NP-difficile) pour les agents. Il existe une
abondante littérature sur I’étude de la manipulation dans les problémes de choix social, majori-
tairement centrée sur le probléme du vote [Conitzer et al., [2003]. A notre connaissance, il existe
peu de travaux sur cette problématique dans le cas particulier des problémes de partage de biens
indivisibles (notons que ce probléme a toutefois été étudié dans le cadre particulier de Papplication
Pléiades |Lemaitre et al.l |2002]), ce qui en fait une piste particuliérement intéressante pour la suite
de ce travail.

Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage 227






Bibliographie

Ahmet Alkan, Gabrielle Demange et David Gale : Fair allocation of indivisible goods and criteria
of justice. Econometrica, 59(4):1023-1039, 1991.

Jean-Marc Alliot, Thomas Schiex, Pascal Brisset et Frédérick Garcia : Intelligence Artificielle et
Informatique Théorique. Cépadués, 2éme édition, 2002.

Henrik Reif Andersen : An introduction to binary decision diagrams. Rapport technique, Depart-
ment of Information Technology, Technical University of Denmark, 1999.

Krzysztof R. Apt : Principles of Constraint Programming. Cambridge University Press, 2003.

Kenneth J. Arrow, Amartya K. Sen et Kotaro Suzumura, éditeurs. Handbook of Social Choice and
Welfare Volume 1. Numéro 19 dans Handbook in Economics. North-Holland Elsevier, 2002.

Anthony Barnes Atkinson : On the measurement of inequality. Journal of Economic Theory,
2:244-263, 1970.

Robert J. Aumann et Sergiu Hart, éditeurs. Handbook of Game Theory Volume 1. Numéro 11 dans
Handbook in Economics. North-Holland Elsevier, 2002.

Fahiem Bacchus et Adam Grove : Graphical models for preference and utility. Dans Philippe
Besnard et Steve Hanks, éditeurs : Proceedings of the 11th Conference on Uncertainty in Artificial
Intelligence (UAI-95), pages 3-10, Montréal, Canada, aott 1995. Morgan Kaufmann.

R. Iris Bahar, Erica A. Frohm, Charles M. Gaona, Gary D. Hachtel, Enrico Macii, Abelardo Pardo et
Fabio Somenzi : Algebraic decision diagrams and their applications. Dans ICCAD-93 : Proceedings
of the 1998 IEEE/ACM international conference on Computer-aided design, pages 188-191, Los
Alamitos, CA, USA, 1993. IEEE Computer Society Press.

Michel L. Balingki et H. Peyton Young : Fair Representation : Meeting the Ideal of One Man One
Vote. Brookings Institution Press, 2éme édition, 2001.

Nicolas Beldiceanu, Mats Carlsson, Sophie Demassey et Thierry Petit : Global constraint catalogue :
Past, present and future. Constraints, 12(1):21-62, mars 2007.

Nicolas Beldiceanu, Mats Carlsson et Jean-Xavier Rampon : Global constraint catalog. Rapport
technique, Swedish Institute of Computer Science, Kista, Sweden, mai 2005.

Chrisitan Bessiére, Emmanuel Hebrard, Brahim Hnich et Toby Walsh : The complexity of reasoning
with global constraints. Constraints, 12(2):239-259, juin 2007.

Christian Bessiére et Jean-Charles Régin : Refining the basic constraint propagation algorithm. Dans
Bernhard Nebel, éditeur : Proceedings of the 17th International Joint Conference on Artificial
Intelligence (IJCAI-01), pages 309-315, Seattle, Washington, USA, aott 2001. Morgan Kaufmann.

229



Bibliographie

Christian Bessiére et Pascal van Hentenryck : To be or not to be... a global constraint. Dans
Francesca Rossi, éditeur : Proceedings of the 9th International Conference on Principles and
Practice of Constraint Programming (CP-03), pages 789-794, Kinsale, County Cork, Ireland,
septembre 2003. Springer.

Christian Bessiére : Constraint propagation. Dans Francesca Rossi, Peter van Beck et Toby Walsh,
éditeurs : Handbook of Constraint Programming, Foundations of Artificial Intelligence, chapitre 3,
pages 29-83. Elsevier, 2006.

Christian Bessiére et Marie-Odile Cordier : Arc-consistency and arc-consistency again. Dans Pro-
ceedings of the 11th AAAT Conference on Artificial Intelligence (AAAI-93), pages 108-113, Wa-
shington, DC, juillet 1993. AAATI Press / MIT Press.

Nicola Bianchessi, Jean-Francois Cordeau, Jacques Desrosiers, Gilbert Laporte et Vincent Ray-
mond : A heuristic for the multi-satellite, multi-orbit and multi-user management of earth obser-
vation satellites. Furopean Journal of Operational Research, 177(2):750-762, mars 2007.

Stefano Bistarelli, Héléne Fargier, Ugo Montanari, Francesca Rossi, Thomas Schiex et Gérard
Verfaillie : Semiring-based CSPs and valued CSPs : Frameworks, properties, and comparison.
Constraints, 4(3):199-240, 1999.

Stefano Bistarelli, Ugo Montanari et Francesca Rossi : Constraint solving over semirings. Dans
Proceedings of the 14th International Joint Conference on Artificial Intelligence (IJCAI-95), pages
624-630, Montréal, Canada, aott 1995. Morgan Kaufmann.

Stefano Bistarelli, Ugo Montanari et Francesca Rossi : Semiring-based constraint solving and opti-
mization. Journal of the ACM, 44(2):201-236, 1997.

Noélle Bleuzen-Guernalec et Alain Colmerauer : Narrowing a block of sortings in quadratic time.
Dans Gert Smolka, éditeur : Proceedings of the 3rd International Conference on Principles and
Practice of Constraint Programming (CP-97), pages 2-16, Schloss Hagenberg, Austria, octobre
1997. Springer.

Craig Boutilier, Fahiem Bacchus et Ronen I. Brafman : UCP-networks : A directed graphical repre-
sentation of conditional utilities. Dans Jack S. Breese et Daphne Koller, éditeurs : Proceedings of
the 17th Conference on Uncertainty in Artificial Intelligence (UAI-01), pages 5664, Washington,
DC, aott 2001. Morgan Kaufmann.

Craig Boutilier, Ronen I. Brafman, Carmel Domshlak, Holger H. Hoos et D. Pool : CP-nets : A tool
for representing and reasoning with conditional ceteris paribus preference statements. Journal of
Artificial Intelligence Research, 21:135-191, 2004a.

Craig Boutilier, Ronen I. Brafman, Carmel Domshlak, Holger H. Hoos et David Pool : Preference-
based constrained optimization with CP-nets. Computational Intelligence, 20(2):137-157, 2004b.

Craig Boutilier et Holger H. Hoos : Solving combinatorial auctions using stochastic local search.
Dans Proceedings of the 17th AAAI Conference on Artificial Intelligence (AAAI-98), pages 22-29,
Austin, TX, juillet 2000. AAAT Press / MIT Press.

Craig Boutilier et Holger H. Hoos : Bidding languages for combinatorial auctions. Dans Bernhard
Nebel, éditeur : Proceedings of the 17th International Joint Conference on Artificial Intelligence
(1JCAI-01), pages 1211-1217, Seattle, Washington, USA, aoit 2001. Morgan Kaufmann.

230 Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage



Bibliographie

Sylvain Bouveret, Héléne Fargier, Jérome Lang et Michel Lemaitre : Allocation of indivisible goods :
a general model and some complexity results. Dans Frank Dignum, Virginia Dignum, Sven
Koenig, Sarit Kraus, Munindar P. Singh et Michael Wooldridge, éditeurs : Proceedings of the 4th
International Joint Conference on Autonomous Agents and Multiagent Systems (AAMAS-05),
Utrecht, The Netherlands, juillet 2005a. ACM.

Sylvain Bouveret, Héléne Fargier, Jérome Lang et Michel Lemaitre : Un modéle général et des résul-
tats de complexité pour le partage de biens indivisibles. Dans Andreas Herzig, Yves Lespérance
et Abdel-Illah Mouaddib, éditeurs : Actes des troisiemes journées francophones Modéles Formels
de UInteraction. Cépadués Editions, mai 2005b.

Sylvain Bouveret et Jérome Lang : Efficiency and envy-freeness in fair division of indivisible goods :
Logical representation and complexity. Dans Leslie Pack Kaelbling et Alessandro Saffiotti, édi-
teurs : Proceedings of the 19th International Joint Conference on Artificial Intelligence (IJCAI-
05), Edinburgh, Scotland, aott 2005. Professional Book Center.

Denis Bouyssou, Didier Dubois, Marc Pirlot et Henri Prade, éditeurs. Concepts et Méthodes pour
UAide a la Décision 2, Risque et incertain. Lavoisier, 2006.

Denis Bouyssou et Philippe Vincke : Relations binaires et modélisation des préférences. Dans Denis
Bouyssou, Didier Dubois, Marc Pirlot et Henri Prade, éditeurs : Concepts et Méthodes pour I’Aide
G la Décision, volume 1, chapitre 2. Lavoisier, 2006.

Ronen 1. Brafman et Carmel Domshlak : Introducing variable importance tradeoffs into CP-nets.
Dans Adnan Darwiche et Nir Friedman, éditeurs : Proceedings of the 18th Conference on Uncer-
tainty in Artificial Intelligence (UAI-02), pages 69-76, Edmonton, Alberta, Canada, aott 2002.
Morgan Kaufmann.

Ronen 1. Brafman, Carmel Domshlak et Tanya Kogan : Compact value-function representations
for qualitative preferences. Dans David Maxwell Chickering et Joseph Y. Halpern, éditeurs :
Proceedings of the 20th Conference on Uncertainty in Artificial Intelligence (UAI-04), pages 51—
59, Banff, Canada, juillet 2004. AUAT Press.

Steven J. Brams, Paul H. Edelman et Peter C. Fishburn : Fair division of indivisible items. Theory
and Decision, 55(2):147-180, 09 2003.

Steven J. Brams, Michal A. Jones et Christian Klamler : Better ways to cut a cake. Notices of the
American Mathematical Society, 53(11):1314-1321, décembre 2006.

Steven J. Brams et Daniel L. King : FEfficient fair division : Help the worst off or avoid envy?
Rationality and Society, 17:387-421, 2005.

Steven J. Brams et Alan D. Taylor : Fair Division — From Cake-cutting to Dispute Resolution.
Cambridge University Press, 1996.

Steven J. Brams et Alan D. Taylor : The Win-win Solution. Guaranteeing Fair Shares to Everybody.
W. W. Norton & Company, 2000.

Randal E. Bryant : Graph-based algorithms for boolean function manipulation. [EEE Trans.
Computers, 35(8):677-691, 1986.

Georg Cantor : Contributions to the Founding of the Theory of Transfinite Numbers. Dover Publi-
cations, New York, 1915.

Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage 231



Bibliographie

Li Chen et Pearl Pu : Survey of preference elicitation methods. Rapport technique, Ecole Polytech-
nique Fédérale de Lausanne, 2004.

Yann Chevaleyre, Paul E. Dunne, Ulle Endriss, Jérome Lang, Michel Lemaitre, Nicolas Maudet,
Julian Padget, Steve Phelps, Juan A. Rodriguez-Aguilar et Paolo Sousa : Issues in multiagent
resource allocation. Informatica, 30:3-31, 2006a.

Yann Chevaleyre, Ulle Endriss, Sylvia Estivie et Nicolas Maudet : Multiagent resource alloca-
tion with k-additive utility functions. Dans Proc. DIMACS-LAMSADE Workshop on Computer
Science and Decision Theory, volume 3 de Annales du LAMSADE, pages 83—100, 2004.

Yann Chevaleyre, Ulle Endriss, Sylvia Estivie et Nicolas Maudet : Reaching envy-free states in
distributed negotiation settings. Dans Manuela M. Veloso, éditeur : Proceedings of the 20th In-
ternational Joint Conference on Artificial Intelligence (IJCAI-07), pages 1239-1244, Hyderabad,
India, janvier 2007a. AAAT Press.

Yann Chevaleyre, Ulle Endriss et Jérome Lang : Expressive power of weighted propositional formulas
for cardinal preference modelling. Dans Patrick Doherty, John Mylopoulos et Christopher A.
Welty, éditeurs : Proceedings of the 10th International Conference on Principles of Knowledge
Representation and Reasoning (KR-06), pages 145-152, Lake District, UK, juin 2006b. AAAI
Press.

Yann Chevaleyre, Ulle Endriss, Jéréme Lang et Nicolas Maudet : Negotiating over small bundles of
resources. Dans Frank Dignum, Virginia Dignum, Sven Koenig, Sarit Kraus, Munindar P. Singh
et Michael Wooldridge, éditeurs : Proceedings of the 4th International Joint Conference on Auto-
nomous Agents and Multiagent Systems (AAMAS-05), pages 296-302, Utrecht, The Netherlands,
juillet 2005a. ACM.

Yann Chevaleyre, Ulle Endriss et Nicolas Maudet : On maximal classes of utility functions for effi-
cient one-to-one negotiation. Dans Leslie Pack Kaelbling et Alessandro Saffiotti, éditeurs : Procee-
dings of the 19th International Joint Conference on Artificial Intelligence (IJCAI-05), Edinburgh,
Scotland, aofit 2005b. Professional Book Center.

Yann Chevaleyre, Ulle Endriss et Nicolas Maudet : Allocating goods on a graph to eliminate envy.
Dans Proceedings of the 22nd AAAI Conference on Artificial Intelligence (AAAI-07), pages 700~
705. AAAI Press, juillet 2007h.

Zeev Collin, Rina Dechter et Shmuel Katz : On the feasibility of distributed constraint satisfaction.
Dans John Mylopoulos et Raymond Reiter, éditeurs : Proceedings of the 12th International Joint
Conference on Artificial Intelligence (IJCAI-91), pages 319-324, Sidney, Australia, aout 1992.
Morgan Kaufmann.

Vincent Conitzer, Jéréme Lang et Tuomas Sandholm : How many candidates are needed to make
elections hard to manipulate? Dans Proceedings of the 9th Conference on Theoretical Aspects
of Rationality and Knowledge (TARK-03), pages 201-214, University of Indiana, Indiana, 2003.
ACM Press.

Stephen A. Cook : The complexity of theorem-proving procedures. Dans STOC 71 : Proceedings
of the Third Annual ACM Symposium on Theory of Computing, pages 151-158, New York, NY,
USA, 1971. ACM Press.

Martin Cooper et Thomas Schiex : Arc consistency for soft constraints. Artificial Intelligence, 154
(1-2):199-227, 2004.

232 Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage



Bibliographie

Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest et Clifford Stein : Introduction to
Algorithms, Second Edition. MIT Press, 2001.

Sylvie Coste-Marquis, Jérome Lang, Paolo Liberatore et Pierre Marquis : Expressive power and suc-
cinctness of propositional languages for preference representation. Dans Didier Dubois, Christo-
pher A. Welty et Mary-Anne Williams, éditeurs : Proceedings of the 9th International Conference
on Principles of Knowledge Representation and Reasoning (KR-04), pages 203-212, Whistler,
Canada, juin 2004. AAAT Press.

Peter Cramton, Yoav Shoham et Richard Steinberg, éditeurs. Combinatorial Auctions. MIT Press,
2006.

Adnan Darwiche et Pierre Marquis : A konwledge compilation map. Journal of Artificial Intelligence
Research, 17:229-264, septembre 2002.

Claude d’Aspremont et Louis Gevers : Equity and the informational basis of collective choice.
Review of Economic Studies, 44(2):199-209, juin 1977.

Claude d’Aspremont et Louis Gevers : Social welfare functionals and interpersonal comparability.
Dans Kenneth J. Arrow, Amartya K. Sen et Kotaro Suzumura, éditeurs : Handbook of Social
Choice and Welfare Volume 1, numéro 19 dans Handbook in Economics. North Holland Elsevier,
2002.

Simon de Givry, Federico Heras, Matthias Zytnicki et Javier Larrosa : Existential arc consistency :
Getting closer to full arc consistency in weighted csps. Dans Leslie Pack Kaelbling et Alessandro
Saffiotti, éditeurs : Proceedings of the 19th International Joint Conference on Artificial Intelligence
(IJCAI-05), Edinburgh, Scotland, aott 2005. Professional Book Center.

Simon de Givry, Thomas Schiex et Gérard Verfaillie : Exploiting tree decomposition and soft
local consistency in weighted csp. Dans Proceedings of the 21st AAAI Conference on Artificial
Intelligence (AAAI-06), Boston, MA, juillet 2006. AAAI Press.

Jean-Paul Delahaye : On se sacrifie. .. pour nuire aux autres! Pour La Science, dossier spécial 49 :
les chemins de la logique, octobre 2005.

Stephen Demko et Theodore P. Hill : Equitable distribution of indivisible items. Mathematical
Social Sciences, 16:145-158, 1998.

Robert Denda, Albert Banchs et Wolfgang Effelsberg : The fairness challenge in computer networks.
Dans QoflS 00 : Proceedings of the First COST 263 International Workshop on Quality of Future
Internet Services, pages 208-220, London, UK, 2000. Springer-Verlag.

Karine Deschinkel : Régulation du Trafic aérien par Optimisation Dynamique des Priz du Réseau.
Thése de doctorat, Ecole Nationale Supérieure de I’Aéronautique et de ’Espace, 2001.

Carmel Domshlak : Modelling and Reasoning About Preferences with CP-nets. Thése de doctorat,
Ben-Gurion University, 2002.

Didier Dubois, Héléne Fargier et Henri Prade : Refinements of the maximin approach to decision
making in a fuzzy environment. Fuzzy sets and systems, 81:103-122, 1996.

Didier Dubois et Philippe Fortemps : Computing improved optimal solutions to max-min flexible
constraint satisfaction problems. FEuropean Journal of Operational Research, 1999.

Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage 233



Bibliographie

Didier Dubois, Philippe Fortemps, Marc Pirlot et Henri Prade : Leximin optimality and fuzzy
set-theoretic operations. Furopean journal of operational research, 130:20-28, 2001.

Paul E. Dunne, Michael Wooldridge et Michael Laurence : The complexity of contract negotiation.
Artificial Intelligence, 164(1-2):23-46, 2005.

Udo Ebert et Patrick Moyes : Welfare, inequality and the transformation of incomes. the case of
weighted income distributions. Journal of Economics, Supplement #9:9-50, 2002.

Matthias Ehrgott : Multicriteria Optimization. Numéro 491 dans Lecture Notes in Economics and
Mathematical Systems. Springer, 2000.

Matthias Ehrgott et Xavier Gandibleux, éditeurs. Multiple Criteria Optimization : State of the Art
Annotated Bibliographic Surveys, volume 52 de International Series in Operations Research and
Management Science. Springer, 2002.

Ulle Endriss et Nicolas Maudet : On the communication complexity of multilateral tradings. Dans
Proceedings of the 3rd International Joint Conference on Autonomous Agents and Multiagent
Systems (AAMAS-04), New York, NY, juillet 2004. IEEE Computer Society.

Ulle Endriss, Nicolas Maudet, Fariba Sadri et Francesca Toni : On optimal outcomes of negotiations
over resources. Dans Proceedings of the 2nd International Joint Conference on Autonomous
Agents and Multiagent Systems (AAMAS-03), Melbourne, Australia, juillet 2003. ACM.

Ulle Endriss, Nicolas Maudet, Fariba Sadri et Francesca Toni : Negotiating socially optimal alloca-
tions of resources. Journal of Artificial Intelligence Research, 25:315-348, 2006.

Sylvia Estivie : Allocation de Ressources Multi-agents : Théorie et Pratique. Thése de doctorat,
Université Paris Dauphine, décembre 2006.

Boi Faltings : A budget-balanced, incentive-compatible scheme for social choice. Dans Peyman
Faratin et Juan A. Rodriguez-Aguilar, éditeurs : Agent-Mediated Electronic Commerce VI, volume
3435 de LNAI pages 30—-43. Springer, 2005.

Boi Faltings : Distributed constraint programming. Dans Francesca Rossi, Peter van Beck et Toby
Walsh, éditeurs : Handbook of Constraint Programming, Foundations of Artificial Intelligence,
chapitre 20, pages 699-729. Elsevier, 2006.

Héléne Fargier, Jérome Lang et Thomas Schiex : Selecting preferred solutions in fuzzy constraint
satisfaction problems. Dans Proceedings of the First Furopean Congress on Fuzzy Intelligent
Technologies (EUFIT’93), Aachen, 1993.

Heéléne Fargier, Jérome Lang, Michel Lemaitre et Gérard Verfaillie : Partage équitable de ressources
communes : (1) un modeéle général et son application au partage de ressources satellitaires. Tech-
nique et Science Informatiques, 23(9):1187-1217, 2004a.

Heéléne Fargier, Jérome Lang, Michel Lemaitre et Gérard Verfaillie : Partage équitable de ressources
communes : (2) éléments de complexité et d’algorithmique. Technique et Science Informatiques,
23(9):1219-1238, 2004b.

Héléne Fargier et Pierre Marquis : On valued negation normal form formulas. Dans Manuela M.
Veloso, éditeur : Proceedings of the 20th International Joint Conference on Artificial Intelligence
(1JCAI-07), pages 360-365, Hyderabad, India, janvier 2007. AAAI Press.

234 Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage



Bibliographie

Dan S. Felsenthal et Moshé Machover : The Measurement of Voting Power : Theory and Practice,
Problems and Paradozes. Edward Elgar Publishing, 1998.

Peter C. Fishburn : Utility Theory for Decision-Making. John Wiley & Sons, New York, 1970.

Janos Fodor et Marc Roubens : Fuzzy Preference Modelling and Multicriteria Decision Support.
Kluwer Academic Publishers, 1994.

Duncan K. Foley : Resource allocation and the public sector. Yale Economic Essays, 7(1):45-98,
1967.

Lester Randolph Ford et Delbert Ray Fulkerson : Flows in Networks. Princeton University Press,
1962.

Christian Frei, Boi Faltings et Mounir Hamdi : Resource allocation in communication networks using
abstraction and constraint satisfaction. IEEE Journal on Selected Areas in Communication, 23
(2):304-320, February 2005.

Eugene C. Freuder : A sufficient condition for backtrack-free search. Journal of the ACM, 29
(1):24-32, janvier 1982.

Alan M. Frisch, Brahim Hnich, Zeynep Kiziltan, lan Miguel et Toby Walsh : Multiset ordering
constraints. Dans Georg Gottlob et Toby Walsh, éditeurs : Proceedings of the 18th International
Joint Conference on Artificial Intelligence (IJCAI-03), Acapulco, Mexico, aott 2003. Morgan
Kaufmann.

Yuzo Fujishima, Kevin Leyton-Brown et Yoav Shoam : Taming the computational complexity of
combinatorial auctions : Optimal and approximate approaches. Dans Thomas Dean, éditeur : Pro-
ceedings of the 16th International Joint Conference on Artificial Intelligence (IJCAI-99), Stock-
holm, Sweden, juillet 1999. Morgan Kaufmann.

Lucie Galand et Patrice Perny : Search for compromise solutions in multiobjective state space
graphs. Dans Gerhard Brewka, Silvia Coradeschi, Anna Perini et Paolo Traverso, éditeurs :
Proceedings of the 17th European Conference on Artificial Intelligence (ECAI-06), pages 93-97,
Riva del Garda, Italy, aott 2006. IOS Press.

Lucie Galand et Patrice Perny : Seach for choquet-optimal paths under uncertainty. Dans Procee-
dings of the 23rd Conference on Uncertainty in Artificial Intelligence (UAI-07), pages 125-132,
Vancouver, Canada, juillet 2007. AAAT Press.

Michael R. Garey et David S. Johnson : Computers and Intractability, a Guide to the Theory of
NP-completeness. Freeman, 1979.

Robert S. Garfinkel et George L. Nemhauser : Integer Programming. Wiley, 1972.
Jean-Pascal Gayant : Risque et décision. Vuibert, 2001.

Christophe Gonzales et Patrice Perny : GAI networks for utility elicitation. Dans Didier Dubois,
Christopher A. Welty et Mary-Anne Williams, éditeurs : Proceedings of the 9th International
Conference on Principles of Knowledge Representation and Reasoning (KR-04), pages 224-234,
Whistler, Canada, juin 2004. AAAI Press.

Christophe Gonzales, Patrice Perny et Sergio Queiroz : Preference aggregation in combinatorial
domains using GAl-nets. Dans Denis Bouyssou, Fred Roberts et Alexis Tsoukias, éditeurs :
Proceedings of the Dimacs-Lamsade workshop on voting theory and preference modelling, numéro
6 dans Annales du LAMSADE, pages 165-179, Paris, France, octobre 2006. CNRS.

Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage 235



Bibliographie

Georg Gottlob : Complexity results for nonmonotonic logics. Journal of Logic and Computation,
2:397-425, 1992.

Michel Grabisch : k-order additive discrete fuzzy measure and their representation. Fuzzy Sets and
Systems, 92:167-189, 1997.

John Charles Harsanyi : Cardinal welfare, individualistic ethics, and interpersonal comparisons of
utility. Journal of political economy, 63:309-321, 1955.

Joseph Henrich, Robert Boyd, Samuel Bowles, Colin Camerer, Ernst Fehr, Herbert Gintis et Ri-
chard : Cooperation, reciprocity and punishment in fifteen small-scale societies. Working Paper
01-01-007, Santa Fe Institute, janvier 2001.

Dorothea K. Herreiner et Clemens Puppe : A simple procedure for finding equitable allocations of
indivisible goods. Social Choice and Welfare, 19:415-430, 2002.

ILOG : CPLEX 10.0, 2006. http://www.ilog.com/products/cplex/|

Philippe Jégou et Cyril Terrioux : Hybrid backtracking bounded by tree-decomposition of constraint
networks. Artificial Intelligence, 146(1):43-75, 2003.

Frank Jensen, Finn Jensen et Soren Dittmer : From influence diagrams to junction trees. Dans
Ramon Loépez de Mantaras et David Poole, éditeurs : Proceedings of the 10th Conference on
Uncertainty in Artificial Intelligence (UAI-94), pages 367-37, Seattle, WA, juillet 1994. Morgan

Kaufmann.

Geert M. Jonker, John-Jules Ch. Meyer et Frank P. M. Dignum : A market mechanism for airport
traffic planning. Dans Carlos Bento, Amilcar Cardoso et Gaél Dias, éditeurs : Proceedings of
the 12th Portuguese Conference on Artificial Intelligence (EPIA-05), Lecture Notes in Computer
Science, pages 500-511, Covilha, Portugal, décembre 2005. Springer-Verlag.

Fhud Kalai et Meir Smorodinsky : Other solutions to nash’s bargaining problem. Fconometrica, 43
(3):513-518, 1975.

Richard M. Karp : Reducibility among combinatorial problems. Dans R. E. Miller et J. W. Watcher,
éditeurs : Complexity of Computer Computations, pages 85-103, New York, 1972. Plenum Press.

Ralph L. Keeney et Howard Raiffa : Decisions with Multiple Objectives : Preferences and Value
Tradeoffs. John Wiley and Sons, 1976.

Donald E. Knuth : The Art of Computer Programming, volume 1, fundamental algorithms. Addison-
Wesley, 1968.

Serge-Christophe Kolm : Justice et Equité. Cepremap, CNRS Paris, 1972,

Arie M. C. A. Koster : Frequency Assignment - Models and Algorithms. Thése de doctorat, Uni-
versiteit Maastricht, Maastricht, The Netherlands, 1999.

Frangois Laburthe : CHOCO : Implementing a CP kernel. Dans Proceedings of TRICS’2000,
Workshop on techniques for implementing CP systems, Singapore, 2000. http://sourceforge.
net/projects/choco.

Jéréme Lang : Logical preference representation and combinatorial vote. Annals of Mathematics
and Artificial Intelligence, 42(1):37-71, 2004.

236 Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage


http://www.ilog.com/products/cplex/
http://sourceforge.net/projects/choco
http://sourceforge.net/projects/choco

Bibliographie

Jérdme Lang : Représentation logique de préférences. Dans Denis Bouyssou, Didier Dubois, Marc
Pirlot et Henri Prade, éditeurs : Concepis et Méthodes pour I'Aide & la Décision, volume 1,
chapitre 7. Lavoisier, 2006.

Javier Larrosa et Thomas Schiex : Solving weighted csp by maintaining arc consistency. Artificial
Intelligence, 159(1-2):1-26, 2004.

Daniel Lehmann, Rudolf Miiller et Tuomas W. Sandholm : The winner determination problem.
Dans Peter Cramton, Yoav Shoham et Richard Steinberg, éditeurs : Combinatorial auctions,
chapitre 12. MIT Press, 2006.

Daniel Lehmann, Liaden Ita O’Callaghan et Yoav Shoham : Truth revelation in rapid, approximately
efficient combinatorial auctions. Dans Proceedings of the 1st ACM Conference on Electronic
Commerce (EC-99), Denver, CO, novembre 1999. ACM.

Michel Lemaitre, Héléne Fargier et Jérome Lang : Partage équitable des satellites pléiades-hr.
régulation, négociations (lots 1 et 2). Rapport technique RF 1/09401 DCSD, ONERA /DCSD et
IRIT/CNRS, octobre 2004.

Michel Lemaitre, Gérard Verfaillie et Nicolas Bataille : Exploiting a common property resource
under a fairness constraint : a case study. Dans Thomas Dean, éditeur : Proceedings of the 16th
International Joint Conference on Artificial Intelligence (1JCAI-99), pages 206211, Stockholm,
Sweden, juillet 1999. Morgan Kaufmann.

Michel Lemaitre, Gérard Verfaillie, Héléne Fargier et Jérome Lang : Guidage et partage des satellites
Pléiades-HR, étude de protocoles de partage. Rapport technique RF 4/06079 DCSD, ONERA et
IRIT, mars 2002.

Kevin Leyton-Brown, Mark Pearson et Yoav Shoham : Towards a universal test suite for combina-
torial auction algorithms. Dans Proceedings of the 2nd ACM Conference on Electronic Commerce
(EC-00), Minneapolis, MN, octobre 2000. ACM.

Richard Lipton, Evangelos Markakis, Elchanan Mossel et Amin Saberi : On approximately fair allo-
cations of divisible goods. Dans Proceedings of the 5th ACM Conference on Electronic Commerce
(EC-04), New York, NY, mai 2004. ACM.

R. Duncan Luce : Semiorders and a theory of utility discrimination. Econometrica, 24(2):178-191,
avril 1956.

Hanan Luss : On equitable resource allocation problems : a lexicographic minimax approach.
Operations Research, 47(3):361-378, 1999.

Alan K. Mackworth : Consistency in networks of relations. Artificial Intelligence, 8(1):99-118,
1977a.

Alan K. Mackworth : On reading sketch maps. Dans Raj Reddy, éditeur : Proceedings of the 5th
International Joint Conference on Artificial Intelligence (IJCAI-77), pages 598-606, Cambridge,
MA, aott 1977b. William Kaufmann.

Jean-Luc Marichal : Aggregation Operators for Multicriteria Decision Aid. Thése de doctorat,
Faculté des Sciences de I’Université de Lieges, 1999.

Michael Maschler, Jos A. M. Potters et Stef H. Tijs : The general nucleolus and the reduced game
property. International Journal of Game Theory, 21:85-106, 1992.

Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage 237



Bibliographie

Kurt Mehlhorn et Sven Thiel : Faster algorithms for bound-consistency of the sortedness and the
alldifferent constraint. Dans Rina Dechter, éditeur : Proceedings of the 6th International Confe-
rence on Principles and Practice of Constraint Programming (CP-00), pages 306-319, Singapore,
septembre 2000. Springer.

Roger Mohr et Gérald Masini : Good old discrete relaxation. Dans Henri Prade, éditeur : Proceedings
of the 18th European Conference on Artificial Intelligence (ECAI-98), pages 651-656, Brighton,
England, aotit 1998. John Wiley and Sons, Chichester.

Ugo Montanari : Network of constraints : Fundamental properties and applications to picture
processing. Inf. Sci., 7:95-132, 1974.

Hervé Moulin : Azioms of Cooperative Decision Making. Cambridge University Press, 1988.
Hervé Moulin : Cooperative Microeconomics, A Game-Theoretic Introduction. Prentice Hall, 1995.

Hervé Moulin : Axiomatic cost and surplus sharing. Dans Kenneth J. Arrow, Amartya K. Sen et
Kotaro Suzumura, éditeurs : Handbook of Social Choice and Welfare, numéro 19 dans Handbook
in economics, chapitre 6, pages 289-357. North Holland Elsevier, 2002.

Hervé Moulin : Fair Division and Collective Welfare. MIT Press, 2003.
John Forbes Nash : The bargaining problem. Econometrica, 28:155-162, 1950.

Noam Nisan : Bidding and allocation in combinatorial auctions. Dans Proceedings of the 2nd ACM
Conference on Electronic Commerce (EC-00), Minneapolis, MN, octobre 2000. ACM.

Noam Nisan : Bidding languages for combinatorial auctions. Dans Peter Cramton, Yoav Shoham
et Richard Steinberg, éditeurs : Combinatorial auctions, chapitre 9. MIT Press, 2006.

Wlodzimierz Ogryczak : On the lexicographic minimax approach to location problems. FEuropean
Journal of Operational Research, 100:566-585, 1997.

Wlodzimierz Ogryczak et Tomasz Sliwiriski : On solving linear programs with the ordered weighted
averaging objective. Furopean Journal of Operational Research, 148:80-91, 2003.

Meltem Oztiirk et Alexis Tsoukias : Preference representation with 3-points intervals. Dans Gerhard
Brewka, Silvia Coradeschi, Anna Perini et Paolo Traverso, éditeurs : Proceedings of the 17th
European Conference on Artificial Intelligence (ECAI-06), pages 417-421, Riva del Garda, Ttaly,
aout 2006. ACM.

Christos H. Papadimitriou : Computational Complezity. Addison—Wesley, 1994.

Judea Pearl : Probabilistic Reasoning in Intelligent Systems : Networks of Plausible Inference.
Morgan Kaufmann Publishers Inc., San Francisco, CA, USA, 1988. ISBN 0-934613-73-7.

Patrice Perny et Bernard Roy : The use of fuzzy outranking relations in preference modelling. Fuzzy
sets and systems, 49:33-53, 1992.

Patrice Perny, Olivier Spanjaard et Louis-Xavier Storme : State space search for risk-averse agents.
Dans Manuela M. Veloso, éditeur : Proceedings of the 20th International Joint Conference on
Artificial Intelligence (IJCAI-07), pages 2353-2358, Hyderabad, India, janvier 2007. AAAI Press.

238 Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage



Bibliographie

Adrian Petcu, Boi Faltings et David Parkes : M-DPOP : Faithful distributed implementation of
efficient social choice problems. Dans Hideyuki Nakashima, Michael P. Wellman, Gerhard Weiss
et Peter Stone, éditeurs : Proceedings of the 5th International Joint Conference on Autonomous
Agents and Multiagent Systems (AAMAS-06), pages 1397-1404, Hakodate, Japan, mai 2006.
ACM.

Marc Pirlot et Philippe Vincke : Semi Orders. Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, 1997.

M. Pivato : Voting, arbitration and fair division — the mathematics of social choice, novembre
2006. URL : http://xaravve.trentu.ca/pivato/Teaching/voting.pdf.

Jos A. M. Potters et Stef H. Tijs : The nucleolus of a matrix game and other nucleoli. Mathematics
of Operations Research, 17:164-174, 1992.

Cédric Pralet : A Generic Framework for Representing and Solving Sequential Decision Making
Problems with Uncertainties, Feasabilities and Utilities. Thése de doctorat, Ecole Nationale de
I’Aéronautique et de ’Espace, novembre 2006.

John Rawls : A Theory of Justice. Harvard University Press, Cambridge, Mass., 1971. Traduction
francaise disponible aux éditions du Seuil.

Raymond Reiter : A logic for default reasoning. Artificial Intelligence, 13:81-132, 1980.

Kevin W. S. Roberts : Interpersonal comparability and social choice theory. Review of Economic
Studies, 47:421-439, 1980.

Jack Robertson et William Webb : Cake-cutting Algorithms : Be Fair if You Can. A. K. Peters,
Ltd, 1998.

Neil Robertson et Paul D. Seymour : Graph minors. ii. algorithmic aspects of tree-width. J.
Algorithms, 7(3):309-322, 1986.

Emma Rollén et Javier Larrosa : Bucket elimination for multiobjective optimization. Journal of
Heuristics, 12(4/5):307-328, septembre 2006.

Jeffrey S. Rosenschein et Gilad Zlotkin : Rules of Encounter : Designing Conventions for Automated
Negotiation Among Computers. MIT Press, Cambridge, MA, USA, 1994.

Francesca Rossi, Peter van Beck et Toby Walsh, éditeurs. Handbook of Constraint Programming.
Foundations of Artificial Intelligence. Elsevier, 2006.

Michael H. Rothkopf, Aleksander Peke¢ et Ronald M. Harstad : Computationally manageable
combinatorial auctions. Management Science, 44(8):1131-1147, 1998.

Bernard Roy : Méthodologie Multicritére d’Aide & la Décision. Economica, Paris, 1985.

Tuomas W. Sandholm : Contract types for satisficing task allocation : I. theoretical results. Dans
Sandip Sen, éditeur : Proceedings of the AAAI Spring Symposium : Satisficing Models, pages
68—75, Menlo Park, California, 1998. AAAI Press.

Tuomas W. Sandholm : An algorithm for optimal winner determination in combinatorial auctions.
Dans Thomas Dean, éditeur : Proceedings of the 16th International Joint Conference on Artificial
Intelligence (IJCAI-99), pages 452-547, Stockholm, Sweden, juillet 1999. Morgan Kaufmann.

Tuomas W. Sandholm : Algorithm for optimal winner determination in combinatorial auctions.
Artificial Intelligence, 134:1-54, 2002.

Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage 239


http://xaravve.trentu.ca/pivato/Teaching/voting.pdf

Bibliographie

Tuomas W. Sandholm et Craig Boutilier : Preference elicitation in combinatorial auctions. Dans Pe-
ter Cramton, Yoav Shoham et Richard Steinberg, éditeurs : Combinatorial auctions, chapitre 10.
MIT Press, 2006.

Thomas Schiex, Héléne Fargier et Gérard Verfaillie : Valued constraint satisfaction problems : Hard
and easy problems. Dans Proceedings of the 14th International Joint Conference on Artificial
Intelligence (IJCAI-95), pages 631-637, Montréal, Canada, aott 1995. Morgan Kaufmann.

Thomas Schiex, Héléne Fargier et Gérard Verfaillie : Problémes de satisfaction de contraintes valués.
Revue d’Intelligence Artificielle, 9(3):339-373, 1997.

Amartya Sen : Inequality Reexamined. Oxford University Press, 1992. Traduction frangaise aux
éditions du Seuil.

Amartya K. Sen : Collective Choice and Social Welfare. North-Holland, 1970.

Lloyd S. Shapley : A value for n-person games. Dans Harold W. Kuhn et Albert W. Tucker,
éditeurs : Contributions to the Theory of Games, vol II, volume 28 de Annals of mathematics
studies, pages 307-317. Princeton University Press, Princeton, NJ, 1953.

Barbara M. Smith : Modelling. Dans Francesca Rossi, Peter van Beck et Toby Walsh, éditeurs :
Handbook of Constraint Programming, Foundations of Artificial Intelligence, chapitre 11, pages
377-406. Elsevier, 2006.

Reid G. Smith : The contract net protocol : High-level communication and control in a distributed
problem solver. IEEE Transactions on Computers, C-29(12):1104-1113, 1980.

Hugo Steinhaus : The problem of fair division. Econometrica, 16(1):101-104, janvier 1948.
Jan Tinbergen : Redelijke Inkomensverdeling. N. V. DeGulden Pers., Haarlem, 1953.
Pascal van Hentenryck : The OPL Optimization Programming Language. The MIT Press, 1999.

Pascal van Hentenryck, Helmut Simonis et Mehmet Dincbas : Constraint satisfaction using
constraint logic programming. Artificial Intelligence, 58(1-3):113-159, 1992.

Michel Vasquez et Jin-Kao Hao : A hybrid approach for the 0—1 multidimensional knapsack pro-
blem. Dans Bernhard Nebel, éditeur : Proceedings of the 17th International Joint Conference on
Artificial Intelligence (IJCAI-01), volume 1, pages 328-333. Morgan Kaufmann, aott 2001.

Philippe Vincke : Quasi-ordres généralisés et représentation numérique. Mathématiques et sciences
humaines, 62:35-60, 1978.

Philippe Vincke : L’aide Multicritére a la Décision. Ellipses, Bruxelles, 1989.
Georg Henrik Von Wright : The Logic of Preferences. Edinburgh University Press, 1963.

Klaus W. Wagner : More complicated questions about maxima and minima, and some closures of
NP. Theoretical Computer Science, 51:53-80, 1987.

Klaus W. Wagner : Bounded query classes. SIAM Journal on Computing, 19(5):833-846, 1990.

Toby Walsh : SAT vs CSP. Dans Rina Dechter, éditeur : Proceedings of the 6th International Confe-
rence on Principles and Practice of Constraint Programming (CP-00), pages 441-456, Singapore,
septembre 2000. Springer.

240 Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage



Bibliographie

Ronald R. Yager : On ordered weighted averaging aggregation operators in multicriteria decision
making. IEEE Transactions on Systems, Man, and Cybernetics, 18:183-190, 1988.

H. Peyton Young : Fquity in Theory and Practice. Princeton University Press, 1994.

Jiannyang Zhou : A permutation-based approach for solving the job-shop problem. Constraints, 2
(2):185-213, 1997.

Daniel John Zizzo et Andrew Oswald : Are people willing to pay to reduce others’ incomes? The
Warwick Economics Research Paper Series (TWERPS) 568, University of Warwick, Department
of Economics, 2000.

Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage 241






Liste des figures et tableaux

Liste des figures

I Acquisition d’'une photographie par un satellite d’observation de la Terre| . . . . .. 8

12 Graphe de dépendances entre chapitres.| . . . . . . . . .. .. . oL 11
[1.1 Représentation d’une relation binaire sous torme d’un graphe.| . . . . . . . . . . ... 21
1.2 Représentation d’un ordre non complet sous forme d’un graphe : 'ordre représenté |

| est la cldture transitivedea >b>c,b>d>e,a>f>el. . . . . .. ... 22
|1.3  Représentation d’un préordre non complet sous forme d’un graphe : lordre re- |
présenté est la cloture transitive de {a,b,c} > d > {e,f}, d > {g,h} > 1, |

{a,b,c} > {j, k,l,m} >0 ... ..o 22

[1.4  Tlustration du principe de réduction des inégalités de Pigou-Dalton.| . . . . . . . .. 37
1.5 Illustration de la notion de dominance de Lorenz sur des profils d’utilité a deux |

[ COMPOSANEES.| . . . . o v v o e e e e e e e 38
[.6 Tndice de Gini : distance entre les courbes de Lorenz réelle et idéale] . . . . . . . .. 40
[1.7 La représentation graphique de quelques fonctions puissance.| . . . . .. ... . ... 45
I8 Combes so-utliie collociive d [ - TiETie collecive de Ta Tangll |
| des puissances, pour 2 agents : q(l), q(O), q(_l) et q(_w) | ................ 46
[1.9 Courbes iso-utilité collective de 4 fonctions d’utilité collective de la famille OWA, |

| pour 2 agents : q(l’o), q(g’g), q(Z’Z) et q(i’i).l ....................... 47
[2.1 Illustration du principe de duplication des agents.|. . . . . . . . . .. . ... .. ... 29
[2.2  Illustration de la notion de dominance de Lorenz avec droits exogénes inégaux sur |

| des profils d’utilité & deux composantes. Le vecteur de droits exogénes est (3,2).. . . 64
[2.3  Deux exemples de distributions de probabilité (continues) de fonctions de densité fx |

| et fy. Y est obtenu a partir de X par un étalement & moyenne constante.| . . . . . . 68
3.1 Un arbre de décision et le diagramme de décision binaire réduit associé pour la formule |

| (x1 oyi)A(x2 = ya)l. o o 90
3.2  Le CP-net associé aux prétérences de 'exemple 3.9 . . . . . . . . . . . ... ... .. 101]
13.3  Les prétérences induites par le CP-net de la figure [3.4 associé aux prétérences de |

| I'exemple [3.9] La signification des arcs est la méme que dans la figure |1.1| page [21] : |
| est Préféré ay. . . . Lo L e 102
3.4 Le GAl-net et son GAl-tree correspondant pour 'exemple 3.11| . . . . . . . . . . .. 107]




List

e des figures et tableaux

4.1 Les diftérents problemes de décision concernant ’absence d’envie, et leurs classes de

complexité et relations d’inclusion.| . . . . . . . .. .00 157
4.2 Reésumé des résultats de complexité obtenus pour le probléme de maximisation de |
Putalité collectivel . . . . . . . . o o 167
|o.1 Ilustration simplifiée du principe de la programmation par contraintes|. . . . . . . . 176
5.2 1’arbre de recherche développé par 'algorithme [ pour l'exemple|5.1}] . . . . . . . .. 187
[5.3 Ilustration de I"algorithme [4 sur un probléme linéaire continu.|. . . . . . . . . . . .. 187|
0.4 Le réseau de comparaisons correspondant a l’algorithme de tri utilisé de maniére |
implicite dans 'algorithme |8 pour n=5. . . . . . .. .. ... ... ... 194
[6.1 Comparaison des temps de calcul des algorithmes de résolution du probléme [MAX- [
LEXIMINCSP] sur des instances du type Pléiades simplifié & 4 agents|. . . . . .. .. 203
[6.2  Comparaison des temps de calcul des algorithmes de résolution du probléme [MAX- [
LEXIMINCSP] sur des instances du type Pléiades simplifié & 10 agents.| . . . . . . .. 205
[6.3 Comparaison des temps de calcul des algorithmes de résolution du probléme [MAX- [
LEXIMINCSP] sur des instances du type Pléiades simplifié a 20 agents| . . . . . . .. 206
[6.4 Comparaison des temps de calcul des algorithmes de résolution du probléme [MAX- |
LEXIMINCSP| sur des instances de type enchéres combinatoires a 20 agents.| . . . . . 210
[6.5 Comparaison des temps de calcul des algorithmes de résolution du probléme [MAX- |
LEXIMINCSP| sur des instances de type enchéres combinatoires & 100 objets.|. . . . . 211
6.6 Courbes de Lorenz des solutions utilitariste clagsique et égalitariste leximin pour une |
instance du probléme d’enchéres combinatoires.| . . . . . . . . ... ..o 212
[6.7  Comparaison des temps de calcul des algorithmes de résolution du probléme [MAX- [
LEXIMINCSP]| sur des instances de type probléme logique générique, a 20 objets.|. . . 216
6.8  Probléme de flot correspondant au probléme d’affectation de sujets de TREX. . . . . 220
6.9 Résumeé des contributions de la thesel . . ... ... ... ... ... .. .. 225
IA.1 Schéma récapitulatif des classes de complexité introduites. S1 P = NP, les inclusions |
de classes sont strictes) . . . . . . . L 251
Liste des tableaux
1.1 Récapitulatit des propriétés des ordres collectifs et des partages| . . . . . . . . . . .. 40

[2.1 Rapprochement formel entre la décision en présence de risque et la décision collective.| 67

[2.2  Propriétés vérifices par les fonctions d’utilité collective a droits exogenes inégaux.| . . 70
13.1 Liste des langages de représentation de préférences introduits dans ce chapitre.| . 114
4.1  L’ensemble des problémes de partage dont la complexité a été étudiée dans cette |

section. Le résumé de leurs classes de complexité est représenté dans la figure |4.1}| . . 158

244

Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage



Liste des figures et tableaux

[6.1 Temps de calcul (en ms) des algorithmes de résolution du probléme [MAXLEXI- |
MINCSP] sur des instances de type probléme logique Pléiades, & n agents et p objets.| 215

Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage 245



Liste des symboles

A;: Etatdelamnature..................cooven.n. 66
&/ : Ensemble des partages admissibles........... 19
a : Coefficient d’avantage aux utilités les plus faibles

(OWA) .o 46

oy ¢ Poids d’un lot dans un langage k-additif. ..104
alloc(o,i) : Variables binaires correspondant a l'es-

pace des allocations..................... 84
Alloco, » : Ensembles des variables binaires corres-
pondant a ’espace des allocations....... 84
>_GB;}""” S " . .
T hest—out ¢ Structure de préférence induite par le lan-
gage logique best-out. ................... 95
be(Z,D,%€) : Cloture borne-cohérente du réseau de
contraintes (2, D, €).................. 176
be(Z,D,€,C) : Cloture borne-cohérente pour C' du
réseau de contraintes (2,D,%)........ 176
C : Contrainte (d'un réseau de contraintes) ...... 85
Contrainte d’admissibilité.................... 18
Cezel + Contrainte d’exclusion.................... 19
Cgiob exct : Contrainte d’exclusion globale ....... 19
Cpreempt ¢ Contrainte de préemption............. 19
% : Ensemble de tables de préférence conditionnelle
100
¢ : Ensemble des contraintes (d’un réseau de
contraintes) .............. .. ... 85
Ensemble des contraintes d’admissibilité. .. ... 19
C : Classe de problémes......................... 140
i(c(*;;f)net :  Structure de préférence induite par un
CP-met oo 102
ugffd : Fonction d’utilité induite par le langage lo-
gique Card. ............ ...l 96
u$P? : Fonction d’utilité induite par le langage lo-
gique a base de distance................. 97

D = (8,A) : Théorie des défauts supernormale.119
A; : Ensemble des demandes pondérées de 'agent ¢

122
D : Fonction de domaines........................ 83
6 : Demande pondérée.......................... 122
=+ : Fonction de répartition....................... 58
Dy tD?maine d’'une variable..................... 83
_dci‘%;:mn :  Structure de préférence induite par le

langage logique discrimin. ............... 95
d: Pseudo-distance ............... ... il 97

Taille du plus grand domaine des variables.. 176

Taille maximale des contraintes d’un réseau .. 86

disp : Coefficient d’utilisation de I'information (OWA)
46

246

(%) : N’importe quel opérateur fixé.............. 162
& : Espace d’alternatives......................... 20
e(w) : Utilité également distribuée équivalente .. .38

ez : Utilité également distribuée équivalente avec
_ droits exogeénes................ ... .. ... 65
€ : Vecteur de droits exogénes normalisé ........ 57
€ : Vecteur de droits exogenes................... 57
e : Nombre de contraintes d’un réseau............ 86
F : Application transformant un partage en inter-
prétation logique.............. ... . ..., 116
Fx : Fonction cumulative de probabilité.......... 66
>rosp : Dominance stochastique du premier ordre
67
f1, f2, f3 + Fonctions d’agrégation du langage logique
pondeéré. ... 97

g(?wi) : Fonctions d’utilité collective OWA étendues73
(f1,..., fn) : Ensemble des fonctions d’utilité . ... 32

G(W) : Indicede Gini..............oooiiinnn, 39
Gx : Fonction décumulative de probabilité....... 66
G- : Indice de Gini avec droits exogénes......... 65
GBs : Ensemble des bases de butssur & ......... 95
QB}”‘” : Ensemble des bases de buts stratifiées sur &
95
_C/T)”é“ghmd : Ensemble des bases de buts pondérées
SUL O oo e 97
I" : Ensemble de contraintes..................... 188
T'p : Contrainte de préemption logique......... 116
GBgs : Basedebutssur & ....................... 95
GB:l™ : Base de buts stratifiée sur & ........... 95
GB;Eighted : Base de buts pondérée sur 0'........ 97
~(m) : Interprétation de L correspondant au sous-
ensemble 7w ...... .. i 92
% : Ensemble des bonnes alternatives d’une structure
de préférence dichotomique.............. 23
g : Fonction d’agrégation collective.............. 123
g(KS) Fonction d’utilité collective de Kalai-
Smorodinsky ......... ... ..ol 48
g™ : Fonction d’utilité collective de Nash .. ... .. 43
g'® : Fonction d’utilité collective égalitariste . . ... 41
g™ : Fonctions d’utilité collective somme des puis-
SATICES .+t vttt et 43
g(?p)dw : Fonction d’utilité collective somme des puis-
' sances avec division ..................... 71
g%”mp : Fonction d’utilité collective somme des puis-
' sances avec réplication .................. 71
g* : Fonction d’utilité collective utilitariste classique
41
gz_”) : Fonctions d’utilité collective OWA .......... 46



Liste des symboles

g= : Fonction d’utilité collective a droits inégaux.58

Jagg ¢ Opérateur d’agrégation .................... 32
gac(Z,D,%) : Cloture arc-cohérente généralisée du
réseau de contraintes (2, D,%)........ 176

gac(Z,D,€,C) : Cloture arc-cohérente généralisée
pour C du réseau de contraintes (2, D, %)

175
h : Bijection d’allocation......................... 84
TIr : Sémantique d’un langage de représentation de

préférences. ... ... 91
Z ¢ Espace d'iSSUES . ... ..ot 66
J(@) : Indice d’'inégalité..................c.c.uunn. 38
Jo(¥) + Indice d’Atkinson........................ 39
J= : Indice d’inégalité avec droits exogénes...... 65
J, = + Indices d’Atkinson avec droits exogénes ... 65
L : Ensemble des loteries......................... 66

Lcara ¢ Langage de représentation logique Card. . 96
Lowr : Langage Generalized Weighted Logic ...112

Lor: Langage OR.................... ... ... 110
Loox : Langage OR-of-XOR.................... 111
Lpareto : Langage de représentation logique de Pa-
TeEO. oo 95
Lxor : Langage XOR ............. ... ... ... 110
Lz : Syntaxe d’un langage de représentation de pré-
férences........coooiiiiiii i 91
Lvar + Langage logique fondé sur les variables de Var
86
[l;” : Formules positives de Lvgr..ovvvvveneen... 87
Lo ¢ Langage logique fondé sur 'ensemble .. ... 93
ﬁ} : Formules positivesde Lo ....ovvveeeeina... 93
L£4%°¢ : Langage propositionnel associé a l’espace des
allocations ............ ... il 88
Latpids ¢ Langage des mises atomiques......... 109
Laicho(0) + Langage de représentation logique d’une
structure dichotomique.................. 94
L4 : Langage de représentation logique a base de dis-
tance......... oo 97
Luweighted ¢ Langage de représentation logique pon-
déré. ... 97
Ap : Expression logique de I’absence d’envie ... 117
A ¢ Contexte logique d’une préférence............ 99
>lewimin ¢ Préordre leximin ...................... 42
_ifff,::; : Structure de préférence induite par le lan-
gage logique leximin. .................... 95
—_—
L(W) : Courbede Lorenz........................ 37
—_—
L+ (W) : Courbe de Lorenz avec droits inégaux .. 64

(¥, =,®) : Monoide commutatif associé a une struc-

ture de valuation cardinale.............. 24
My, M> 2 Multiensembles....................... 182
¢ Mesure de crédibilité ........... ... oL 25

Mesure de volume (d’une contrainte de volumel9
m, M : Minimum et maximum de deux composantes

du vecteur objectif..................... 191
m : Valeur du maximin......................... 183
max(Z,D,%¢,0) : Ensemble des solutions optimales
d’un réseau de contraintes.............. 172

mazleximin(%Z,D,%€, W) : Ensemble des solutions
leximin-optimales d’un réseau de contraintes
172

(</V7 ﬁy (Ah LR} An)a%7 <%nd7 iinda ®>a <4V7 i>7g)
Instance du probléme de partage de biens
indivisibles générique................... 124

(AN, 0,(p1,...,pn)) ¢ Instance du probléme d’allo-

cation avec préférences dichotomiques..116

A+ Ensemble d’agents ..................... ... 16
v : Fonction de volume (d’une contrainte de volume
19
n : Nombre d’agents .......................... ... 16
nonsat(m,GBg) : Ensemble des buts non satisfaits
PAT T ottt 95
(ok,wk) : Demande atomique d'un agent........ 149
Q : Espace d’états de la nature................... 66
O : Ensemble d'objets ........... ... .. .. L 92

Variable objectif d’un réseau de contraintes..172

o
© : Vecteur objectif d’un réseau de contraintes . 172

Pa(x) : Parents d’une variable dans un CP-net 100

Dp ot Pl O e 118
@ : Fonction d’agrégation individuelle........... 122
tgfzto : Structure de préférence induite par le lan-
gage logique de Pareto................... 95
> : Relation de préférence sur des formules (ceteris
PATIOUS). o oo 99
»(9) : Formule d’'une demande pondérée ........ 122
p; + Préférence dichotomique transformée... ... 116
Tt PATtAZE - oo oo e et 16
p: Nombre d’objets............. ... .. .. ... 120
p; ¢ Probabilité élémentaire ...................... 66
val : Valuation dans un réseau de contraintes valué
108
q : Seuil d’indifférence.............. .. ... ... 25

Rcara : Langage de représentation logique Card. .96

Ror: Langage OR................ ... ... ..., 110
Roox : Langage OR-of-XOR................... 111
Rpareto ¢ Langage de représentation logique de Pa-
TebO. ot e 95
Rxor: Langage XOR......................... 110
Rbest—out : Langage de représentation logique best-
OUb. .ot e 95
Raicho(0) : Langage de représentation logique d’une
structure dichotomique.................. 94
Raiscrimin ¢ Langage de représentation logique discri-
001§ 0 DR 95
Raq : Langage de représentation logique & base de
distance. ......... ... 97
Riezimin ¢ Langage de représentation logique leximin.
95
Ruweighea : Langage de représentation logique pondéré.
97
R : Langage de représentation de préférences....91
R : Relation binaire.............................. 20
Rr : Relation d’indifférence associée & une structure
de préférences ordinale.................. 22

Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage 247



Liste des symboles

Rp : Relation de préférence stricte associée a une

structure de préférences ordinale ........ 22
Rr : Relation d'incomparabilité associée & une struc-
ture de préférences ordinale ............. 22
Rs : Relation binaire d’une structure de préférences
ordinale......... ... ... ool 22
H 2 RESSOUICE. ... ottt 16
Z(C) : Instanciations autorisées par une contrainte
85
r : Arité maximale des contraintes d’un réseau ... 86
r; + Utilite d'unclone............. ... ...t 58
(¥,=) + Structure de valuation................... 23
o : Permutation.............. ... ...l 33
o(0,m) + Valeur de satisfaction d'une demande § vis-
Avisde oo 122

sol(Z,D,%€) : Solution d'un réseau de contraintes85
Ssat + Sous-ensemble saturé de variables objectif 183
>=sosp : Dominance stochastique du second ordre67
sat(m,GBg) : Ensemble des buts satisfaits par 7 . 95

(u1,...,un) + Profil dutilité...................... 32
wpZ i Profil d'utilité obtenu par duplication des
agents. ...l 58
w; : Utilité maximale si seul d’un agent .......... 34
ugtROR : Fonction d’utilité induite par le langage OR
110
uf9eX :  Fonction d’utilité induite par le langage
OR-0f-XOR.. ..o 111
ufé‘lgR :  Fonction d’utilité induite par le langage
XOR . 110
w : Fonction d'utilité........ ... .. ... .. ... 24

V(A) : Ensemble des symboles propositionnels appa-

raissant dans A ... 128
Vimaz ¢ Volume maximum autorisé (pour une
contrainte de volume .................... 19

Var : Ensembles de variables propositionnelles ... 86
Var(y¢) : Ensembles des variables propositionnelles

apparaissant dans @............. ... 87
(Yinds =ind, ®) ¢ Espace de valuation individuel . 122
>3+  Préférence associée & une instanciation dans

un CP-met ..o 100
p Fonction de valuation dans un réseau de

contraintes valué....................... 107
v : Instanciation optimale....................... 181
vt Instanciation.......... ... .. .. . ool 83
w> ¢ Vecteur de poids étendu .................... 73
W : Vecteur de poids (OWA) .................... 46

GBweighted

uwei‘;hted : Fonction d’utilité induite par le langage

logique pondéré. ................ ... ..... 97
w(d) : Poids d’'une demande pondérée........... 122
X : Variable aléatoire discréte.................... 66
2 : Ensemble de variables....................... 83
Z(C) : Scope d’une contrainte................... 85

248 Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage



Annexe A
Complexité computationnelle : liste des
classes et problémes

Ce chapitre d’annexe a pour vocation de présenter les classes de complexité utilisées tout au long
du document. Nous présentons aussi les problémes canoniques associés a chaque classe de complexité,
ainsi que la liste des problémes de décision utilisés dans les démonstrations, associés a leur classe
de complexité. Nous supposons que le lecteur est familier avec les notions fondamentales de théorie
de la complexité : problémes de décision, langage, machine de Turing, réduction polynomiale. Pour
plus d’informations, on pourra se reporter a des ouvrages de référence tels que [Papadimitriou), 1994;
Garey et Johnson, (1979).

Pour tout probléme de décision P , nous notons Lp un langage «raisonnable» associé & P , et
co-P le probléme complémentaire de P . De méme, pour une machine de Turing M, on désigne par
L le langage accepté par M.

A.1 Classes de complexité

Définition A.1 (Classe P) La classe P est formée de l’ensemble des problémes P tels qu’il existe
une machine de Turing déterministe Mp s’exécutant en temps polynémial telle que Laq, = Lp.

Définition A.2 (Classe NP) La classe NP est formée de l’ensemble des problemes P tels qu’il
existe une machine de Turing non-déterministe Myp s’exécutant en temps polynomial que Ly, =
Lp.

Le probléme NP-complet canonique est le probléme [SAT] :

Probléme 19: [SAT] [Cook, 1971|

INSTANCE : Une formule booléenne ¢ en forme normale conjonctive avec 3 littéraux par clause.
QUESTION : ¢ est-elle satisfiable ?

Définition A.3 (Classe DP) Un probléeme P est dans la classe DP si et seulement si il existe un
couple de probléemes (P1,P2) tels que :

> Lp = Lp NLp,,

> P1 € NP,

> Py € co-NP
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Remarquons que cette classe n’est a prior: pas égale 8 PNNP, & moins que P = NP. Le probléme
DP canonique est le probléme [SAT-UNSAT]

Probléme 20: [SAT-UNSAT]

INSTANCE : Un couple de formules booléennes (¢, ¢') en forme normale conjonctive avec 3 litte-

raux par clause.
QUESTION : Est-il vrai que ¢ est satisfiable et ¢’ insatisfiable 7

Les classes de complexité suivantes requiérent la définition de la notion de machine de Turing &
oracle :

Définition A.4 (Machine de Turing a oracle) Etant donné un probléme P , une machine de
Turing & oracle P est une machine de Turing multibande MF, qui posséde un état particulier ¢p
et une bande particuliére appelée bande de requéte. Lorsqu’elle se trouve dans l’état qp, la machine
de Turing passe en un temps unitaire dans un état qyes ou dans un état qno, selon que la chaine
contenue sur la bande de requéte appartient a Lp ou pas.

En d’autres termes, le fonctionnement d’une machine de Turing & oracle est identique & celui
d’une machine de Turing normale, excepté le fait qu’elle a la capacité de deviner en un pas de temps
la réponse & un probléme donné (en faisant appel & un oracle). Pour toute classe de complexité
temporelle déterministe ou non-déterministe C, la classe CF désigne ’ensemble des problémes
décidés par une machine de Turing du méme type et avec la méme borne temporelle que pour C,
mais avec un oracle de type P .

Si C est une classe déterministe ou non-déterministe de complexité temporelle polynomiale (telle
que P ou NP), C” est équivalente & n’importe quelle classe CP’, pour peu que P puisse se réduire a
P’ en temps polynomial et vice-versa. Ainsi, étant donnée une classe de complexité C’, nous notons
CC les classes de type CF, avec P € C'.

Définition A.5 (Hiérarchie polynomiale) La hiérarchie polynomiale cumulative est [’ensemble
des classes de complexité PH = |J,c{Ai, Xi, 1} défini récursivement par :
> A =% =1I) =P

> Vi>0:
D
o A =P,
oEpl—NP 4
oHHl:coNPE

Les problémes canoniques des classes de la hiérarchie polynomiale s’expriment sous la forme
de logique propositionnelle «quantifiée» (& chaque classe de la hiérarchie correspond une séquence
précise de quantificateurs) :

Probléme 21: [QSAT;]

INSTANCE : Un ensemble de variables booléennes partitionnés en 7 sous-ensembles 27, ..., %2,

et une formule propositionnelle ¢(27, ..., Z;).
QUESTION : Existe-t-il une interprétation des variables de 27 telle que pour toute interprétation

des variables de 25 il existe une interprétation des variables de 23, et caetera jus-
qu'a Z;, telle que o(27,...,Z;) est satisfaite 7 En d’autres termes, et par abus de
notation, 321V 22325 ... QZip(21, ..., Z;) (avec @ désignant 3 si i est pair et V
si ¢ est impair) est-elle satisfiable 7

Parmi les classes de la hiérarchie polynomiale, les classes du deuxiéme niveau, A, ZS et MY,
correspondant respectivement aux classes PNP, NPNP et co-NPNP sont de premiére importance, car
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PSPACE

Figure A.1 — Schéma récapitulatif des classes de complexité introduites. Si P # NP,
les inclusions de classes sont strictes.

elles correspondent & un ensemble de problémes issus de I’étude du raisonnement en logique, donc
historiquement liés & I'Intelligence Artificielle : raisonnement non-monotone, abduction. ..

Nous deéfinissons enfin une sous-classe de A5, qui correspond aux problemes dont la résolution
nécessite des oracles NP, mais dont le nombre est une fonction logarithmique de la taille des données
d’entrée.

Définition A.6 (Classe ©Y) La classe ©f est formée de l’ensemble des problémes décidés par une
machine de Turing déterministe MNP ¢ oracle de type NP qui s’exécute en temps polynémial, et ne
nécessitant qu’un nombre d’appels de l'ordre de O(logn) a l'oracle NP.

Intuitivement, cette classe correspond aux problémes impliquant des données numériques, et
donc qui peuvent étre traités par une recherche dichotomique. Nous pouvons citer comme représen-
tant de cette classe une version du probléme [UNWEIGHTED-MAX-SAT] :

Probléme 22: [UNWEIGHTED-MAX-SAT]

INSTANCE : Un ensemble % de clauses et un entier K.
QUESTION : K est-il le nombre maximal de clauses simultanément satisfiables ?

Un résumé de l'ensemble des classes introduites est présenté sur la figure
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A.2 Liste des problémes introduits

Probléme |I| (page [109) : Winner Determination Problem

> Instance :

> Question :

Un ensemble d’agents .4, un ensemble d’objets &', un ensemble de fonc-
tions d'utilité (f1,..., fn) exprimeées sous forme de mises dans un langage
d’enchéres combinatoires, et un entier K.

Existe-t-il un partage 7 des objets qui satisfait la contrainte de préemption
et tel que > i, fi(m) > K7

Probléme |§| (page |130) : [RSI] (Restricted Skeptical Inference)

> Instance :

> Question :

Un ensemble de formules propositionnelles A = {a1,...,an}.

Tous les ensembles maximaux-consitants de A contiennent-ils aq 7

Probleme [3] (page [134) : [SET SPLITTING]

> Instance :

> Question :

Probléme |Z| (page [140) : [EXACT COVER BY 3-SETS] [Karp, (1972]

Une collection C = {%3,...,%,} de sous-ensembles d'un ensemble fini ..

Existe-t-il une partition (.7,.72) de .# telle qu’aucun des sous-ensembles
de C' n’est entiérement contenu ni dans .¥ ni dans %% 7

Probléme |g| (page [144) : [MAX-INDEX-SAT], ,,[Wagner, 1990]

> Instance :

> Question :

Un ensemble .# de taille 3¢, et une collection C' = {%71,. .. ,Sa’jc‘} de sous-
ensembles & 3 éléments de .
C contient-il une couverture exacte pour .7, c¢’est-a-dire une sous-collection

C’' C C telle que chaque élément de . apparait dans exactement un
membre de C”?

> Instance :

> Question :

Probléme [6] (page [149) : [MAX-SAT-ASG]

Une suite de formules propositionnelles (x1,..., xn) telle que (x; est insa-
tisifable) = (x;+1 est insatisfiable.)

L’index maximum 7 tel que x; est satisfiable est-il un nombre impair ?

[Wagner, 1987]

even

> Instance :

> Question :

Une formule propositionnelle y en forme normale conjonctive, sur un en-
semble de variables propositionnelles V' = {x1,...,Xn}, et une fonction
poids w sur les interprétations v : Var — {0,1}, définie par w(v) dof
> v(xi) x 2071

Est-ce que maxps modele de x W(M) est un nombre pair (en d’autres termes
la variable x est-elle falsifice dans le modéle de poids maximal) ?
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Probleme [7] (page [152) : [PARTITION]
> Instance :  Un ensemble fini . et une taille s(a) € N pour tout a € ..

> Question : [Existe-t-il un sous-ensemble ./ C . tel que ... s(a) =
> aes\g 5(a)?

Probléme |§| (page |156) : [MAX-CUF]
> Instance :  Une instance (A, 0, (A1, ..., An),C, (Yind, Zind, ®), (¥, >,),9) du pro-

bléme de partage de biens indivisibles et un élément K € 7.

> Question : Existe-t-il une allocation admissible 7 telle que u.(7) > K ?

Probleme |9 (page [160) : [INDEPENDENT SET]
> Instance :  Un graphe G = (V, E) et un entier K.

> Question : Existe-t-il un sous-ensemble . C V de taille au moins K tel que pour tout
couple (v,v") d’éléments de .7, (v,v") € E (autrement dit, v et v’ ne sont
pas connectés dans G) ?

Probléme [10] (page [161) : [SET PACKING]

> Instance :  Une collection C' d’ensembles finis, et un entier K.

> Question : Existe-t-il une sous-collection C" C C' d’ensembles disjoints tels que |C'| >
K?

Probléme E| (page |163) : [MAXIMAL MATCHING]

> Instance :  Un graphe bipartite pondéré G(V = N; U Ng, E), avec w(v,v’) désignant
le poids d’une aréte {v,v'}, et un entier K.

> Question : Existe-t-il un couplage de poids supérieur ou égal & K, c’est-a-dire un sous-
ensemble £’ C E tel que Y, nep w(v,v') 2 K, et Vo €V, B, 0") € V2
tel que {v,v'} € E' et {v,v"} € E'?

Probleme [12] (page [164) : [KNAPSACK]

> Instance :  Un ensemble fini . une fonction de valeur u : .¥ — N, une fonction de
volume v : . — N, une capacité maximale v,,q; €t un entier K.

> Question : Existe-t-il un sous-ensemble ./ C .7 tel que Y, orv(a) < VUmas et
zae(y/ u(a) 2 K7

Probleme [13] (page [164) : [HITTING SET]
> Instance : Une collection C' de sous-ensembles .7, ...,.%, d’un ensemble . et un
entier K < |.7|.
> Question : Existe-t-il un sous-ensemble .’ C .7, avec |.7'| < K, tel que /' N7 # @
pour tout % € C?
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Probléme |E| (page |173) : [CSP]

> Instance :

> Question :

Probléme [19] (page [249) : [SAT] [Cook, [1971]

Un réseau de contraintes (2°,D, 7).

(Z,D,€) a-t-il une solution (une instanciation compléte cohérente) ?

> Instance :

> Question :

Une formule booléenne ¢ en forme normale conjonctive avec 3 littéraux
par clause.

© est-elle satisfiable 7

Probléme |%| (page [250) : [SAT-UNSAT]

> Instance :

> Question :

Un couple de formules booléennes (¢, ¢’) en forme normale conjonctive
avec 3 littéraux par clause.

Est-il vrai que ¢ est satisfiable et ¢ insatisfiable ?

Probléme |£| (page [250) : [QSAT]

> Instance :

> Question :

Un ensemble de variables booléennes partitionnés en ¢ sous-ensembles
21, ..., Z;, et une formule propositionnelle (27, ..., Zi).

Existe-t-il une interprétation des variables de 27 telle que pour
toute interprétation des variables de %25 il existe une interpré-
tation des variables de 23, et caetera jusqu'a Z;, telle que
o(Z1,...,Z;) est satisfaite? En d’autres termes, et par abus de nota-
tion, 321V 223253 ... QZip( 21, ..., Zi) (avec @ désignant 3 si i est pair
et V si ¢ est impair) est-elle satisfiable ?

Probléme |5| (page [251) : [UNWEIGHTED-MAX-SAT]

> Instance :

> Question :

Un ensemble € de clauses et un entier K.

K est-il le nombre maximal de clauses simultanément satisfiables ?
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Annexe B
Représentation du préordre leximin par une
fonction d'agrégation

Cette annexe est dédiée a la représentation du préordre leximin par une fonction d’agrégation,
dans le cas ol I'ensemble des vecteurs concernés par la fonction d’agrégation est fini. La premiére
section concerne ’évaluation de la taille de ’espace image d’une telle fonction d’agrégation dans
un cas particulier réaliste. La deuxiéme section présente les preuves relatives a la représentation du
préordre leximin par des fonctions OWA et somme des puissances, présentées dans le chapitre
Enfin, nous abordons dans la troisiéme section le cas particulier de la famille de fonctions somme
des puissances, pour laquelle nous cherchons & calculer I'exposant p < 0 maximum tel que cette
fonction représente le préordre leximin.

B.1 Taille du domaine de la fonction d’agrégation

Considérons une fonction g qui représente le préordre leximin pour un ensemble de profils d’utilité
Z fini. Le nombre de classes d’équivalence pour le préordre leximin nous donnera le cardinal de
Iensemble g(% ), ¢’est-a-dire le nombre de valeurs différentes que prendra la fonction g sur I’ensemble
des vecteurs de %, ou encore la taille de I’ensemble quotient de % pour la relation ~jerimin.

Nous nous placons pour faire ce calcul dans un cas particulier, ot nous définissons Z = ¥,
avec ¥ = [1,m]. Nous avons donc un probléme a m™ profils d’utilité possibles.

Proposition B.1 Soit giepimin : [1,m]" — N une fonction représentant le préordre leximin sur
Y =[1,m]". Alors :

m+mn—1)!

‘glewimin([[]-am]]n” = ((ml)'n')

Afin de prouver cette relation, nous avons besoin d’un petit lemme technique :

Lemme 21

w2 m+n-100 (m+n-—2) m—+n)!
V(m,n) € N*2, ( (m—l)!) L (m_z)!) +---+n!—(n+(1)(m)_1)!. (B.1)

Démonstration Ce lemme se prouve facilement par récurrence sur m.

> Pour m = 1, 'équation (B.1)) se réduit a n! = n!, qui est trivialement vraie.
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> Supposons que le lemme soit vrai pour tout n et un certain m. Alors on a :

(m—i-'n)!_i_(m—l—n—l)!_’_”'_i_n!:(m+n)! (m+n)!
m! (m—1)! m! (n+1)(m—1)!
C(mAn)!x(n+1)+ (m+n) xm
(n+1)(m—-1!'xm
_(m+n+1)!
ml(n+1)
L’égalité est donc vraie pour m + 1, ce qui prouve le lemme par récurrence. A

Démonstration (Proposition B.1)) Nous notons wnm = |giezimin([1, m]™)]. Nous
pouvons remarquer que U, est exactement égal au nombre de vecteurs ordonnés de
[1,m]™, et nous avons donc la relation de récurrence sur n suivante : U m = > pey Un—1 k-
En effet, lorsque ’on ajoute une composante a un vecteur a n—1 composantes, il y a t,—1,m
vecteurs ordonnés dont la premiére composante est 1, u,—1,,-1 vecteurs ordonnés dont la
premiére composante est 2, etc.

Nous allons prouver la proposition par récurrence sur 1.
(m+n—1)!

> Lorsque n = 1, alors il y a m profils ordonnés différents, et RCES VI

ce qui prouve la proposition pour tout m a n = 1.
> Supposons que pour un m fixé, on ait u = (man-Lt
) n,m (m—1)!n!
récurrence, on a

=m pour n = (0,

. Alors d’aprés la relation de

Up+1,m = Unm + Upm—1 + -+ Up 1
_(m4+n-1!  (m+n)!

— (m—1)n! (m — 2)!n!

1 —1)! !
_'x<(m+n ) +(m—i—n)

|

st

= (m—1)! (m — 2)!
!
= (n ﬁqm);;ﬂg)_ 0 (d’apres le lemme technique)
Cela prouve ’égalité pour n + 1, donc la proposition par récurrence. A

Quel est le comportement de |giezimin([1, m]™)| lorsque m tend vers +o00 ?

(m+n—1)x---xm

Puisque ‘gle:pimin([[la mﬂn)| - , nous avons :

n!

m'" m+n—1)"
— < |glezimin([[17m]]n)‘ < Q

n! n!

Or, il existe un nombre mg tel que ¥Ym > mg, m > n — 1. Donc pour tout m > myg, on a :

n 27’1

m
len = F < |gleximin([[1>m]]n)‘ <

mTL

= 92m”
n!

D’ot : ’ |glemimin([[17m]]n)‘ = Om_’oo(mn) ‘
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B.2 Représentation du préordre leximin

B.2.1 Par une moyenne pondérée ordonnée

Proposition B.2 Si l'ensemble des profils d’utilité est fini, alors il existe un OWA qui représente
Uordre leziman.

Démonstration Soit % ensemble des utilités possibles. On note m = min{|u —
|| (u,u) € U2, u# u'} et M = max{|u —u'| | (u,u’) € %?} (ces nombres existent
i1

. . . Il
car aZ/ est ﬁnl). Pulsque VZ, o s

grand) tel que Vi € [1,n], % < 77- On notera g;e, TOWA gE" K1)
> Soient u et © deux vecteurs dutilités tels que U  Sleximin U. S0it
j tel que Vi < 7, uz = v;, et u; > v}. Alors  Gieo (W) — Grea(V) =
K" (u; - U]T) + D i nK”_l(uZT - UJ) Par définition de m et M on a donc :

~rtoo %, il est possible de trouver un K > 1 (assez

— — i = ; . Kni -1
Giee(W) = Giea(V) > mK™ 7 — M; K" >mK"J — Mﬁ

. m .
K"7 -M—K’>0
>m Vi >

. — — — —
Donc si @ >jeximin v alors gleac( u) > gle:v( v )

> Soient W et ¥ deux vecteurs d’utilités tels que glex(ﬂ}) > glex(7). Supposons que
? ileximin 7 Si 7 > leximin 7 alors glez(ﬁ) > glem(ﬂ))a et si 7 ~leximin ﬂ) alors
P = T donc giep(W) = grex(V) (par définition d’'un OWA). Donc ¥ =ieximin
U = g1ex(V) > grex(W), incompatible avec '’hypothése de départ. On a donc si

— — — —

glex(u) > glex( U) alors u > leximin U - A

B.2.2 Par une fonction somme des puissances

Proposition B.3 Si l'ensemble des profils d’utilité est fini, alors il existe un p < 0 tel que g(p/)
représente l'ordre leximin pour tout p' < p.

Démonstration Soit % ensemble des utilités possibles. On note m = min{|u —
u'| | (u, ) € U2, u#u'} et M = max{u | u € %}. Puisque m/M > 0, (1+m/M)P ——

——00
0, donc Ipg < 0 tel que Vp < pg, n(1 +m/M)P < 1. ’
> Soient W et v deux vecteurs d’utilités tels que U >leximin U - Soit j tel que Vi <
J, ulT = UJ, et u]T > ’U]T-. Alors Vp < po, g (W) —gP)(V) = diey n(v;p—uzp). Puisque
u]T > v;., nous avons u; > UJT. + m. De plus, Vi > j, uj > u]T., donc ulT > UJT. 4+ m, et
donc u!p < (U]T +m)P. D’ott au final > 1 u}p < n(v]T + m)P. Puisqu’en outre v; > 0
pour tout ¢, on a donc

Z n(viTp — ulTp) > v;p - n(vjT +m)P. (B.2)

i=j
Or, v;- < M. Nous avons donc :

N <1+;>pg(1+E)p:n<1+$>pgn<1+ﬂ)p.

J J

>

SE

m
N
Yj
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P
Or par définition de p, nous avons n(1 + m/M)P? < 1. D’ou n <1 + "%) < 1. Nous
s

p

p P
avons donc n <v]T + m) < ’UT , et donc UJT —-n (v]T + m) < 0. Cela nous donne au

final, avec inéquation (B.2), ¢ () — ¢® (") > 0.

> Soit p défini comme c1—dessus et solent w et v deux vecteurs d’utilités tels que
g (W) > g(p)(_>) Supposons que U Zleximin U- Si U >leximin . alors ¢®) (7)) >
g(p)( ), et si U ~leximin U alors o= uT donc g(p)( ) = g )(_)) (car g(®) est une
fonction symétrique). Donc ¥ =leyimin ¥ = ¢ )(7) (p)(ﬁ), 1ncompatible avec
I’hypotheése de départ. On a donc si g(p)( ) > g(p)(7) alors U >leximin U - A

B.3 Le cas particulier de la fonction somme des puissances

Comme nous l'avons vu précédemment, pour un ensemble fini % de vecteurs, il existe un py < 0
tel que ¢ représente le préordre leximin sur % pour tout p < pg. Nous allons chercher dans cette
section & calculer le plus grand pg possible pour un % donné. Afin de clarifier les notations, nous
allons noter ¢ = —p, et w@ = ¢g(=P) et nous chercherons donc le plus petit ¢ > 0 tel que w@
représente 'ordre leximin pour un % donné. Nous supposerons pour simplifier que les vecteurs sont
formés de composantes entiéres pouvant prendre leurs valeurs entre 0 et M.

B.3.1 Le cas critique

Nous avons la proposition suivante :

Proposition B.4 La fonction w9 représente lordre lezimin si et seulement si pour tout xo €
[0, M, w'D(zo, M,..., M) < w'D(xg+1,... 20+1).

La preuve de cette proposition est fondée sur un lemme un peu moins fort :

Lemme 22 La fonction w9 représente Uordre leximin si et seulement si pour tout xo € [0, M —1],
et pour tout k <n :

w(Q)(a:O,...,xo,M,...,M) <w(Q)(xo,...,:vo,a:0+1,...,330—|—1).
— ——

k fois k—1 fois

Démonstration L'un des sens de l'équivalence est immeédiat. Si w(? représente

Pordre leximin, alors elle doit classer correctement les vecteurs (zg,...,zo, M, ..., M) et
——
k fois
(.ro,...,xo,mo—i— 1,...,20+ 1).
———
k—1fois
Supposons que pour tous zo € [0, M] et k < n on a w'P(xg,...,x0,M,..., M) <
——
k fois
w'D(zg, ..., 0, 20+1,...,20+1). Alors on a —(n—k)M 17—z, < —(n—k+1)(xg+1)"1
T
k—1 fois

Soient w et ¥ deux vecteurs (que nous supposerons triés dans 'ordre croissant) tels que
U <leximin U - On note k entier tel que Vi < k, u; = v; et uy < vz. Nous avons —(n —
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k)M~ —u, * < —(n—k+1)(ur+1)"% Donc :

k—1
—u; T = (n—k)M T —u? <Z —u, "= (n—k+1)(u+1)717
=1
k—1
= D = (= kM - <§j = (n =k 1) (ux +1) 7 N
i=1
n n
N SR
i=1 i=1

= w(W) < w? (D).

Démonstration (Proposition [B.4)) Nous avons :

w(Q)<$0,...,.%'0,M,...,M) <w(q)(xg,...,a,’o,l’o—l-1,...,$0+1)
—_—— e —
k fois k—1 fois

& —(n—-kM T—z'<—(n—k+1)(xo+1)77
S m—kM T+z,9—(n—k+1)(z0+1)77>0

Notons h : (z,n,k,q, M) — (n — k)M~ 9+ 2,9 — (n — k4 1)(zo + 1)779. h est dérivable
oh

par rapport & k, et on a % -M™7+ xo_q. Donc pour tout xy < M, % > 0. Donc
h(z,n,k,q, M) >0 < h(z,n,1,q,M) > 0. D’ou :
’U)(q)(l'o,...,xo,M,...,M)<w(q)(wg,...,(l?o,l'o—l-1,...,1‘0—|—1)
S————r SN———r
k fois k—1 fois

@w(q)(xo,M,...,M) <w(q)(a:0—|—1,...,a;0—|—1). A

B.3.2 Calcul du ¢ minimal

Nous devons trouver le ¢ minimal gmin tel que w(? (o, M,...,M) < w@ (xo+1,...,20 + 1),
c’est-a-dire tel que :
(n—=1)M "+ 2,7 —n(zo+1)77>0. (B.3)

Par la suite nous noterons f la fonction suivante :

fire—n—-1)M 9427 9—n(z+1)1
B.3.2.1 Tableau de variation de f

Nous avons f'(x) = ng(z 4+ 1)~ (@) — qxa(qﬂ)_

fl@) >0 e n(z+ 1)~ — 5 @t 5 g

@n>< )
X
+1 1
& Hn>14+ =
T
1

tYn — 1

ST >
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. - 1 .. .
La fonction f prend donc son minimum en T et ce minimum vaut :

1

) = (= DM (R 1)1 - ).
n_

I

Le tableau de variations de la fonction f est donc le suivant :

T 0 q+\1/1ﬁ_1 +00
0
f'(x) - +
+o0 (n—1)M~14

f(%)

B.3.2.2 Une borne supérieure de ¢,

Il semble tres difficile de résoudre 'équation f(x) = 0 dont la solution est nécessaire pour
trouver le ¢ minimal cherché (méme Maple capitule). En revanche, une condition suffisante pour
que f soit positive sur tout [0, M — 1] est (1) qu’elle soit décroissante sur tout cet intervalle, et (2)
que f(M —1) > 0.

Pour que la condition (1) soit vraie, il suffit que % >M —1.0na :

1 1
e — (\(1—1<:>q+1 —1
q+\1/ﬁ—1> \/’E <M—1

M
M—-1

RN q+\1/,71<
In(n)
o1 =)

In(n)

ln(%)

&g >

Pour que la condition (2) soit vraie, il faut que :

fIM-1)>0(n—-1)M 17+(M—-1)7—nM"1>0
SM-1)"1T-M"1>0
< M > 0.

Cette condition est toujours vraie. Nous avons donc une borne supérieure de gpp :
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B.3.2.3 Une deuxiéme borne supérieure de ¢,

Si q est tel que f(
Ona:

%) > 0, alors dans f est positive sur tout son domaine de définition.

1 —q T q et — 1
f W >0 n-1)M %+ neT -1)—n-| ——— ] >0

e (n-D)M 9+ ne —1)x(1— ) >0

1

o (n— )M+ (neT — 1) x (1 —na1) >0
o (n—1)M~7— (na1 — )7+ >

Cette derniére équation ne semble pas évidente & premiére vue a résoudre analytiquement. Un
angle d’attaque serait peut-étre de prouver 'implication suivante :

1
M-1

>>0:>‘”1n—1< (B.4)

1
f ( q+1
vn —1
Dans ce cas, on aurait montré que la valeur minimale de f ne peut pas étre positive si la valeur
du x pour laquelle f(z) est minimal est avant M. Dans ce cas, le g, serait donc égal a la borne
supérieure trouvée précédemment.
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Annexe C
Calcul des indices d’'inégalité généralisés

Nous détaillons dans cette annexe le calcul des indices d’inégalité généralisés aux droits inégaux.
Nous emploierons, dans cette annexe, la notation simplificatrice suivante :

de ;
o lef ubd—é”.

. n
En conséquence, la notation u’ désignera ubdw c’est-a-dire : v’ = g U = —
m

C.1 Indices d’Atkinson généralisés

C.11 ¢#0

L’indice d’inégalité d’Atkinson classique correspondant & un entier ¢ # 0 pour n agents s’écrit

comine suit : )
1< s\ a
J(T)=1—[= (J) .

() (z <

—_—
Appliquons cette définition au profil d'utilités v’ = ul>d“’ :

. m( 1 1—g [ U; \ 1
Dot : Jq’?(ﬂ))_l_n<m g e; q(é) >
=1

C12 ¢=0
L’indice d’inégalité d’Atkinson classique correspondant & 0 pour n agents s’écrit comme suit :
1
Jo(uw)=1- — .
o(w) (H =
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I
Appliquons cette définition au profil d’utilités v’ = ul>d_el>” :

S
o)
Py
2]
Il
—
|
N
—s
N
S‘S\
N
D
~
3|
Il
—_
|
T~
& 3
N
®
N~
Q2
N~
3|
Il
[
|
33
N
N
i ‘ e
Q -~
S~
o
~—
3=

. m(frfw)\
Dou:|Jyz(d)=1- - <H <€U>>
i=1 >

C.2 Indice de Gini généralisé

C.2.1 Premiére formulation

La premiére formulation de l'indice d’inégalité de Gini classique pour n agents s’écrit comme
suit :

Par simple substitution du profil d’utilités u par le profil v’ = ubi@i”, on obtient I’expression suivante :

C.2.2 Deuxiéme formulation

La deuxiéme formulation de I'indice d’inégalité de Gini classique pour n agents s’écrit comme

suit :
n

G(uw)=1- % (Z(Q(n — k) + 1)u,1> .
k=1

Appliquons cette définition au profil d’utilités v/ = ub%” :

m n u T% m
G=(u)=1- 1f/ <Z(2(m — k) + 1)u;j> oL > @2m+1) (e:) — > 2ku)]

2 nmu
M \k=1 k=1 k=1
—_———
A
n Ey, T
. ko TE Uk e
Si nous posons E =) e, ¢ (avec Ey = 1), nous avons : A = E g 2i )
k=1 i=FEp_ 4 k

264 Modélisation, complexité et algorithmique des problémes de partage



C.2. Indice de Gini généralisé

ko
k k) (ko — k 1
En remarquant que Z 1= (ks + k1)(( 22 )+ ), Nous avons :
i=ki
A Z < (Bp+ Ep1)((By — Eg—1) +1) _zn: Uk re (2B 1 + T el T +1).
9 = er k—1 T €

k=1

En remplacant A dans I'expression de G— (), nous obtenons donc :

. NE
G (W )_1—ﬁz2m+l—(2Ek Lt ere)(ee +1))< k)

C.2.3 Troisiéme formulation

La troisiéme formulation de l'indice d’inégalité de Gini classique pour n agents s’écrit comme

suit : 1
G(w) = Z |ui — uj.

Appliquons cette définition au profil d’utilités v/ = ubd“’ :

— 1 !/ / ]' / /
?(U):2m2—, Z ‘ui_uj|:2mnﬂ Z |ui_uj’

U< i<m 1<i,j<m

G

Les seules valeurs possibles pour |u; — u}| sont les |ug/er — w/e)], pour 1 < k,I < n. Pour
1 <14,j5 < m, u, et v'j prennent ey, fois la valeur ug/ek, et e fois la valeur u;/e;. Donc |u) — u/; \
prend ege; fois la valeur |uy/er — u;/e| et ege; fois la valeur |u;/e; — ug/ekl|.

, 1 U U
Dou:|G— = g — — =
ol () — ekel|6k
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Absence d’envie.................. 31, 35, 117
faible, 31
forte, 31
généralisée, 62
test d’, 35
ADE......... voir Avantage aux droits éleves
Admissibilité. . voir Contrainte d’admissibilité
Adéquation
Principe de, 28

Agrégation
collective, 123
individuelle, 122
opérateur d’, 32, 158, 162, 210
Allocation
minimalement réguliere, 136
réguliére, 128, 136, 142

Anonymat ... 33, 40
généralisé, 60
Arc-cohérence .......... ..., 175
généralisée, 175, 182
Atkinson (Indices d’)...................... 39
généralisés, 65
Avantage aux droits élevés ................ 69
B
Banqueroute (exemple)................ 54, 74
Basedebuts............ ... ool 95

pondérée, 97
stratifiée, 95

BDD..... voir Diagramme de décision binaire
Borne-cohérence................ 176, 186, 190
Branch-and-bound .................. 174, 181
C
Cardinale. . ..... voir Structure de préférences
Clause . ... 87
Clones . ..o 58
CNF . 87
Comité (exemple) ..................... 53, 74
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Compensation

Principe de, 28
Compensation monétaire ......... 16, 17, 222
Compilation de connaissances............. 88
Conformité ............................... 69
Contrainte ......... ... 7, 85

At Least, 187

d’admissibilité, 18-19, 121

d’exclusion, 19, 121, 163

de préemption, 19, 116, 121, 158, 160, 210
de volume, 19, 162, 198, 210

globales, 177

Leximin, 182

logique, 121, 210

Multiset Ordering, 182

propagation, 174-176

Sort, 186
Courbe de Lorenz................ voir Lorenz
CP-mets ... 222
Cube ..o 87
D
Demande pondérée ...................... 122

Diagramme de décision
algébrique, 98

binaire, 89
Dichotomique. . .voir Structure de préférences
Division ......... voir Fonction de répartition
DNF . 87
Domaine..............oooiiiiiiiiiii L 83

Dominance stochastique
du premier ordre, 67
du second ordre, 67

Droits exogénes
ordinaux, 76
Principe de, 28
Vecteur, 57

normalisé, 57

E
[EEF EXISTENCE] (probleme)............ 128



Index

EEF (Efficient and Envy-Free)........... 119
Efficacité.... ... 7
Complétude, 141
Maximisation d’une fonction d’utilité col-
lective, 146
Nombre maximal d’agents, 141
Pareto-, 33, 60, 118, 149
Egalitarisme....................... 29, 35, 41
FEnchéres combinatoires................ 10, 48
langage de mises, voir Langage de repré-
sentation de préférences
Mise, 109
équitables, 205
Equité......... 7,17, 26-28, 30, 34-39, 60—68
Principe d’, 27
Espace
d’alternatives combinatoires, 83
Représentation logique, 87
d’objets, 92
des allocations, 84
Représentation logique, 88

Etalement a moyenne constante........... 68
F

Fonction cumulative ......... .. ... ... ... 66

Fonction d’utilité ......................... 24

Fonction d’utilité collective................ 32

de Kalai-Smorodinsky, 47

de Nash, 43, 76

OWA| 46, 195
étendus, 73

somme des puissances, 43
généralisée, 71

utilitariste classique, 41
étendue, 58

a droits inégaux, 58

égalitariste, 41
étendue, 58

Fonction de répartition................. ... 58
Division, 56, 58
Réplication (indivision), 56, 58

Fonction décumulative.................... 66
G
GAl-décomposition . ...... voir Indépendance
additive généralisée
Gini (Indice de) ..., 39
généralisé, 65
Générateur (d'instances) ....... 199, 205, 211

H
Heuristique................ 193, 202, 207, 213
I
IDCD...... voir Insensibilité & une dilatation

commune des droits
If-then-else (opérateur logique)............ 89
Incomparabilité (relation d’) .............. 22

Indice
d’Atkinson, voir Atkinson
d’inégalité, voir Inégalités
de Gini, voir Gini
de pouvoir, 54

Indifférence (relation d’) .................. 22
Indivision........ voir Fonction de répartition
Indépendance

additive généralisée, 105
préférentielle, 100
vis-a-vis des agents non concernés, 34, 40
généralisée, 60
vis-a-vis des échelles individuelles d’uti-
lité, 43
Inférence sceptique............ voir Sceptique
Insensibilité
4 une dilatation commune croissante quel-
conque des utilités, 41
a une dilatation commune des droits, 70
4 une dilatation linéaire commune des uti-

lités, 41
Instanciation.......... ...l 83
Interpersonnelle (comparaison) ........ 29, 40
Inégalités

indice d’, 38, 40
généralisé, 65
principe de réduction des, 36
généralisé, 63
réduction des, 40
généralisé, 63
transfert réduisant les, 36
TUA .. .voir Indépendance vis-a-vis des agents
non concernés, voir Indépendance vis-
a-vis des agents non concernés

J

Juste part
garantie, 34, 40
généralisée, 61
test de, 34

Justice
distributive, 27
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procédurale, 30
téléologique, 30

L
Langage de représentation de préférences . 91,
113
k-additif, 104
best-out, 96

ceteris paribus, 98-100
discrimin, 96
lezimin, 96
Card, 96
compact sous forme logique, 145
numérique, 146
CP-net, 100-103
dichotomique, 115
GAl-net, 105
langage de mises
Generalized Weighted Logic, 112
logique, 112
mises atomiques, 109
OR, 110
OR-of-XOR, 111
OR/XOR, 111
OR*, 111
XOR, 110
XOR-of-OR, 111
logique pondérée, 97, 210
Pareto, 95
propriétés
compacité relative, 93, 94
complexité computationnelle, 93, 94
pertinence cognitive, 93
puissance expressive, 93, 94
élicitation, 93, 94
TCP-net, 103
UCP-net, 103
a base de distance, 97
Leximin
préordre, 42, 169
a seuil, 195
Littéral . ... 87
Logique
Modélisation des préférences a base de, 94
Loi d’ignorance ..., 29
Lorenz.........co o 208
courbe de, 36
avec droits inégaux, 64
dominance de, 37

Loterie.........c o 66
M

Manipulation .............. ... ... 224

Max-min

/ max-sum (critére), 170
transformations, 191

[MAX-CUF] (Probléme) .................. 154
Maximal-consistant (sous-ensemble)...... 118
Monotonie (des préférences).......... 26, 122

Moyennes pondérées ordonnées . voir Fonction
d’utilité collective OWA

Multicritére (optimisation)............... 170
Méta-contrainte de cardinalité .......... voir
Contrainte At Least
Méthode faible............................ 77
Méthode forte ......... ... ... .. ... 76
Mbbius (transformation de).............. 104
N
NNFE . 87, 89
DNNF, d-NNF, s-NNF, d-DNNF, sd-
DNNF, 89
f-NNF, 89
VNNF, 98
Non-monotone (raisonnement) ........... 120
Normalisation des utilités................. 47
Noyade (effet de) ..................... 41
O
Ordinale........ voir Structure de préférences
Ordre................... voir Relation binaire
Ordre de bien-étre collectif................ 32

a droits inégaux, 58
OWA . .voir Fonction d’utilité collective OWA

P

Pareto
efficacité , voir Efficacité
relation de, 33
Partage.... ... 16
admissible, 18
centralisé, 48-50
distribué, 48-50
répété, 50
Partage de biens indivisibles (Probléme) .. 51

Pigou-Dalton .. ... voir Inégalités (principe de
réduction)
PLEAdES .. oo 7, 198, 211
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Probléme de satisfaction de contraintes .. 171
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avec variable objectif, 171

Programmation linéaire............. 170, 202

Programmation par contraintes...... 173-178
événementielle, 177

Proportionnalité ............... ... ... ..., 34

Préemption ... voir Contrainte de préemption
Préférences
additives, 198
clauses, 135
closes pour la conjonction, 140
cubes, 135, 136
dichotomiques, 127-145
identiques, 132, 149
monotones, 132, 145, 149, 150
numériques additives, 149, 160
0-1, 150
0-1 stratifiées, 152
0-1-.. .-k, 152
numériques modulaires, voir Préférences
numeériques additives

Préordre................ voir Relation binaire
Pseudo-distance.............. ... ... .. ..., 97
R
R(O)BDDvoir Diagramme de décision binaire
Radio (exemple) ..., 75
Relation binaire........................... 20

d’ordre, 21

d’équivalence, 21
de préordre, 21
Ordre d’intervalle, 25
Semi-ordre, 25
Ressource....... ... 7, 15-19
continue, 16
homogéne, 16
hétérogene, 17
discrete, 16, 17
indivisible, 16
mixte, 16
Risque
aversion pour le, 68
décision en présence de, 66

Récompense

Principe de, 28
Réduction des inégalités....... voir Inégalités
Réseau de comparaisons ................. 191

Réseau de contraintes................ 85, 171
congistant, 85
contrainte, 85
domaine, 85
instanciation cohérente, 85
solution, 85
valué, 107
variable, 85

S
Sceptique
[RSI] (probléme), 128
conséquence, 119
inférence, 119, 128

Seuil. ..o 25

Shannon (expansion de)................... 90

Sous-ensemble saturé ........... ... .. ... 183

SPOb  + e e 212

Stochastique (dominance). .. .voir Dominance
stochastique

Structure de préférences
cardinale, 24, 96-98, 103-112
dichotomique, 23, 94-95, 115
floue, 25
ordinale, 22, 95-96, 98-103
qualitative, 23
& base d’intervalles, 25

& seuil, 25

Structure de valuation .................... 23

Séparabilité.............. .. L 34
T

Théorie des défauts . ..................... 119

Tracteur......... ..o i 100

Trex oo 9, 215
U

Unanimité .......... ... it 33, 40

Utilitarisme classique.................. 29, 41

Utilité. ... 24, 29

collective, 123
individuelle, 122

Variable . ....... .o 83
aléatoire discréte, 66
d’un réseau de contraintes, 85

Vecteur de droits exogénes........ voir Droits
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Vecteur de poids étendu................... 73
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