
Liste des �gures et tableaux

Liste des �gures

1 Acquisition d'une photographie par un satellite d'observation de la Terre. . . . . . . 8

2 Graphe de dépendances entre chapitres. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.1 Représentation d'une relation binaire sous forme d'un graphe. . . . . . . . . . . . . . 21

1.2 Représentation d'un ordre non complet sous forme d'un graphe : l'ordre représenté
est la clôture transitive de a ≥ b ≥ c, b ≥ d ≥ e, a ≥ f ≥ e. . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.3 Représentation d'un préordre non complet sous forme d'un graphe : l'ordre re-
présenté est la clôture transitive de {a, b, c} ≥ d ≥ {e, f}, d ≥ {g, h} ≥ i,
{a, b, c} ≥ {j, k, l,m} ≥ i. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.4 Illustration du principe de réduction des inégalités de Pigou-Dalton. . . . . . . . . . 37

1.5 Illustration de la notion de dominance de Lorenz sur des pro�ls d'utilité à deux
composantes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

1.6 Indice de Gini : distance entre les courbes de Lorenz réelle et idéale. . . . . . . . . . 40

1.7 La représentation graphique de quelques fonctions puissance. . . . . . . . . . . . . . 45

1.8 Courbes iso-utilité collective de 4 fonctions d'utilité collective de la famille somme
des puissances, pour 2 agents : g(1), g(0), g(−1) et g(−10). . . . . . . . . . . . . . . . . 46

1.9 Courbes iso-utilité collective de 4 fonctions d'utilité collective de la famille OWA,
pour 2 agents : g(1,0), g( 2

3
, 1
3
), g( 3

4
, 1
4
) et g( 1

2
, 1
2
). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.1 Illustration du principe de duplication des agents. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

2.2 Illustration de la notion de dominance de Lorenz avec droits exogènes inégaux sur
des pro�ls d'utilité à deux composantes. Le vecteur de droits exogènes est (3, 2). . . . 64

2.3 Deux exemples de distributions de probabilité (continues) de fonctions de densité fX

et fY . Y est obtenu à partir de X par un étalement à moyenne constante. . . . . . . 68

3.1 Un arbre de décision et le diagramme de décision binaire réduit associé pour la formule
(x1 ↔ y1) ∧ (x2 ↔ y2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

3.2 Le CP-net associé aux préférences de l'exemple 3.9. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

3.3 Les préférences induites par le CP-net de la �gure 3.2 associé aux préférences de
l'exemple 3.9. La signi�cation des arcs est la même que dans la �gure 1.1 page 21 :
�est préféré à�. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

3.4 Le GAI-net et son GAI-tree correspondant pour l'exemple 3.11. . . . . . . . . . . . . 107

243



Liste des �gures et tableaux

4.1 Les di�érents problèmes de décision concernant l'absence d'envie, et leurs classes de
complexité et relations d'inclusion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

4.2 Résumé des résultats de complexité obtenus pour le problème de maximisation de
l'utilité collective. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

5.1 Illustration simpli�ée du principe de la programmation par contraintes. . . . . . . . . 176

5.2 L'arbre de recherche développé par l'algorithme 2 pour l'exemple 5.1. . . . . . . . . . 187

5.3 Illustration de l'algorithme 2 sur un problème linéaire continu. . . . . . . . . . . . . . 187

5.4 Le réseau de comparaisons correspondant à l'algorithme de tri utilisé de manière
implicite dans l'algorithme 8 pour n = 5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194

6.1 Comparaison des temps de calcul des algorithmes de résolution du problème [MAX-
LEXIMINCSP] sur des instances du type Pléiades simpli�é à 4 agents. . . . . . . . . . 203

6.2 Comparaison des temps de calcul des algorithmes de résolution du problème [MAX-
LEXIMINCSP] sur des instances du type Pléiades simpli�é à 10 agents. . . . . . . . . 205

6.3 Comparaison des temps de calcul des algorithmes de résolution du problème [MAX-
LEXIMINCSP] sur des instances du type Pléiades simpli�é à 20 agents. . . . . . . . . 206

6.4 Comparaison des temps de calcul des algorithmes de résolution du problème [MAX-
LEXIMINCSP] sur des instances de type enchères combinatoires à 20 agents. . . . . . 210

6.5 Comparaison des temps de calcul des algorithmes de résolution du problème [MAX-
LEXIMINCSP] sur des instances de type enchères combinatoires à 100 objets. . . . . . 211

6.6 Courbes de Lorenz des solutions utilitariste classique et égalitariste leximin pour une
instance du problème d'enchères combinatoires. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212

6.7 Comparaison des temps de calcul des algorithmes de résolution du problème [MAX-
LEXIMINCSP] sur des instances de type problème logique générique, à 20 objets. . . . 216

6.8 Problème de �ot correspondant au problème d'a�ectation de sujets de TREX. . . . . 220

6.9 Résumé des contributions de la thèse. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225

A.1 Schéma récapitulatif des classes de complexité introduites. Si P 6= NP, les inclusions
de classes sont strictes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251

Liste des tableaux

1.1 Récapitulatif des propriétés des ordres collectifs et des partages . . . . . . . . . . . . 40

2.1 Rapprochement formel entre la décision en présence de risque et la décision collective. 67

2.2 Propriétés véri�ées par les fonctions d'utilité collective à droits exogènes inégaux. . . 70

3.1 Liste des langages de représentation de préférences introduits dans ce chapitre. . . . 114

4.1 L'ensemble des problèmes de partage dont la complexité a été étudiée dans cette
section. Le résumé de leurs classes de complexité est représenté dans la �gure 4.1. . . 158

244 Modélisation, complexité et algorithmique des problèmes de partage



Liste des �gures et tableaux

6.1 Temps de calcul (en ms) des algorithmes de résolution du problème [MAXLEXI-
MINCSP] sur des instances de type problème logique Pléiades, à n agents et p objets. 215

Modélisation, complexité et algorithmique des problèmes de partage 245



Liste des symboles

Ai : État de la nature . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
A : Ensemble des partages admissibles . . . . . . . . . . . 19
α : Coe�cient d'avantage aux utilités les plus faibles

(OWA). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .46
αu

π : Poids d'un lot dans un langage k-additif . . .104
alloc(o, i) : Variables binaires correspondant à l'es-

pace des allocations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
AllocO,N : Ensembles des variables binaires corres-

pondant à l'espace des allocations . . . . . . . 84

�GBstrat
O

best−out : Structure de préférence induite par le lan-
gage logique best-out. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

bc(X ,D, C ) : Clôture borne-cohérente du réseau de
contraintes (X ,D, C ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176

bc(X ,D, C , C) : Clôture borne-cohérente pour C du
réseau de contraintes (X ,D, C ) . . . . . . . . 176

C : Contrainte (d'un réseau de contraintes) . . . . . . 85
Contrainte d'admissibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

Cexcl : Contrainte d'exclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
Cglob_excl : Contrainte d'exclusion globale . . . . . . . 19
Cpreempt : Contrainte de préemption . . . . . . . . . . . . . 19
C : Ensemble de tables de préférence conditionnelle

100
C : Ensemble des contraintes (d'un réseau de

contraintes) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
Ensemble des contraintes d'admissibilité . . . . . .19

C : Classe de problèmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
�(G,C)

CP−net : Structure de préférence induite par un
CP-net . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

u
GBO
Card : Fonction d'utilité induite par le langage lo-

gique Card. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
u

GBO
d : Fonction d'utilité induite par le langage lo-

gique à base de distance. . . . . . . . . . . . . . . . . 97

D = 〈β, ∆〉 : Théorie des défauts supernormale . 119
∆i : Ensemble des demandes pondérées de l'agent i

122
D : Fonction de domaines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
δ : Demande pondérée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
÷ : Fonction de répartition. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .58
Dx : Domaine d'une variable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

�GBstrat
O

discrimin : Structure de préférence induite par le
langage logique discrimin. . . . . . . . . . . . . . . . 95

d : Pseudo-distance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
Taille du plus grand domaine des variables . . 176
Taille maximale des contraintes d'un réseau . . 86

disp : Coe�cient d'utilisation de l'information (OWA)
46

(∗) : N'importe quel opérateur �xé . . . . . . . . . . . . . . 162
E : Espace d'alternatives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
ε(−→u ) : Utilité également distribuée équivalente . . . 38
ε−→e : Utilité également distribuée équivalente avec

droits exogènes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65−→
e : Vecteur de droits exogènes normalisé . . . . . . . . 57
−→e : Vecteur de droits exogènes . . . . . . . . . . . . . . . . . . .57
e : Nombre de contraintes d'un réseau . . . . . . . . . . . . 86

F : Application transformant un partage en inter-
prétation logique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

FX : Fonction cumulative de probabilité. . . . . . . . . .66
�FOSD : Dominance stochastique du premier ordre

67
f1, f2, f3 : Fonctions d'agrégation du langage logique

pondéré. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
g
(w.)
−→e ,÷ : Fonctions d'utilité collective OWA étendues73

(f1, . . . , fn) : Ensemble des fonctions d'utilité . . . . 32

G(−→u ) : Indice de Gini . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
GX : Fonction décumulative de probabilité . . . . . . . 66
G−→e : Indice de Gini avec droits exogènes . . . . . . . . . 65
GBO : Ensemble des bases de buts sur O . . . . . . . . . 95
GBstrat

O : Ensemble des bases de buts strati�ées sur O
95

GBweighted
O : Ensemble des bases de buts pondérées

sur O . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
Γ : Ensemble de contraintes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188
ΓP : Contrainte de préemption logique . . . . . . . . . 116
GBO : Base de buts sur O . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
GBstrat

O : Base de buts strati�ée sur O . . . . . . . . . . . 95
GBweighted

O : Base de buts pondérée sur O . . . . . . . . 97
γ(π) : Interprétation de LO correspondant au sous-

ensemble π . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
G : Ensemble des bonnes alternatives d'une structure

de préférence dichotomique . . . . . . . . . . . . . . 23
g : Fonction d'agrégation collective. . . . . . . . . . . . . .123
g(KS) : Fonction d'utilité collective de Kalai-

Smorodinsky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
g(N) : Fonction d'utilité collective de Nash . . . . . . . 43
g(e) : Fonction d'utilité collective égalitariste . . . . . 41
g(p) : Fonctions d'utilité collective somme des puis-

sances. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .43
g
(p)
−→e ,div

: Fonction d'utilité collective somme des puis-
sances avec division . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

g
(p)
−→e ,rep

: Fonction d'utilité collective somme des puis-
sances avec réplication . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

g? : Fonction d'utilité collective utilitariste classique
41

g
−→w : Fonctions d'utilité collective OWA . . . . . . . . . . 46

246



Liste des symboles

g−→e : Fonction d'utilité collective à droits inégaux.58
gagg : Opérateur d'agrégation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
gac(X ,D, C ) : Clôture arc-cohérente généralisée du

réseau de contraintes (X ,D, C ) . . . . . . . . 176
gac(X ,D, C , C) : Clôture arc-cohérente généralisée

pour C du réseau de contraintes (X ,D, C )
175

h : Bijection d'allocation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

IR : Sémantique d'un langage de représentation de
préférences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

I : Espace d'issues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

J(−→u ) : Indice d'inégalité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
Jq(

−→u ) : Indice d'Atkinson. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .39
J−→e : Indice d'inégalité avec droits exogènes . . . . . . 65
Jq,−→e : Indices d'Atkinson avec droits exogènes . . . 65

L : Ensemble des loteries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .66
LCard : Langage de représentation logique Card. . 96
LGWL : Langage Generalized Weighted Logic . . . 112
LOR : Langage OR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
LOoX : Langage OR-of-XOR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
LPareto : Langage de représentation logique de Pa-

reto. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
LXOR : Langage XOR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
LR : Syntaxe d'un langage de représentation de pré-

férences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
LVar : Langage logique fondé sur les variables de Var

86
L+

Var : Formules positives de LVar . . . . . . . . . . . . . . . . 87
LO : Langage logique fondé sur l'ensemble O . . . . . 93
L+

O : Formules positives de LO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
Lalloc

O : Langage propositionnel associé à l'espace des
allocations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

Lat.bids : Langage des mises atomiques . . . . . . . . . 109
Ldicho(O) : Langage de représentation logique d'une

structure dichotomique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
Ld : Langage de représentation logique à base de dis-

tance. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
Lweighted : Langage de représentation logique pon-

déré. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
ΛP : Expression logique de l'absence d'envie . . . 117
λ : Contexte logique d'une préférence. . . . . . . . . . . . 99
�leximin : Préordre leximin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

�GBstrat
O

leximin : Structure de préférence induite par le lan-
gage logique leximin. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95−−−→

L(−→u ) : Courbe de Lorenz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
−−−−−→
L−→e (−→u ) : Courbe de Lorenz avec droits inégaux . . 64

〈V ,�,⊕〉 : Monoïde commutatif associé à une struc-
ture de valuation cardinale . . . . . . . . . . . . . . 24

M1, M2 : Multiensembles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182
µ : Mesure de crédibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

Mesure de volume (d'une contrainte de volume19
m, M : Minimum et maximum de deux composantes

du vecteur objectif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191bm : Valeur du maximin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183
max(X ,D, C ,o) : Ensemble des solutions optimales

d'un réseau de contraintes. . . . . . . . . . . . . .172

maxleximin(X ,D, C ,−→u ) : Ensemble des solutions
leximin-optimales d'un réseau de contraintes
172

(N , O, (∆1, . . . , ∆n), C , 〈Vind,�ind,⊕〉, 〈V ,�〉, g) :

Instance du problème de partage de biens
indivisibles générique. . . . . . . . . . . . . . . . . . .124

(N , O, (ϕ1, . . . , ϕn)) : Instance du problème d'allo-
cation avec préférences dichotomiques . . 116

N : Ensemble d'agents . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
ν : Fonction de volume (d'une contrainte de volume

19
n : Nombre d'agents . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
nonsat(π, GBO) : Ensemble des buts non satisfaits

par π . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

(ok, wk) : Demande atomique d'un agent . . . . . . . . 149
Ω : Espace d'états de la nature . . . . . . . . . . . . . . . . . . .66
O : Ensemble d'objets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
o : Variable objectif d'un réseau de contraintes . . 172
−→o : Vecteur objectif d'un réseau de contraintes . 172

Pa(x) : Parents d'une variable dans un CP-net 100
ΦP : {ϕ∗1, . . . , ϕ∗n} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .118
⊕ : Fonction d'agrégation individuelle . . . . . . . . . . . 122
�GBO

Pareto : Structure de préférence induite par le lan-
gage logique de Pareto. . . . . . . . . . . . . . . . . . .95

. : Relation de préférence sur des formules (ceteris
paribus). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

ϕ(δ) : Formule d'une demande pondérée . . . . . . . . 122
ϕ∗i : Préférence dichotomique transformée . . . . . . 116
−→π : Partage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
p : Nombre d'objets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
pi : Probabilité élémentaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
val : Valuation dans un réseau de contraintes valué

108

q : Seuil d'indi�érence. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .25

RCard : Langage de représentation logique Card. . 96
ROR : Langage OR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
ROoX : Langage OR-of-XOR. . . . . . . . . . . . . . . . . . .111
RPareto : Langage de représentation logique de Pa-

reto. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
RXOR : Langage XOR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
Rbest−out : Langage de représentation logique best-

out. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
Rdicho(O) : Langage de représentation logique d'une

structure dichotomique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
Rdiscrimin : Langage de représentation logique discri-

min. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
Rd : Langage de représentation logique à base de

distance. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
Rleximin : Langage de représentation logique leximin.

95
Rweighed : Langage de représentation logique pondéré.

97
R : Langage de représentation de préférences . . . . 91
< : Relation binaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
<I : Relation d'indi�érence associée à une structure

de préférences ordinale . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

Modélisation, complexité et algorithmique des problèmes de partage 247



Liste des symboles

<P : Relation de préférence stricte associée à une
structure de préférences ordinale . . . . . . . . 22

<R : Relation d'incomparabilité associée à une struc-
ture de préférences ordinale . . . . . . . . . . . . . 22

<S : Relation binaire d'une structure de préférences
ordinale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

R : Ressource. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .16
R(C) : Instanciations autorisées par une contrainte

85
r : Arité maximale des contraintes d'un réseau . . . 86
ri : Utilité d'un clone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

〈V ,�〉 : Structure de valuation. . . . . . . . . . . . . . . . . . .23
σ : Permutation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .33
σ(δ, π) : Valeur de satisfaction d'une demande δ vis-

à-vis de π . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
sol(X ,D, C ) : Solution d'un réseau de contraintes85
Ssat : Sous-ensemble saturé de variables objectif 183
�SOSD : Dominance stochastique du second ordre67
sat(π, GBO) : Ensemble des buts satisfaits par π . 95

(u1, . . . , un) : Pro�l d'utilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .32
−→u .÷−→e : Pro�l d'utilité obtenu par duplication des

agents. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .58bui : Utilité maximale si seul d'un agent . . . . . . . . . . 34
uMOR

OR : Fonction d'utilité induite par le langage OR
110

uMOoX
OoX : Fonction d'utilité induite par le langage

OR-of-XOR. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
uMXOR

XOR : Fonction d'utilité induite par le langage
XOR. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .110

u : Fonction d'utilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

V (∆) : Ensemble des symboles propositionnels appa-
raissant dans ∆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

Vmax : Volume maximum autorisé (pour une
contrainte de volume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

Var : Ensembles de variables propositionnelles . . . 86
Var(ϕ) : Ensembles des variables propositionnelles

apparaissant dans ϕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
〈Vind,�ind,⊕〉 : Espace de valuation individuel . 122
�xi

v : Préférence associée à une instanciation dans
un CP-net . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

ϕ : Fonction de valuation dans un réseau de
contraintes valué . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107bv : Instanciation optimale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

v : Instanciation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

w. : Vecteur de poids étendu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
−→w : Vecteur de poids (OWA) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

u
GB

weighted
O

weighted : Fonction d'utilité induite par le langage
logique pondéré. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

w(δ) : Poids d'une demande pondérée . . . . . . . . . . . 122

X : Variable aléatoire discrète. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .66
X : Ensemble de variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
X (C) : Scope d'une contrainte. . . . . . . . . . . . . . . . . . .85

248 Modélisation, complexité et algorithmique des problèmes de partage



Annexe A

Complexité computationnelle : liste des

classes et problèmes

Ce chapitre d'annexe a pour vocation de présenter les classes de complexité utilisées tout au long
du document. Nous présentons aussi les problèmes canoniques associés à chaque classe de complexité,
ainsi que la liste des problèmes de décision utilisés dans les démonstrations, associés à leur classe
de complexité. Nous supposons que le lecteur est familier avec les notions fondamentales de théorie
de la complexité : problèmes de décision, langage, machine de Turing, réduction polynomiale. Pour
plus d'informations, on pourra se reporter à des ouvrages de référence tels que [Papadimitriou, 1994;
Garey et Johnson, 1979].

Pour tout problème de décision P , nous notons LP un langage �raisonnable� associé à P , et
co-P le problème complémentaire de P . De même, pour une machine de TuringM, on désigne par
LM le langage accepté parM.

A.1 Classes de complexité

Dé�nition A.1 (Classe P) La classe P est formée de l'ensemble des problèmes P tels qu'il existe
une machine de Turing déterministeMD s'exécutant en temps polynômial telle que LMD

= LP .

Dé�nition A.2 (Classe NP) La classe NP est formée de l'ensemble des problèmes P tels qu'il
existe une machine de Turing non-déterministeMND s'exécutant en temps polynômial que LMND

=
LP .

Le problème NP-complet canonique est le problème [SAT] :

Problème 19: [SAT] [Cook, 1971]

INSTANCE : Une formule booléenne ϕ en forme normale conjonctive avec 3 littéraux par clause.
QUESTION : ϕ est-elle satis�able ?

Dé�nition A.3 (Classe DP) Un problème P est dans la classe DP si et seulement si il existe un
couple de problèmes (P1,P2) tels que :

. LP = LP1 ∩ LP2 ,

. P1 ∈ NP,

. P2 ∈ co-NP
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Remarquons que cette classe n'est a priori pas égale à P∩NP, à moins que P = NP. Le problème
DP canonique est le problème [SAT-UNSAT]

Problème 20: [SAT-UNSAT]

INSTANCE : Un couple de formules booléennes (ϕ,ϕ′) en forme normale conjonctive avec 3 litté-
raux par clause.

QUESTION : Est-il vrai que ϕ est satis�able et ϕ′ insatis�able ?

Les classes de complexité suivantes requièrent la dé�nition de la notion de machine de Turing à
oracle :

Dé�nition A.4 (Machine de Turing à oracle) Étant donné un problème P , une machine de
Turing à oracle P est une machine de Turing multibande MP , qui possède un état particulier qP
et une bande particulière appelée bande de requête. Lorsqu'elle se trouve dans l'état qP , la machine
de Turing passe en un temps unitaire dans un état qyes ou dans un état qno, selon que la chaîne
contenue sur la bande de requête appartient à LP ou pas.

En d'autres termes, le fonctionnement d'une machine de Turing à oracle est identique à celui
d'une machine de Turing normale, excepté le fait qu'elle a la capacité de deviner en un pas de temps
la réponse à un problème donné (en faisant appel à un oracle). Pour toute classe de complexité
temporelle déterministe ou non-déterministe C, la classe CP désigne l'ensemble des problèmes
décidés par une machine de Turing du même type et avec la même borne temporelle que pour C,
mais avec un oracle de type P .

Si C est une classe déterministe ou non-déterministe de complexité temporelle polynomiale (telle
que P ou NP), CP est équivalente à n'importe quelle classe CP ′ , pour peu que P puisse se réduire à
P ′ en temps polynomial et vice-versa. Ainsi, étant donnée une classe de complexité C′, nous notons
CC′

les classes de type CP , avec P ∈ C′.

Dé�nition A.5 (Hiérarchie polynomiale) La hiérarchie polynomiale cumulative est l'ensemble
des classes de complexité PH =

⋃
i∈N{∆i,Σi,Πi} dé�ni récursivement par :

. ∆p
0 = Σp

0 = Πp
0 = P

. ∀i ≥ 0 :
• ∆p

i+1 = PΣp
i ,

• Σp
i+1 = NPΣp

i ,

• Πp
i+1 = co-NPΣp

i .

Les problèmes canoniques des classes de la hiérarchie polynomiale s'expriment sous la forme
de logique propositionnelle �quanti�ée� (à chaque classe de la hiérarchie correspond une séquence
précise de quanti�cateurs) :

Problème 21: [qsati]

INSTANCE : Un ensemble de variables booléennes partitionnés en i sous-ensembles X1, . . . ,Xi,
et une formule propositionnelle ϕ(X1, . . . ,Xi).

QUESTION : Existe-t-il une interprétation des variables de X1 telle que pour toute interprétation
des variables de X2 il existe une interprétation des variables de X3, et caetera jus-
qu'à Xi, telle que ϕ(X1, . . . ,Xi) est satisfaite ? En d'autres termes, et par abus de
notation, ∃X1∀X2∃X3 . . . QXiϕ(X1, . . . ,Xi) (avec Q désignant ∃ si i est pair et ∀
si i est impair) est-elle satis�able ?

Parmi les classes de la hiérarchie polynomiale, les classes du deuxième niveau, ∆p
2, Σp

2 et Πp
2,

correspondant respectivement aux classes PNP, NPNP et co-NPNP sont de première importance, car
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P

co-NP NP

DP

Θp
2

∆p
2

Σp
2 Πp

2

∆p
3

PH
...

PSPACE

Figure A.1 � Schéma récapitulatif des classes de complexité introduites. Si P 6= NP,
les inclusions de classes sont strictes.

elles correspondent à un ensemble de problèmes issus de l'étude du raisonnement en logique, donc
historiquement liés à l'Intelligence Arti�cielle : raisonnement non-monotone, abduction. . .

Nous dé�nissons en�n une sous-classe de ∆p
2, qui correspond aux problèmes dont la résolution

nécessite des oracles NP, mais dont le nombre est une fonction logarithmique de la taille des données
d'entrée.

Dé�nition A.6 (Classe Θp
2) La classe Θp

2 est formée de l'ensemble des problèmes décidés par une
machine de Turing déterministeMNP à oracle de type NP qui s'exécute en temps polynômial, et ne
nécessitant qu'un nombre d'appels de l'ordre de O(log n) à l'oracle NP.

Intuitivement, cette classe correspond aux problèmes impliquant des données numériques, et
donc qui peuvent être traités par une recherche dichotomique. Nous pouvons citer comme représen-
tant de cette classe une version du problème [UNWEIGHTED-MAX-SAT] :

Problème 22: [UNWEIGHTED-MAX-SAT]

INSTANCE : Un ensemble C de clauses et un entier K.
QUESTION : K est-il le nombre maximal de clauses simultanément satis�ables ?

Un résumé de l'ensemble des classes introduites est présenté sur la �gure A.1.
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A.2 Liste des problèmes introduits

Problème 1 (page 109) : Winner Determination Problem

. Instance : Un ensemble d'agents N , un ensemble d'objets O, un ensemble de fonc-
tions d'utilité (f1, . . . , fn) exprimées sous forme de mises dans un langage
d'enchères combinatoires, et un entier K.

. Question : Existe-t-il un partage −→π des objets qui satisfait la contrainte de préemption
et tel que

∑n
i=1 fi(πi) ≥ K ?

Problème 2 (page 130) : [RSI] (Restricted Skeptical Inference)

. Instance : Un ensemble de formules propositionnelles ∆ = {α1, . . . , αn}.

. Question : Tous les ensembles maximaux-consitants de ∆ contiennent-ils α1 ?

Problème 3 (page 134) : [SET SPLITTING]

. Instance : Une collection C = {C1, . . . ,Cn} de sous-ensembles d'un ensemble �ni S .

. Question : Existe-t-il une partition 〈S1,S2〉 de S telle qu'aucun des sous-ensembles
de C n'est entièrement contenu ni dans S1 ni dans S2 ?

Problème 4 (page 140) : [EXACT COVER BY 3-SETS] [Karp, 1972]

. Instance : Un ensemble S de taille 3q, et une collection C = {C1, . . . ,C|C|} de sous-
ensembles à 3 éléments de S

. Question : C contient-il une couverture exacte pour S , c'est-à-dire une sous-collection
C ′ ⊆ C telle que chaque élément de S apparaît dans exactement un
membre de C ′ ?

Problème 5 (page 144) : [MAX-INDEX-SAT]odd[Wagner, 1990]

. Instance : Une suite de formules propositionnelles (χ1, . . . , χn) telle que (χi est insa-
tisifable) ⇒ (χi+1 est insatis�able.)

. Question : L'index maximum i tel que χi est satis�able est-il un nombre impair ?

Problème 6 (page 149) : [MAX-SAT-ASG]even [Wagner, 1987]

. Instance : Une formule propositionnelle χ en forme normale conjonctive, sur un en-
semble de variables propositionnelles V = {x1, . . . ,xn}, et une fonction

poids w sur les interprétations v : Var → {0, 1}, dé�nie par w(v) def=∑
i v(xi)× 2i−1.

. Question : Est-ce que maxM modèle de χw(M) est un nombre pair (en d'autres termes
la variable x1 est-elle falsi�ée dans le modèle de poids maximal) ?

252 Modélisation, complexité et algorithmique des problèmes de partage



A.2. Liste des problèmes introduits

Problème 7 (page 152) : [PARTITION]

. Instance : Un ensemble �ni S et une taille s(a) ∈ N pour tout a ∈ S .

. Question : Existe-t-il un sous-ensemble S ′ ⊆ S tel que
∑

a∈S ′ s(a) =∑
a∈S \S ′ s(a) ?

Problème 8 (page 156) : [MAX-CUF]

. Instance : Une instance (N ,O, (∆1, . . . ,∆n),C , 〈Vind,≥ind,⊕〉, 〈V ,≥, 〉, g) du pro-
blème de partage de biens indivisibles et un élément K ∈ V .

. Question : Existe-t-il une allocation admissible −→π telle que uc(−→π ) ≥ K ?

Problème 9 (page 160) : [INDEPENDENT SET]

. Instance : Un graphe G = (V,E) et un entier K.

. Question : Existe-t-il un sous-ensemble S ⊆ V de taille au moins K tel que pour tout
couple (v, v′) d'éléments de S , (v, v′) 6∈ E (autrement dit, v et v′ ne sont
pas connectés dans G) ?

Problème 10 (page 161) : [SET PACKING]

. Instance : Une collection C d'ensembles �nis, et un entier K.

. Question : Existe-t-il une sous-collection C ′ ⊆ C d'ensembles disjoints tels que |C ′| ≥
K ?

Problème 11 (page 163) : [MAXIMAL MATCHING]

. Instance : Un graphe bipartite pondéré G(V = N1 ∪ N2, E), avec w(v, v′) désignant
le poids d'une arête {v, v′}, et un entier K.

. Question : Existe-t-il un couplage de poids supérieur ou égal à K, c'est-à-dire un sous-
ensemble E′ ⊆ E tel que

∑
{v,v′}∈E′ w(v, v′) ≥ K, et ∀v ∈ V , @(v′, v′′) ∈ V 2

tel que {v, v′} ∈ E′ et {v, v′′} ∈ E′ ?

Problème 12 (page 164) : [KNAPSACK]

. Instance : Un ensemble �ni S une fonction de valeur u : S → N, une fonction de
volume v : S → N, une capacité maximale vmax et un entier K.

. Question : Existe-t-il un sous-ensemble S ′ ⊆ S tel que
∑

a∈S ′ v(a) ≤ vmax et∑
a∈S ′ u(a) ≥ K ?

Problème 13 (page 164) : [HITTING SET]

. Instance : Une collection C de sous-ensembles S1, . . . ,Sn d'un ensemble S et un
entier K ≤ |S |.

. Question : Existe-t-il un sous-ensemble S ′ ⊆ S , avec |S ′| ≤ K, tel que S ′∩Si 6= ∅
pour tout Si ∈ C ?
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Problème 14 (page 173) : [CSP]

. Instance : Un réseau de contraintes (X ,D,C ).

. Question : (X ,D,C ) a-t-il une solution (une instanciation complète cohérente) ?

Problème 19 (page 249) : [SAT] [Cook, 1971]

. Instance : Une formule booléenne ϕ en forme normale conjonctive avec 3 littéraux
par clause.

. Question : ϕ est-elle satis�able ?

Problème 20 (page 250) : [SAT-UNSAT]

. Instance : Un couple de formules booléennes (ϕ,ϕ′) en forme normale conjonctive
avec 3 littéraux par clause.

. Question : Est-il vrai que ϕ est satis�able et ϕ′ insatis�able ?

Problème 21 (page 250) : [qsati]

. Instance : Un ensemble de variables booléennes partitionnés en i sous-ensembles
X1, . . . ,Xi, et une formule propositionnelle ϕ(X1, . . . ,Xi).

. Question : Existe-t-il une interprétation des variables de X1 telle que pour
toute interprétation des variables de X2 il existe une interpré-
tation des variables de X3, et caetera jusqu'à Xi, telle que
ϕ(X1, . . . ,Xi) est satisfaite ? En d'autres termes, et par abus de nota-
tion, ∃X1∀X2∃X3 . . . QXiϕ(X1, . . . ,Xi) (avec Q désignant ∃ si i est pair
et ∀ si i est impair) est-elle satis�able ?

Problème 22 (page 251) : [UNWEIGHTED-MAX-SAT]

. Instance : Un ensemble C de clauses et un entier K.

. Question : K est-il le nombre maximal de clauses simultanément satis�ables ?
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Annexe B

Représentation du préordre leximin par une

fonction d'agrégation

Cette annexe est dédiée à la représentation du préordre leximin par une fonction d'agrégation,
dans le cas où l'ensemble des vecteurs concernés par la fonction d'agrégation est �ni. La première
section concerne l'évaluation de la taille de l'espace image d'une telle fonction d'agrégation dans
un cas particulier réaliste. La deuxième section présente les preuves relatives à la représentation du
préordre leximin par des fonctions OWA et somme des puissances, présentées dans le chapitre 1.
En�n, nous abordons dans la troisième section le cas particulier de la famille de fonctions somme
des puissances, pour laquelle nous cherchons à calculer l'exposant p ≤ 0 maximum tel que cette
fonction représente le préordre leximin.

B.1 Taille du domaine de la fonction d'agrégation

Considérons une fonction g qui représente le préordre leximin pour un ensemble de pro�ls d'utilité
U �ni. Le nombre de classes d'équivalence pour le préordre leximin nous donnera le cardinal de
l'ensemble g(U ), c'est-à-dire le nombre de valeurs di�érentes que prendra la fonction g sur l'ensemble
des vecteurs de U , ou encore la taille de l'ensemble quotient de U pour la relation ∼leximin.

Nous nous plaçons pour faire ce calcul dans un cas particulier, où nous dé�nissons U = V n,
avec V = J1,mK. Nous avons donc un problème à mn pro�ls d'utilité possibles.

Proposition B.1 Soit gleximin : J1,mKn → N une fonction représentant le préordre leximin sur
V n = J1,mKn. Alors :

|gleximin(J1,mKn)| = (m+ n− 1)!
(m− 1)!n!

A�n de prouver cette relation, nous avons besoin d'un petit lemme technique :

Lemme 21

∀(m,n) ∈ N?2,
(m+ n− 1)!

(m− 1)!
+

(m+ n− 2)!
(m− 2)!

+ · · ·+ n! =
(m+ n)!

(n+ 1)(m− 1)!
. (B.1)

Démonstration Ce lemme se prouve facilement par récurrence sur m.
. Pour m = 1, l'équation (B.1) se réduit à n! = n!, qui est trivialement vraie.
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. Supposons que le lemme soit vrai pour tout n et un certain m. Alors on a :

(m+ n)!
m!

+
(m+ n− 1)!

(m− 1)!
+ · · ·+ n! =

(m+ n)!
m!

+
(m+ n)!

(n+ 1)(m− 1)!

=
(m+ n)!× (n+ 1) + (m+ n)!×m

(n+ 1)(m− 1)!×m

=
(m+ n+ 1)!
m!(n+ 1)

L'égalité est donc vraie pour m+ 1, ce qui prouve le lemme par récurrence. N

Démonstration (Proposition B.1) Nous notons un,m = |gleximin(J1,mKn)|. Nous
pouvons remarquer que un,m est exactement égal au nombre de vecteurs ordonnés de
J1,mKn, et nous avons donc la relation de récurrence sur n suivante : un,m =

∑m
k=1 un−1,k.

En e�et, lorsque l'on ajoute une composante à un vecteur à n−1 composantes, il y a un−1,m

vecteurs ordonnés dont la première composante est 1, un−1,m−1 vecteurs ordonnés dont la
première composante est 2, etc.

Nous allons prouver la proposition B.1 par récurrence sur n.

. Lorsque n = 1, alors il y a m pro�ls ordonnés di�érents, et (m+n−1)!
(m−1)!n! = m pour n = 0,

ce qui prouve la proposition pour tout m à n = 1.
. Supposons que pour un m �xé, on ait un,m = (m+n−1)!

(m−1)!n! . Alors d'après la relation de
récurrence, on a

un+1,m = un,m + un,m−1 + · · ·+ un,1

=
(m+ n− 1)!
(m− 1)!n!

+
(m+ n)!

(m− 2)!n!
+ · · ·+ 1

=
1
n!
×
(

(m+ n− 1)!
(m− 1)!

+
(m+ n)!
(m− 2)!

+ · · ·+ n!
)

=
(m+ n)!

(n+ 1)!(m− 1)!
(d'après le lemme technique)

Cela prouve l'égalité pour n+ 1, donc la proposition B.1 par récurrence. N

Quel est le comportement de |gleximin(J1,mKn)| lorsque m tend vers +∞ ?

Puisque |gleximin(J1,mKn)| = (m+ n− 1)× · · · ×m
n!

, nous avons :

mn

n!
≤ |gleximin(J1,mKn)| ≤ (m+ n− 1)n

n!

Or, il existe un nombre m0 tel que ∀m ≥ m0, m ≥ n− 1. Donc pour tout m ≥ m0, on a :

θ1m
n =

mn

n!
≤ |gleximin(J1,mKn)| ≤ 2nmn

n!
= θ2m

n

D'où : |gleximin(J1,mKn)| = Om→∞(mn)
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B.2 Représentation du préordre leximin

B.2.1 Par une moyenne pondérée ordonnée

Proposition B.2 Si l'ensemble des pro�ls d'utilité est �ni, alors il existe un OWA qui représente
l'ordre leximin.

Démonstration Soit U l'ensemble des utilités possibles. On note m = min{|u −
u′| | (u, u′) ∈ U 2, u 6= u′} et M = max{|u − u′| | (u, u′) ∈ U 2} (ces nombres existent
car U est �ni). Puisque ∀i, xi−1

xi+1−xi ∼x→+∞
1
x , il est possible de trouver un K ≥ 1 (assez

grand) tel que ∀i ∈ J1, nK, Ki−1
Ki+1−Ki <

m
M . On notera glex l'OWA g(Kn,...,K,1).

. Soient −→u et −→v deux vecteurs d'utilités tels que −→u �leximin
−→v . Soit

j tel que ∀i < j, u↑i = v↑i , et u↑j > v↑j . Alors glex(−→u ) − glex(−→v ) =

Kn−j(u↑j − v
↑
j ) +

∑
i=j+1 nK

n−i(u↑i − v
↑
i ). Par dé�nition de m et M on a donc :

glex(−→u )− glex(−→v ) > mKn−j −M
j−1∑
i=0

Kn−i > mKn−j −MKn−j − 1
K − 1

> mKn−j −M m

M
Kj > 0

Donc si −→u �leximin
−→v alors glex(−→u ) > glex(−→v ).

. Soient −→u et −→v deux vecteurs d'utilités tels que glex(−→u ) > glex(−→v ). Supposons que
−→v �leximin

−→u . Si −→v �leximin
−→u alors glex(−→v ) > glex(−→u ), et si −→v ∼leximin

−→u alors
−→v ↑ = −→u ↑ donc glex(−→u ) = glex(−→v ) (par dé�nition d'un OWA). Donc −→v �leximin−→u ⇒ glex(−→v ) ≥ glex(−→u ), incompatible avec l'hypothèse de départ. On a donc si
glex(−→u ) > glex(−→v ) alors −→u �leximin

−→v . N

B.2.2 Par une fonction somme des puissances

Proposition B.3 Si l'ensemble des pro�ls d'utilité est �ni, alors il existe un p < 0 tel que g(p′)

représente l'ordre leximin pour tout p′ ≤ p.

Démonstration Soit U l'ensemble des utilités possibles. On note m = min{|u −
u′| | (u, u′) ∈ U 2, u 6= u′} etM = max{u | u ∈ U }. Puisquem/M > 0, (1+m/M)p −−−−→

p→−∞
0, donc ∃p0 < 0 tel que ∀p ≤ p0, n(1 +m/M)p ≤ 1.

. Soient −→u et −→v deux vecteurs d'utilités tels que −→u �leximin
−→v . Soit j tel que ∀i <

j, u↑i = v↑i , et u
↑
j > v↑j . Alors ∀p ≤ p0, g(p)(−→u )−g(p)(−→v ) =

∑
i=j n(v↑i

p
−u↑i

p
). Puisque

u↑j > v↑j , nous avons u
↑
j ≥ v↑j + m. De plus, ∀i ≥ j, u↑i ≥ u↑j , donc u

↑
i ≥ v↑j + m, et

donc u↑i
p
≤ (v↑j +m)p. D'où au �nal

∑n
i=j u

↑
i

p
≤ n(v↑j +m)p. Puisqu'en outre vi ≥ 0

pour tout i, on a donc ∑
i=j

n(v↑i
p
− u↑i

p
) ≥ v↑j

p
− n(v↑j +m)p. (B.2)

Or, v↑j ≤M . Nous avons donc :

m

v↑j
≥ m

M
⇒

(
1 +

m

v↑j

)p

≤
(
1 +

m

M

)p
⇒ n

(
1 +

m

v↑j

)p

≤ n
(
1 +

m

M

)p
.
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Or par dé�nition de p, nous avons n(1 +m/M)p ≤ 1. D'où n
(

1 + m

v↑j

)p

≤ 1. Nous

avons donc n
(
v↑j +m

)p
≤ v↑j

p
, et donc v↑j

p
− n

(
v↑j +m

)p
≤ 0. Cela nous donne au

�nal, avec l'inéquation (B.2), g(p)(−→u )− g(p)(−→v ) ≥ 0.
. Soit p dé�ni comme ci-dessus et soient −→u et −→v deux vecteurs d'utilités tels que
g(p)(−→u ) > g(p)(−→v ). Supposons que −→v �leximin

−→u . Si −→v �leximin
−→u alors g(p)(−→v ) >

g(p)(−→u ), et si −→v ∼leximin
−→u alors −→v ↑ = −→u ↑ donc g(p)(−→u ) = g(p)(−→v ) (car g(p) est une

fonction symétrique). Donc −→v �leximin
−→u ⇒ g(p)(−→v ) ≥ g(p)(−→u ), incompatible avec

l'hypothèse de départ. On a donc si g(p)(−→u ) > g(p)(−→v ) alors −→u �leximin
−→v . N

B.3 Le cas particulier de la fonction somme des puissances

Comme nous l'avons vu précédemment, pour un ensemble �ni U de vecteurs, il existe un p0 < 0
tel que g(p) représente le préordre leximin sur U pour tout p ≤ p0. Nous allons chercher dans cette
section à calculer le plus grand p0 possible pour un U donné. A�n de clari�er les notations, nous
allons noter q = −p, et w(q) = g(−p), et nous chercherons donc le plus petit q > 0 tel que w(q)

représente l'ordre leximin pour un U donné. Nous supposerons pour simpli�er que les vecteurs sont
formés de composantes entières pouvant prendre leurs valeurs entre 0 et M .

B.3.1 Le cas critique

Nous avons la proposition suivante :

Proposition B.4 La fonction w(q) représente l'ordre leximin si et seulement si pour tout x0 ∈
J0,MK, w(q)(x0,M, . . . ,M) < w(q)(x0 + 1, . . . , x0 + 1).

La preuve de cette proposition est fondée sur un lemme un peu moins fort :

Lemme 22 La fonction w(q) représente l'ordre leximin si et seulement si pour tout x0 ∈ J0,M−1K,
et pour tout k < n :

w(q)(x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
k fois

,M, . . . ,M) < w(q)(x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
k−1 fois

, x0 + 1, . . . , x0 + 1).

Démonstration L'un des sens de l'équivalence est immédiat. Si w(q) représente
l'ordre leximin, alors elle doit classer correctement les vecteurs (x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸

k fois

,M, . . . ,M) et

(x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
k−1fois

, x0 + 1, . . . , x0 + 1).

Supposons que pour tous x0 ∈ J0,MK et k < n on a w(q)(x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
k fois

,M, . . . ,M) <

w(q)(x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
k−1 fois

, x0 +1, . . . , x0 +1). Alors on a −(n−k)M−q−x−q
0 < −(n−k+1)(x0 +1)−q.

Soient −→u et −→v deux vecteurs (que nous supposerons triés dans l'ordre croissant) tels que
−→u ≺leximin

−→v . On note k l'entier tel que ∀i < k, ui = vi et uk < vk. Nous avons −(n −
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k)M−q − u−q
k < −(n− k + 1)(uk + 1)−q. Donc :

k−1∑
i=1

−u−q
i − (n− k)M−q − u−q

k <

k−1∑
i=1

−u−q
i − (n− k + 1)(uk + 1)−q

⇒
k−1∑
i=1

−u−q
i − (n− k)M−q − u−q

k <

k−1∑
i=1

−v−q
i − (n− k + 1)(uk + 1)−q

⇒
n∑

i=1

−u−q
i <

n∑
i=1

−v−q
i

⇒ w(q)(−→u ) < w(q)(−→v ).

N

Démonstration (Proposition B.4) Nous avons :

w(q)(x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
k fois

,M, . . . ,M) < w(q)(x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
k−1 fois

, x0 + 1, . . . , x0 + 1)

⇔ − (n− k)M−q − x−q
0 < −(n− k + 1)(x0 + 1)−q

⇔ (n− k)M−q + x−q
0 − (n− k + 1)(x0 + 1)−q > 0

Notons h : (x, n, k, q,M) 7→ (n − k)M−q + x−q
0 − (n − k + 1)(x0 + 1)−q. h est dérivable

par rapport à k, et on a
∂h

∂k
= −M−q + x−q

0 . Donc pour tout x0 < M ,
∂h

∂k
> 0. Donc

h(x, n, k, q,M) > 0⇔ h(x, n, 1, q,M) > 0. D'où :

w(q)(x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
k fois

,M, . . . ,M) < w(q)(x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
k−1 fois

, x0 + 1, . . . , x0 + 1)

⇔ w(q)(x0,M, . . . ,M) < w(q)(x0 + 1, . . . , x0 + 1). N

B.3.2 Calcul du q minimal

Nous devons trouver le q minimal qmin tel que w(q)(x0,M, . . . ,M) < w(q)(x0 + 1, . . . , x0 + 1),
c'est-à-dire tel que :

(n− 1)M−q + x−q
0 − n(x0 + 1)−q > 0. (B.3)

Par la suite nous noterons f la fonction suivante :

f : x 7→ (n− 1)M−q + x−q − n(x+ 1)−q.

B.3.2.1 Tableau de variation de f

Nous avons f ′(x) = nq(x+ 1)−(q+1) − qx−(q+1)
0 .

f ′(x) > 0⇔ n(x+ 1)−(q+1) − x−(q+1)
0 > 0

⇔ n >

(
x+ 1
x

)q+1

⇔ q+1
√
n > 1 +

1
x

⇔ x >
1

q+1
√
n− 1

Modélisation, complexité et algorithmique des problèmes de partage 259



Annexe B. Représentation du préordre leximin par une fonction d'agrégation

La fonction f prend donc son minimum en 1
q+1√n−1

, et ce minimum vaut :

f(
1

q+1
√
n− 1

) = (n− 1)M−q + ( q+1
√
n− 1)q(1− n

q
q+1 ).

Le tableau de variations de la fonction f est donc le suivant :

x 0

f ′(x)

+∞

f(x)

0

1
q+1√n−1

f( 1
q+1√n−1

)

�

""EEEEEEEEEEEEE

+∞

(n− 1)M−q

+

<<yyyyyyyyyyyyy

B.3.2.2 Une borne supérieure de qmin

Il semble très di�cile de résoudre l'équation f(x) = 0 dont la solution est nécessaire pour
trouver le q minimal cherché (même Maple capitule). En revanche, une condition su�sante pour
que f soit positive sur tout [0,M − 1] est (1) qu'elle soit décroissante sur tout cet intervalle, et (2)
que f(M − 1) > 0.

Pour que la condition (1) soit vraie, il su�t que 1
q+1√n−1

> M − 1. On a :

1
q+1
√
n− 1

> M − 1⇔ q+1
√
n− 1 <

1
M − 1

⇔ q+1
√
n <

M

M − 1

⇔ ln(n)
q + 1

< ln(
M

M − 1
)

⇔ q >
ln(n)

ln( M
M−1)

− 1.

Pour que la condition (2) soit vraie, il faut que :

f(M − 1) > 0⇔ (n− 1)M−q + (M − 1)−q − nM−q > 0
⇔ (M − 1)−q −M−q > 0
⇔M > 0.

Cette condition est toujours vraie. Nous avons donc une borne supérieure de qmin :

qmin ≤
ln(n)

ln( M
M−1)

− 1
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B.3.2.3 Une deuxième borne supérieure de qmin

Si q est tel que f
(

1
q+1√n−1

)
> 0, alors dans f est positive sur tout son domaine de dé�nition.

On a :

f

(
1

q+1
√
n− 1

)
> 0⇔ (n− 1)M−q + (n

1
q+1 − 1)q − n ·

(
n

1
q+1 − 1

n
1

q+1

)q

> 0

⇔ (n− 1)M−q + (n
1

q+1 − 1)q × (1− n

n
q

q+1

) > 0

⇔ (n− 1)M−q + (n
1

q+1 − 1)q × (1− n
1

q+1 ) > 0

⇔ (n− 1)M−q − (n
1

q+1 − 1)q+1 > 0

Cette dernière équation ne semble pas évidente à première vue à résoudre analytiquement. Un
angle d'attaque serait peut-être de prouver l'implication suivante :

f

(
1

q+1
√
n− 1

)
> 0⇒ q+1

√
n− 1 <

1
M − 1

. (B.4)

Dans ce cas, on aurait montré que la valeur minimale de f ne peut pas être positive si la valeur
du x pour laquelle f(x) est minimal est avant M . Dans ce cas, le qmin serait donc égal à la borne
supérieure trouvée précédemment.
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Annexe C

Calcul des indices d'inégalité généralisés

Nous détaillons dans cette annexe le calcul des indices d'inégalité généralisés aux droits inégaux.
Nous emploierons, dans cette annexe, la notation simpli�catrice suivante :

u′
def
=
−−−→
u.div−→e .

En conséquence, la notation u′ désignera u.div−→e , c'est-à-dire : u′ =
1
m

n∑
i=1

ui =
n

m
u.

C.1 Indices d'Atkinson généralisés

C.1.1 q 6= 0

L'indice d'inégalité d'Atkinson classique correspondant à un entier q 6= 0 pour n agents s'écrit
comme suit :

Jq(−→u ) = 1−

(
1
n

n∑
i=1

(ui

u

)q
) 1

q

.

Appliquons cette dé�nition au pro�l d'utilités u′ =
−−−→
u.div−→e :

Jq,−→e (−→u ) = 1−

(
1
m

m∑
i=1

(
u′i
u′

)q
) 1

q

= 1−

(
1
m

n∑
i=1

ei

(
ui

eiu′

)q
) 1

q

= 1−

(
1
m

n∑
i=1

e1−q
i

(
ui

u′

)q
) 1

q

D'où : Jq,−→e (−→u ) = 1− m

n

(
1
m

n∑
i=1

e1−q
i

(ui

u

)q
) 1

q

C.1.2 q = 0

L'indice d'inégalité d'Atkinson classique correspondant à 0 pour n agents s'écrit comme suit :

J0(−→u ) = 1−

(
n∏

i=1

ui

u

) 1
n

.
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Appliquons cette dé�nition au pro�l d'utilités u′ =
−−−→
u.div−→e :

J0,−→e (−→u ) = 1−

(
m∏

i=1

(
u′i
eiu′

)ei
) 1

m

= 1−

(
n∏

i=1

(
ui

eiu′

)ei
) 1

m

= 1− m

n

(
n∏

i=1

(
ui

eiu

)ei
) 1

m

D'où : J0,−→e (−→u ) = 1− m

n

(
n∏

i=1

(
ui

eiu

))ei

C.2 Indice de Gini généralisé

C.2.1 Première formulation

La première formulation de l'indice d'inégalité de Gini classique pour n agents s'écrit comme
suit :

G(−→u ) =

n∑
k=1

(ku− L(−→u )k)

n

2

n∑
i=1

ui

.

Par simple substitution du pro�l d'utilités u par le pro�l u′ =
−−−→
u.div−→e , on obtient l'expression suivante :

G−→e (−→u ) =

m∑
k=1

(ku′ − L−→e (−→u )k)

m

2

n∑
i=1

ui

C.2.2 Deuxième formulation

La deuxième formulation de l'indice d'inégalité de Gini classique pour n agents s'écrit comme
suit :

G(−→u ) = 1− 1
n2u

(
n∑

k=1

(2(n− k) + 1)u↑k

)
.

Appliquons cette dé�nition au pro�l d'utilités u′ =
−−−→
u.div−→e :

G−→e (−→u ) = 1− 1
m2u′

(
m∑

k=1

(2(m− k) + 1)u′↑k

)
= 1− 1

nmu


n∑

k=1

(2m+ 1)
(
uk

ek

)↑u
e

−
m∑

k=1

2ku′↑k︸ ︷︷ ︸
A



Si nous posons Ek =
∑k

i=1 e
↑u

e
i (avec E0 = 1), nous avons : A =

n∑
k=1

Ek∑
i=Ek−1

2i
(
uk

ek

)↑u
e

.
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En remarquant que
k2∑

i=k1

i =
(k2 + k1)((k2 − k1) + 1)

2
, nous avons :

A =
n∑

k=1

2
(
uk

ek

)↑u
e (Ek + Ek−1)((Ek − Ek−1) + 1)

2
=

n∑
k=1

(
uk

ek

)↑u
e

(2Ek−1 + e
↑u

e
k )(e

↑u
e

k + 1).

En remplaçant A dans l'expression de G−→e (−→u ), nous obtenons donc :

G−→e (−→u ) = 1− 1
nmu

n∑
k=1

(2m+ 1− (2Ek−1 + e
↑u

e
k )(e

↑u
e

k + 1))
(
uk

ek

)↑u
e

C.2.3 Troisième formulation

La troisième formulation de l'indice d'inégalité de Gini classique pour n agents s'écrit comme
suit :

G(−→u ) =
1

2n2u

∑
1≤i,j≤n

|ui − uj |.

Appliquons cette dé�nition au pro�l d'utilités u′ =
−−−→
u.div−→e :

G−→e (−→u ) =
1

2m2u′

∑
1≤i,j≤m

|u′i − u′j | =
1

2mnu

∑
1≤i,j≤m

|u′i − u′j |

Les seules valeurs possibles pour |u′i − u′j | sont les |uk/ek − ul/el|, pour 1 ≤ k, l ≤ n. Pour
1 ≤ i, j ≤ m, u′i et u

′j prennent ek fois la valeur uk/ek, et el fois la valeur ul/el. Donc |u′i − u′j |
prend ekel fois la valeur |uk/ek − ul/el| et ekel fois la valeur |ul/el − uk/ek|.

D'où : G−→e (−→u ) =
1

2nmu

∑
1≤k,l≤m

ekel|
uk

ek
− ul

el
|
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